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Vorwort

Das vorliegende Skript richtet sich strukturell nach einer Skriptvorlage von Herrn Prof. Dr. Karl
Hermann Neeb (aktuell nicht 6ffentlich verfiighar), welche dem Autor dankenswerterweise im Roh-
format (.tex file) zur Verfiigung gestellt wurde. Einige Abschnitte sind bis auf leichte Anpassungen
und Umformulierungen deckungsgleich, andere selbst konzipiert, und wiederum andere Teile sind Er-
weiterungen entsprechender Abschnitte in besagtem Skript. In indirekter Form sind ebenfalls Inhalte
aus dem Analysis 2 Skript von Herrn Prof. Dr. Helge Glockner eingeflossen (dies betrifft die Teile ab
Kapitel[L0). Die Abschnitte[10.3.1]und[10.3.3]sind (inhaltlich) einem Zusatzmaterial aus der Analysis
1 Vorlesung im WS 18/19 von Herrn Glockner entnommen. Abschnitt ist dem Analysis 1 Skript
von Herrn Prof. Dr. Wolfgang Soergel entlehnt.

e Die mit ,,*“ markierten Teile (Abschnitte/Bemerkungen/Beweise etc.) sind als ergénzendes Ma-
terial gedacht, und sind daher nicht Teil des Stoffes der Vorlesung.

e Die mit ,,(*)“ markierten Abschnitte wurden in der Vorlesung nur in verkiirzter Form behandelt.

1 Einfiihrung

Das Kernobjekt der Analysis sind die reellen Zahlen R und die hierauf definierten Funktionen (wie
z.B. der Sinus, der Kosinus, und die Exponentialfunktion). Bevor wir uns diesen Begrifflichkeiten
zuwenden, wollen wir zundchst die Logik und die Mengenlehre in den Grundziigen diskutieren. Die
logischen Grundlagen werden in Kapitel [2| behandelt. Mengen und Abbildung werden in Kapitel
genauer diskutiert.

Dem Begriff der Menge stellen wir uns naiv gegeniiber, d.h., wir stellen uns auf den Standpunkt,
dass wir eine Menge kennen, wenn uns gesagt wird, welche Elemente sie enthélt.

Definition 1 (Georg Cantor (1845-1918)). Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung
gewisser wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.
Die in einer Menge zusammengefassten Objekte werden als die Elemente dieser Menge bezeichnet.

Bemerkung 1. Obige Definition ist eigentlich keine Definition im engeren mathematischen Sinne,
da der zu definierende Begriff Menge nicht auf andere (bereits definierte Begriffe) zuriickgefiihrt wird.
Es handelt sich um eine Beschreibung, welcher Sachverhalt vorliegen muss, damit von einer Menge
gesprochen werden kann. Geht man mit obigem Mengenbegriff nicht sorgsam genug um, dann kommt
es zu Widerspriichen — z.B. wenn man die Menge aller Mengen betrachtet (welche nicht existieren
kann, siehe Beispz'el und Ubung @ Das Auftreten derartiger Paradoxien kann durch den Ubergang
2u einer axiomatisierterﬂ Mengenlehre (der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre) vermieden werden. Die-
se im Detail abzuhandeln ist aufwendig, und normalerweise Gegenstand einer eigenstindigen Logik-
vorlesung. Daher bleiben wir im Wesentlichen bei der (mehr als ausreichenden) Definition Cantors,
wobei die Objekte der Anschauung oder des Denkens meist Zahlenmengen, Mengen von Symbolfolgen,
oder Mengen von Funktionen sind.

Sei X eine Menge und x ein Objekt. Man schreibt

e z € X, wenn z ein Element der Menge X ist (wenn x in X enthalten ist).

e r ¢ X, wenn z kein Element der Menge X ist (wenn x nicht in X enthalten ist).

'Im allgemeinen versteht man unter einem Axiom einen als wahr angenommenen Grundsatz einer Theorie, der in-
nerhalb dieser Theorie weder begriindet noch abgeleitet werden kann. Beispiele aus der Physik (in welcher Axiome
oft auch als Postulate bezeichnet werden) sind die Newtonschen Axiome der Mechanik, die Maxwell-Gleichungen der
Elektrodynamik, die Einsteinschen Feldgleichungen der allgemeinen Relativitdtstheorie, oder die Schrédingergleichung
der Quantenmechanik (wobei jede dieser Theorien in einen entsprechenden mathematischen Rahmen eingebettet ist).


https://math.uni-paderborn.de/ag/arbeitsgruppe-unendlich-dimensionale-analysis-und-geometrie/team/professor-helge-gloeckner
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/soergel/#Skripten

Gegeben Mengen XY, so schreibt man

e X CY, wenn jedes Element von X auch ein Element von Y ist. X wird in diesem Fall als Teilmenge
von Y bezeichnet.

e X C Y, wenn jedes Element von X auch ein Element von Y ist, aber Y mindestens ein zusétzliches
Element enthélt, welches nicht in X enthalten ist. X wird in diesem Fall als echte Teilmenge von
Y bezeichnet.

e X =Y, wenn X und Y die selben Elemente haben. In diesem Fall sagt man, dass die Mengen X
und Y gleich sind.

Eine Menge heifit endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente hat. Die Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge X nennen wir ihre Kardinalitdt oder Mdchtigkeit, und notieren diese mit |X|.
Endliche Mengen kann man durch eine vollstindige Liste ihrer Elemente in geschweiften Klammern
(Mengenklammern) angeben — zum Beispiel in der Form

X ={z1,29,...,2,} mit n>1.

Die Elemente diirfen mehrfach genannt werden, und es kommt nicht auf die Reihenfolge an, in der
diese genannt werden. Wir haben also {1,1,2} = {2,1}, und beispielsweise 1 € {2,1} und 3 ¢ {2,1}.
Die leere Menge () = {} ist die Menge, die gar kein Element enthilt (ihre Existenz wird in der
axiomatischen Mengenlehre als Axiom vorausgesetzt). Sie ist Teilmenge jeder Menge (es gilt also
() C X fiir jede Menge X ). Wir vereinbaren, dass die leere Menge endlich ist, mit |(}] = 0. Mit dieser
Konvention ist jede Teilmenge einer endlichen Menge wieder endlich. Man kann auch unendliche
Mengen mit Hilfe von Mengenklammern angeben, wie z.B.

N={0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
Nso=1{1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die 0
z=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,

welche Sie ja bereits aus der Schule kennen. Die natiirlichen Zahlen N kénnen durch die sogenannten
Peano-Axiome charakterisiert werden (inklusive der Rechenoperationen). Teil dieser Charakterisie-
rung (bzw. unmittelbare Folge dieser) ist das Wohlordnungsprinzip, welches den (offensichtlichen)
Umstand zum Ausdruck bringt, dass jede nichtleere Teilmenge M C N ein kleinstes Element be-
sitzt (z.B. besitzt M = {4,8,9,10} das kleinste Element 4). Im Rahmen der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre (ZF) erhilt man die Menge der natiirlichen Zahlen (und dann im Prinzip auch Z)
vermoge der folgenden iterativen Konstruktion:

0:={}=0

1:={0} = {0}

2:={0,1} = {0,{0}}
3:={0,1,2} = {(Z)v {Q}’ {(Z)v {Q}}}

n+1:={0,1,2,...,n}.

Dass dieses induktive Vorgehen eine (unendliche) Menge definiert, sichert das sogenannte Unendlich-
keitsaxiom von ZF.

Das Symbol ,;:=“ bedeutet hier (und sinngeméf auch im Folgenden), dass die linke Seite jeweils
durch die rechte Seite definiert (festgelegt) wird.

Mengen kénnen auch durch Ausdriicke der Form

{z | E(z)} (1)



definiert werden, wobei E eine Eigenschaft bezeichnet, die ein Objekt (eines gewissen Grundbereiches)
entweder besitzt oder nicht besitzt. Beispielsweise sind die rationalen Zahlen gegeben durch

Q:{g‘pEZund q€N>0}, (2)

wobei hier allerdings rationale Zahlen mehrfach aufgefiihrt werden: Es beschreiben p/q und p'/q
die selbe rationale Zahl (den selben Anteil eines Ganzen) genau dann, wenn diese Briiche durch
kiirzen ineinander iibergehen, also pq’ = qp’ giltﬂ Wir werden die rationalen Zahlen in Abschnitt
(Beispiel E[) noch formeller definieren, sobald wir die nétigen mengentheoretischen Operationen
zur Verfligung haben. Die reellen Zahlen R werden in Abschnitt konstruiert; und die komplexen
Zahlen C werden in Kapitel definiert. Wir haben die Inklusionen

NsoCNcCcZcQcRcC.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass der allzu sorglose Umgang mit Mengendefinitionen
der Form zu Widerspriichen fiithren kann.

Beispiel 1. Wir betrachten die Menge R := {X | X ¢ X} (die Russelsche Unmenge) — also die
Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Es gibt die beiden Moglichkeiten
R € R und R ¢ R, welche aber einander selbst widersprechen:

e Ist R € R, so gilt R ¢ R nach der Definition von R.
e Ist R¢ R, so gilt R € R nach der Definition von R.

Um das néchste Kapitel mit Beispielen fiillen zu kénnen, benttigen wir noch die folgende Begriff-
lichkeit:

Definition 2. FEine ganze Zahl n € Z heif§it gerade genau dann, wenn sie durch 2 teilbar ist; wenn
also ein m € N existiert, sodass n = 2m gilt. Eine ganze Zahl n € 7Z heifit ungerade genau dann,
wenn sie nicht gerade ist.

Die Menge der ganzen Zahlen zerfillt daher in die zwei Teilmengen

{...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...} ={n € Z | n = 2m fiir ein m € Z} der geraden Zahlen,
{..,=5,-3,-1,0,1,3,5,...} ={n €Z|n=2m+1 fir ein m € Z} der ungeraden Zahlen.

2 Logik und Beweistechniken

2.1 Aussagenlogik

Eine Aussage ist eine sprachliches bzw. in mathematischen Symbolen formuliertes Satzgebilde, dem
in eindeutiger Weise einer der Wahrheitswerte ,, wahr“ oder ,,falsch“ zugeordnet werden kann.

Bemerkung 2. FEine Aussage ist also entweder wahr oder falsch. Eine dritte Mdglichkeit gibt es
nicht — Dies wird als das Prinzip des ausgeschlossenen Dritten bezeichnet.

Man sagt, dass eine Aussage gilt/nicht gilt, wenn sie wahr/falsch ist. Beispiele fiir Aussagen sind:

e 24+2=4.
o Jetzt regnet es.

e 1+ 1 ergibt 3.

2Es ist pq' = qp’ gleichbedeutend mit BB =Pk = 0.



Bemerkung 3.

e Der Wahrheitswert einer Aussage kann Situationsabhingig sein (z.B. von der Erfilltheit gewisser
Voraussetzungen abhdngen). So sind zum Beispiel Aussagen gewisser mathematischer Sdtze nur
unter Zusatzvoraussetzungen wahr (die im Vorfeld natiirlich explizit angegeben werden miissen).
Ein weiteres Beispiel ist die Aussage ,Dieser Planet ist blau.“, deren Wahrheitsgehalt natiirlich
davon abhdngt, auf welchem Planeten man sich gerade befindet.

o Fssentiell bei einer Aussage ist natiirlich deren Sinn. D.h., zwei Aussagen A und B sind ,gleich®,
wenn sie durch sinnerhaltende sprachliche (mathematisch symbolische) Umformungen ineinander
tberfithrt werden konnen. In diesem Falle schreiben wir A = B

Im Folgenden seien A und B Aussagen. Es konnen die folgenden neuen Aussagen gebildet werden:

a) Die Negation —A (nicht A) der Aussage A ist die Aussage ,,Es gilt nicht A.“ Die Aussage —A ist
genau dann wahr/falsch, wenn die Aussage A falsch/wahr ist. Die zugehorige Wahrheitstafel ist:

A | -A
w f
f w

Man erhélt durch sinnerhaltende Umformulierungen

—(-A) = ,Es gilt nicht, dass die Aussage A nicht gilt.“
= ,Die Aussage A gilt.“
= A,

was sich in der zugehorigen Wahrheitstafel widerspiegelt:

A | -A | (A
W f w
f w f

b) Die Konjunktion A A B (A und B) der Aussagen A und B ist die Aussage ,,A und B sind beide
wahr.“ Daher ist die Aussage A A B genau dann wahr, wenn die Aussagen A und B beide wahr
sind. Die zugehorige Wahrheitstafel ist:

A|B|AAB
w| W w
w | f f
f|w f
f]f f

c¢) Die Disjunktion AV B (A oder B) der Aussagen A und B ist die Aussage ,Mindestens eine der
beiden Aussagen A oder B ist wahr.“ Die zugehorige Wahrheitstafel ist:

A|B|AVB
w | w w
w | f w
f|w W
f]f f

Terminologie 1.

e Fine Aussage, die immer den Wert wahr annimmt, bezeichnet man als Tautologie. Z.B. ist AV —A
fiir jede Aussage A eine Tautologie (,,Es regnet oder es regnet nicht.).

3Das Symbol = wird im Rahmen von Aussagen nur in diesem Kapitel verwendet werden.



e Fine Aussage, die immer den Wert falsch annimmt, bezeichnet man als Widerspruch. Z.B. ist
AN A fir jede Aussage A ein Widerspruch (,,Es regnet und es regnet nicht.“).

Anwendung sinnerhaltender sprachlicher Umformulierungen liefert die De Morganschen Regeln

-(AAB)=-AV-B -(AV B)=-AA-B. (3)

sowie

In der Tat erhalten wir

—(A A B) = ,Es gilt nicht, dass die Aussagen A und B beide wahr sind.“

»2Mindestens eine der Aussagen A oder B ist falsch.“

,Mindestens eine der Aussagen —A oder =B ist wahr.“
=-AV-B

sowie

—(AV B) = ,Es gilt nicht, dass mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist.“
,Beide Aussagen A und B sind falsch.

,Beide Aussagen —=A und —B sind wahr.“

=-AN-B.

Dieser Sachverhalt spiegelt sich auch in folgender Wahrheitstafel wieder, die man leicht nachpriift:

A|B|AANB | AvB | -A | -B | ~(AAB) | “AV-B || ~(AVB) | ~AAN-B
w | W w w f f f f f f
w | f f w f w w w f f (4)
f|w f w w f w w f f
f]f f f w w w w w w
Die Implikation A = B ist die Aussage, die definiert ist durch
B
A:B::ﬁAvBﬁ(AAﬁB) (5)
mit
AN -B = A ist wahr und B ist falsch.“ (6)
also A = B = ,Es gilt nicht: A ist wahr und B ist falsch.“ (7)
Die zugehorige Wahrheitstafel ist
A|B|A=D
w| W w (1)
w | f f (2) (8)
flw w (3)
f|f W (4)

Terminologie 2.

o Im mathematischen Sprachgebrauch sagt man, dass eine Implikation A = B gilt, wenn aus der
Wahrheit der Aussage A die Wahrheit der Aussage B folgt.



— Angenommen, die Implikation A = B gilt. Dann ist die Aussage (Implikation) A = B immer
wahr — ndmlich wegen den Zeilen (3) und (4) in auch dann, wenn die Aussage A falsch ist.

— Angenommen, sowohl A als auch die Aussage (Implikation) A = B ist wahr. Laut Wahrheits-
tafel muss dann auch die Aussage B wahr sein (Zeile 1).

Es sei explizit darauf hingewiesen, dass die Aussage (Implikation) A = B natiirlich auch wahr sein
kann, wenn die Wahrheit der Aussage A nicht die Wahrheit der Aussage B erzwingt. A und B
konnten zufdillig immer gleichzeitig wahr sein, z.B. wenn irgendeine Aussage gilt, die sowohl A als
auch B impliziert. Weiterhin kinnten A und B beides Tautologien sein, oder A ein Widerspruch.
Es ist daher wichtig, zwischen dem Terminus ,Fine Implikation gilt.“ und dem Terminus ,FEine
Implikation ist wahr. “ strikt zu unterscheiden.

e FEine Implikation A = B zu zeigen, bedeutet (im mathematischen Sprachgebrauch) nachzuweisen,
dass aus der Wahrheit der Aussage A die Wahrheit der Aussage B folgt.

In der mathematischen Prazis wird A oft auch als Voraussetzung formuliert sein, die dann einfach
als wahre Aussage interpretiert wird.

e Abweichend von der zweiten Zeile in @, spricht man ,,A = B“ in der mathematischen Umgangs-
sprache oft auch wie folgt aus:

LA impliziert B.“,
LAus A folgt B.“
oder ,Wenn A gilt, dann g¢ilt auch B.“

Zeile (2) wird auch intepretiert als ,Aus Wahrem folgt nichts Falsches.“; und die Zeilen (3) und
(4) als ,Aus Falschem folgt alles Mdgliche. “.

Ubung 1. Seien X,Y,Z Mengen. Zeigen Sie die folgenden Implikationen:

XCY NYCZ = XCZz
XCcY nyYycCc~z = XcZz
XCY nYcZz = X cZ.

Die Aquivalenz A < B ist die Aussage, die definiert ist durch
A& B:=(A= B)AN(B=A).

Die zugehorige Wahrheitstafel ist

A|B| A< B

w|w w

w | f f 9)
f|lw f

f|f w

Die Aussage A < B ist also genau dann wahr, wenn A und B beide wahr oder beide falsch sind.

Terminologie 3.

o Im mathematischen Sprachgebrauch sagt man, dass eine Aquivalenz A < B gilt, wenn die Impli-
kationen A = B und B = A gelten.
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— Angenommen, die Aquivalenz A < B gilt. Dann gilt auch, dass A genau dann falsch ist, wenn
B falsch ist. Daher ist in diesem Falle die Aussage (Aquivalenz) A < B wegen obiger Wahr-
heitstafel immer wahr.

— Angenommen, die Aussage (Aquivalenz) A < B ist wahr. Laut Wahrheitstafel ist dann A/B
genau dann wahr, wenn B /A wahr ist.

e Eine Aquivalenz A < B zu zeigen, bedeutet (im mathematischen Sprachgebrauch) die Implikatio-
nen A = B und B = A zu zeigen.

Natiirlich gilt A < B, wenn A und B die gleichen Aussagen sind. In Formeln gilt
A=B = (esgilt) A= B. (10)
Aus und dem allgemeinen Umstand folgt beispielsweise, dass gilt:
-(AANB) & —-AV-B sowie -(AVvB) & —AA-B,

was allerdings auch unmittelbar aus der Wahrheitstafel ersichtlich ist.

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir Aquivalenzen von Aussagen ist die Kontraposition =B = —A
einer vorgegebenen Implikation A = B. Wir rechnenlﬂ

A=B® _AvB=Bv-a=--B)v-4® B 4 (11)
und erhalten wieder wegen (|10))
A=DB <& -B= -4, (12)

was man anhand von Wahrheitstafeln ebenfalls leicht nachrechnet:

A|B|-A|-B|A=B|-B=-4

w|w| f f w w (1)

w|f| f W f f (2) (13)
flw| w f w w (3)

f|f| w w w w (4)

Notation 1.

e Benutzten wir im Folgenden anstatt des kurzen Implikationspfeiles ,= “ den langen Implikations-
pfeil , =, so geschieht dies nur aus dsthetischen Griinden, und macht keine bedeutungstechmi-
schen Unterschied. Genauso verhdlt es sich mit den den Aquivalenzpfeilen ,&“ und <= “.

Man schreibt gegebenenfalls auch ,B <= A“ anstatt ,A = B, wenn dies die Lesbarkeit verbessert.

e Der Implikationspfeil ,= “ wird oft in mathematischen Beweisen (meisten in abgesetzten Formeln)
in der Form ,hieraus folgt* benutzt. Schreibt man z.B. A = B, wobei aus dem Kontext heraus
klar ist, dass die Aussage A wahr ist, so meint man einfach, dass die Wahrheit der Aussage B
in offensichtlicher Weise aus bereits Bewiesenem (oder im Vorfeld Angenommenem) sowie dem
Gelten der Aussage A folgt.

e Der Aquivalenzpfeil < wird oft auch als definierendes Symbol benutzt. Ist zum Beispiel X eine
Menge, so kann die Aussage x ¢ X (also die Bedeutung des Symbols ¢ ), auch in der Form

def,
<

rg X <— -(reX) oder unmissverstindlicher r¢ X -(x e X)

durch die Aussage —(x € X) (deren Bedeutung man bereits kennt) definiert werden.

*Man mache sich an einem Beispiel klar, das die Umkehrung (A < B) = (A = B) iiblicherweise nicht gilt.
SMan macht sich diese Rechnung auch leicht anhand sinnerhaltender sprachlicher Umformulierung klar.
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Ubung 2. Die Kontravalenz AV B der Aussagen A und B, ist die Aussage ,,Genau eine der beiden
Aussagen A und B ist wahr.“ Weisen Sie die (das Gelten der) Aquivalenz

AV B = (AN-B)V (-ANAB)
anhand einer Wahrheitstafel nach.

Ubung 3. Seien A, B,C Aussagen. Zeigen Sie anhand einer Wahrheitstafel:

AV(BVCO) =  (AVB)VC
AAN(BAC) =  (AAB)AC ”
AV(BAC) =  (AVB)A(AVCO)
ANBVC) =  (AAB)V(AAQ).

2.2 Beweistechniken fiir Implikationen

Wir besprechen nun einige Beweistechniken fiir Implikationen, die in der Praxis natiirlich auch kom-
biniert auftreten. Seien hierfiir A und B Aussagen.

2.2.1 Beweis durch Kontraposition

Um die Implikation A = B zu zeigen reicht es aus, die Kontraposition (Implikation) =B = —A zu
zeigen: Gilt ndmlich die Implikation =B = — A, so ist die Aussage =B = —A immer wahr. Wegen
(11) (oder (12)) ist daher auch die Aussage A = B immer wahr, womit die Implikation A = B gilt.

Bemerkung 4. Das Prinzip des Beweises durch Kontraposition ldsst sich auch anders begriinden:

e Angenommen A ist wahr und es gilt =B = —A. Dann sind die Aussagen A und =B = —A beide
wahr — also muss laut Wahrheitstafel auch B wahr sein (man kann sich nur noch in Zeile
(1) befinden). Daher gilt A = B.

e Angenommen es wurde gezeigt, dass aus der Falschheit von B (=B ist wahr) die Falschheit von
A (—A ist wahr) folgt. Weif$ man dann, dass A wahr ist, so kann B nicht falsch sein (da ja die
Falschheit von B die Falschheit von A erzwingen wiirde).

Manche mathematischen Sachverhalte lassen sich ,,anscheinend nur® durch (bzw. nur durch erhebli-
chen Mehraufwand ohne) Kontraposition beweisen.

Beispiel 2. Sei n € Z fiziert. Wir betrachten die Aussagen A = ,n? ist ungerade.“ und B =
LN ist ungerade. “. Wir beweisen durch Kontraposition, dass die Implikation A = B gilt:

Beweis. Sei —B wahr, also n gerade. Dann ist n = 2m fiir ein m € Z, und wir erhalten
n? = (2m)? = 4m? = 2(2m?).

Dies zeigt, dass n? gerade ist, dass also ~A gilt. O

2.2.2 Beweis durch Widerspruch

Um eine Implikation A = B durch Widerspruch zu beweisen, nimmt man an, dass diese nicht
gilt (dass also A wahr und B falsch ist), und leitet dann einen Widerspruch zu bereits bekannten
Tatsachen her. In Formeln zeigt man also, dass

AN-B = C(C (15)

gilt, fiir eine falsche Aussage C. Dies zeigt dann die Implikation A = B.
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Beweis der Behauptung: Da C falsch ist, kann A A =B wegen sowie der Wahrheitstabelle
(fiir die Implikation) nicht wahr sein, muss also falsch sein. Da A per Voraussetzung wahr ist, muss
dann —B falsch sein, also B wahr sein. Daher gilt A = B. O

Beispiel 3. Sein € Z gegeben. Wir betrachten die Aussage A = ,n ist gerade.“ sowie die Aussage
B = n+1 ist ungerade.“. Wir beweisen durch Widerspruch, dass die Implikation A = B gilt:

Beweis. Seien A und —~B wahr; also n = 2m fiir ein m € Z, sowie n + 1 = 2k fiir ein £ € Z. Wir
erhalten

2k=n+1=2m+1 = 1=2(k—m),
was wegen m, k € Z unmoglich ist. O

Bemerkung 5. Sowohl das Prinzip des Beweises durch Kontraposition, als auch das Prinzip des
Beweises durch Widerspruch, wird als indirekte Beweistechnik bezeichnet.

Ubung 4. Seien X,Y Mengen. Zeigen Sie die Aquivalenz
X=Y = XCY ANYCX.
Hinweis: Die eine Implikation ist trivial. Beweisen Sie die andere Implikation durch Widerspruch.
Ubung 5. Zeigen Sie, dass die Menge aller Mengen
M ={X | X ist Menge}

nicht existieren kann. Nehmen Sie hierfiir an, dass M existiert, und leiten Sie hieraus einen Wider-
spruch her, indem Sie die Teilmenge N := {x € M |z ¢ x} betrachten.

2.2.3 Direkter Beweis

a) Ein direkter Beweis einer Implikation A = B erfolgt im Allgemeinen durch mehrere Beweisschrit-
te. Konkreter zeigt man alle Implikationen in einer Implikationskette

A=Ci=0y=> .. =C,.1=>C, =B

mit Zwischenaussagen C1,...,C, (n > 1). Dies zeigt dann die Implikation A = B.

b) Ebenso kann man eine Aquivalenz A < B zeigen, indem man alle Aquivalenzen in einer Aquivalenzkette
AsCies s ... Ch1C, e B

mit Zwischenaussagen C1,...,C, (1 > 2) zeigt. Dies zeigt dann die Aquivalenz A < B.

¢) Will man die paarweise Aquivalenz gewisser Aussagen Ay,..., A, (n > 3) zeigen, so kann man
dies in Form eines Ringschlusses tun. Dies bedeutet, das man alle Implikationen in der Implika-
tionskette

A= A= ... = A, 1= A, = A

zeigt. Wegen @ folgt dann Ay < Ay fiir alle 1 < k,¢ < n. Natiirlich kann man in obiger Kette
auch wieder Implikationen beziiglich gewisser Zwischenaussagen einfiigen.
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Beispiel 4 (Zu Punkt @ Sein € Z gegeben, sowie

A = ,n ist ungerade.“

C1 = ,n+1 ist gerade. “

Co= ,Esgqgilt n+1=2m fireinm€Z.“
B= _Esgiltn=2m+1 fir einmeZ.“

Dann gilt A = Cy wegen Beispiel[3, C1 = Cs per Definition, und Cy = B vermdge Umformung.

Ubung 6. Seien X und Y Mengen. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) XNY =X,
i) XCY,
i) XUY =Y.

Hinweis: Weisen Sie die Aquivalenz durch einen Ringschluss nach, beweisen Sie also die Implikatio-

nen i) = = und = . Gegebenenfalls ist Ubung || nutzbringend einsetzbar.

2.2.4 Beweis durch Fallunterscheidung

Um eine Implikation A = B durch Fallunterscheidung zu zeigen, wéhlt man Aussagen C1, Cs, sodass
die folgenden Implikationen gelten:

A = C1V (s, C1 = B, Cy = B. (16)
Nun gilt aber auch die folgende Implikation (siehe Ubung :
(CLvCy) A ((C1 = B)AN(Ca= B))) = B. (17)
Wegen ist die linke Seite von wahr, sodass B auch wahr sein muss.

Ubung 7. Zeigen Sie die Implikation anhand einer Wahrheitstafel.

Ubung 8. Seien n,k € N gegeben mit n+3 = k2. Zeigen Sie durch Fallunterscheidung, dass n nicht
durch 4 Teilbar ist (dass also n # 4m fir alle m € N gilt). Unterscheiden Sie hierfir die beiden
Fille, dass k gerade bzw. ungerade ist.

2.3 Quantoren

Eine Aussageform A iiber einer Menge X ist eine Menge A = {A(z) |z € X} von Aussagen, d.h., fiir
jedes z € X ist A(x) eine Aussage. Mit Hilfe der folgenden Quantoren konnen hieraus neue Aussagen
gebildet werden:

a) Das Symbol V¢ (,fiir alle®) wird als Allquantor bezeichnet. Dann ist
Vae X: Ax) (18)
die symbolische Darstellung der Aussage
LFir alle z € X gilt A(z).“ = ,Die Aussage A(x) ist fiir alle x € X wahr.“

Die Aussageform A heifit allgemeingiiltig, falls eine wahre Aussage ist (falls also A(x) fiir
jedes € X wahr ist). Um eine Allaussage zu widerlegen, reicht es aus, ein Gegenbeispiel
anzugeben — also ein z € X zu finden, sodass A(z) falsch ist.
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b) Das Symbol ,,3* (és existiert”) wird als Existenzquantor bezeichnet. Dann ist
dz e X: A(z) (19)
die symbolische Darstellung der Aussage
»Es existiert ein z € X, sodass die Aussage A(z) wahr ist.“

Die Aussageform A heifit erfiillbar, falls eine wahre Aussage ist (falls also A(x) fiir ein z € X
wahr ist).

c) Das Symbol ,, A (,es existiert nicht“) ist die Negation des Existenzquantors. Dann ist
AreX: A(x) (20)
die symbolische Darstellung der Aussage
»Es existiert kein z € X, sodass die Aussage A(x) wahr ist.“

Die Aussageform A heifit unerfiillbar, falls eine wahre Aussage ist (falls also A(z) fiir kein
x € X wahr ist).

d) Das Symbol ,,3!“ (,es existiert genau ein“) wird als Eindeutigkeitsquantor bezeichnet. Dann ist
dlr e X: A(x)
die symbolische Darstellung der Aussage

,Es existiert genau ein z € X, sodass die Aussage A(x) wahr ist.“

Es gelten die folgenden Rechenregelnﬁ
(Ve X: A(z)) = 3z e X: -A(x)

A(
~(JzeX: A(z)) = Ve X: -A(z)
= Az e X: A(x).

2.4 Das Induktionsprinzip

Die letzte Beweistechnik, die wir besprechen wollen, ist der Beweis per Induktion. Wir setzen N, :=
N U {oo} fiir das Unendlichkeitssymbol oo, und vereinbaren n < oo und n < oo fiir alle n € N.

Satz 1. Seien N 3 k < p € Ny, vorgegeben. Eine Aussageform A diber N :={n € N|k <n < p} ist
allgemeingiiltig (es ist also A(n) wahr fir jedes n € N ), falls die folgenden zwei Bedingungen erfiillt
sind:

a) A(k) ist wahr. (Induktionsanfang)
b) Fir allen € N gilt (Induktionsschritt)

A(n) = A(n+1).

Induktionsvoraussetzung Induktionsbehauptung

Oder alternativ:

a’) A(k) ist wahr. (Induktionsanfang)

5Das Symbol ,=“ kann hier natiirlich auch wieder durch das Symbol ,,<“ ersetzt werden.
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b’) Fir allen € N gilt (Induktionsschritt)

VE<qg<n: A(q) — A(n+1).
——
Induktionsvoraussetzung Induktionsbehauptung

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Widerspruch (indirekter Beweis).

Version 1: Angenommen a) und b) sind erfiillt, aber A(q) ist falsch fiir ein ¢ € N. Dann gilt
0 £ M:={¢e N|A() ist falsch} C N.

Nach dem Wohlordnungsprinzip besitzt M ein kleinstes Element m. Wegen a) gilt dann m > k + 1,
also m — 1 > k. Wegen b) ist dann auch A(m — 1) falsch, was der Minimalitdt (der Wahl) von m
widerspricht.

Version 2: Angenommen a’) und b’) sind erfiillt, aber A(q) ist falsch fiir ein ¢ € N. Dann gilt
0 # M:={fe N|A() ist falsch} C N.

Nach dem Wohlordnungsprinzip besitzt M ein kleinstes Element m. Wegen a’) gilt dann m > k+ 1,
also m —1 > k. Wegen b’) ist dann auch A(p) falsch fiir ein k£ < p < m — 1, was der Minimalitét (der
Wahl) von m widerspricht. O

Bemerkung 6. Es ist unerldisslich, sowohl den Induktionsanfang, als auch den Induktionsschritt
zu zeigen. Fiir sich genommen sagt keine dieser Aussagen etwas tiber die Allgemeingiiltigkeit von A
aus. Das Induktionsprinzip wird im Folgenden zumeist fir denn Fall k = 0,1 und p = oo angewandt
werden.

Beispiel 5. Wir zeigen per Induktion, dass n? +n fiir jedes n € Nsg gerade (durch 2 teilbar) ist.
(IA) Induktionsanfang: 12 +1 = 2 ist gerade.
(IV) Induktionvoraussetzung: Es sei n? +n gerade fiir ein n € Nxg.
(1S) Induktionsschritt: Es gilt
n+1)*+m+1D)=n’4+2n+14+n+1=0n>+n)+2(n+1),
was offensichtlich durch 2 teilbar ist, da n? 4+ n per Induktionsvoraussetzung durch 2 teilbar ist.

Bemerkung 7. In einem Induktionsbeweis ist stets darauf zu achten, den Induktionsanfang (ab-
gekiirzt TA), die Induktionsvoraussetzung (abgekiirzt 1V), sowie den Induktionsschritt (abgekiirzt IS)
klar kenntlich zu machen. Die formell sicherste Variante wurde in Beispiel [5 dargestellt. Besondere
Vorsicht ist auch bei der Induktionsvoraussetzung geboten. Zum Beispiel wdre es grob fahrldssig bzw.
falsch, unter der Induktionsvoraussetzung in Beispiel @ zu schreiben: ,Es sei n®> +n fir n € Ny
gerade.“. In der Tat ldsst sich dieser Satz sehr leicht als ,Es sei n® +n gerade fiir alle n € Nsg. ¢
interpretieren, was ja aber gerade das ist, was erst noch gezeigt werden muss.

Ubung 9. Zeigen Sie per Induktion, dass n® + 2n fiir alle n € Nsg durch 3 teilbar ist.

Wir definieren die Fakultéit einer Natiirlichen Zahl durch 0! := 1, sowie
n-Fakultdt: nl:=1-2-3-...-n Vn € Nyy.
Formeller lasst die Fakultat auch induktiv definieren durch

0l:=1 und (n+1)!:=nl(n+1) Vn € Nso.
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In der Tat impliziert dann Satz [l dass der Ausdruck ,,n!“ fiir alle n € N definiert ist:
(TA): 0! = 1 ist definiert.

(IV): Es sei n! definiert fiir ein n € Ng.

(IS): Esist (n + 1)! = n!- (n + 1) definiert wegen (IV).

Wir werden die Methode der induktiven Definition von Ausdriicken in dieser Vorlesung noch o6fter
anwenden. Allgemein ldsst diese sich wie folgt beschreiben:

Prinzip 1. Sei k € N, sowie T, fiir jedes n > k eine Menge von mathematischen Termen (Aus-
driicken). Es seien weiterhin alle Terme T € Ty, definiert (IA), und eine der beiden Implikationen

Alle Terme in T, sind definiert. g Alle Terme in Tyy1 sind definiert.
(1v)

Alle Terme in nggn Ty sind definiert. g Alle Terme in Ty41 sind definiert.

(1v)

gelte fir alle n > k. Dann sind alle Terme in Unzk T, definiert.
Notation 2. Gegeben n € Nsg und x1,...,x, € Q, so definieren wir induktiv (Prinzip
14tz = (4. o+ Tp1) oy und Ty Tpi= (1 .o Tpo1) - Tp.

Sei nunn € N, und J = {ji1,...,Jn} eine n-elementige Menge, also J = 0 fiir n = 0. Es sei fiir jedes
Jj€J einx;€Q gegeben. Wir definieren

> jes i =0 sowie [licszj =1 fir J =0,
djes T =Ty + ..+ 1, sowie [Liejzj =24 ...z, fir  J # 0.
Sind m,n € Z mit m < n, sowie Ty, ...,xn € Q, so setzt man
n Pp— . n D .
Zk:m LTk = Zje{m,...,n} L und Hk:m Tk = Hje{m,...,n} Ly

Vermdge Induktionsbeweis kann man dann (offensichtliche) Identititen, wie z.B.

D b Tk = D Tk D, Tk fir  m<p<n

formell strikt zeigen. Wir werden in Abschnitt (siehe Notation@ obige Notationen spditer noch
allgemeiner fassen, und entsprechende Identitdten nachweisen.

Beispiel 6 (Kleiner Gau}). Wir zeigen per Induktion, dass

Sk = el VneN. (21)

(IA): Firn =0 ist offensichtlich wahr, da dann auf beiden Seiten O steht.
(IV): Sei erfallt fir ein n € N.
(1S): Es gilt

Sk = (n+ 1)+ gk (2 A ) — (nd)
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3 Mengen, Relationen, und Abbildungen

Gegenstand dieses Kapitels sind Operationen mit Mengen, Relationen, und Abbildungen zwischen
Mengen.

Terminologie 4. Sei J eine Menge. Fiir jedes j € J, sei O; ein mathematisches Objekt (z.B. eine
Zahl oder eine Menge etc.). Wir sprechen dann von der Familie von Objekten (Oj)je..
3.1 Operationen mit Mengen
Im Folgenden seien J # () sowie X,Y, Z Mengen; und es sei (Z;),c eine Familie von Mengen.
Definition 3. Die Vereinigung der Mengen (Z;);cy ist die Menge

Ujes Zj =4{2|3j€eJ: z€ Z;}.
Sie besteht aus genau den Elementen, die in mindestens einer der Mengen Z; (j € J) enthalten ist.

Notation 3. Sind die Z; paarweise disjunkt — gilt also Z; N Z; = O fir J 31 # j € J — so schreibt
man auch \J;c ; Zj anstelle ;¢ ; Z;.

Es handelt sich bei Definition 3| um eine Definition des Typs . Wir hatten bereits in Kapitel
darauf hingewiesen, dass derartige Definition zu Widerspriichen fithren kénnen — obige Konstruktion
wird aber durch das sogenannte Vereinigungsaxiom der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre (ZF) legiti-
miert. Eine Konstruktion von Mengen, die immer funktioniert, ist der Ubergang zu Teilmengen einer
bereits vorhandenen Menge X vermdge Aussonderung durch eine Aussageformen A, also

{re X|A(x)} — Die Menge aller x € X, fiir die die Aussage A(z) gilt.
Beispiel hierfiir sind die folgenden Konstruktionen:

Definition 4.
1) Der Schnitt der Mengen (Z;);cy ist definiert durch

Nics Zi ={2€Ujes Zj|Vje J: z € Z;},

besteht also aus allen Elementen, die in jeder der Mengen Z; mit j € J enthalten ist.

2) Die Differenz der Mengen X und Y ist definiert durch (X ohneY')
X\Y ={zeX|z¢Y},

besteht also aus genau den Elementen von X, die nicht in Y enthalten sind. Zum Beispiel ist
{1,2}\ {0,1,3} = {2}. Ist Y C X eine Teilmenge, so wird X \'Y auch als das Komplement von
Y in X bezeichnet.

Ist J = {j1,...,Jn} (n > 2) endlich, so schreibt man auch

Zju...uZzj, anstelle Ujes Zj

Z,U...JUZ,, anstelle UjeJ Z;

ZpN...NZj, anstelle Njes Zj-
Beispielsweise ist {1,2} U{0,1,3} = {0,1,2,3}, sowie {1,2} Nn{0,1,3} = {1}.

Bemerkung 8. Seien X,Y,Z Mengen, (Z;)jes eine Familie von Mengen, und M C X eine Teil-
menge von X. Dann gelten die folgenden Identititen (Ubung @)
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XNn¥YnNnZ)y=(XnY)nZz
XUu(Yuz)=(Xuy)uz
M\ (X\Y)=MnY

(X\Y)\Zz=X\(YU2Z)
XNUjesZj=Ujes XN Z;
XUﬂjeJZj:ﬂjeJXUZj
X\UjEJZj:ﬂjEJX\Zj
X\ﬂjeJZj:UjeJX\Zj

Man erhdlt diese Aussagen zum Beispiel unter Zuhilfenahme der logischen Operationen —, A\, V durch
sukzessive Aquivalenzumformungen aus den Regeln und :

ze M\ (X\Y) zeM AN z¢ (X\Y)
zeM AN =(ze X\Y)

zeM AN =(zeX Nz¢Y)

zeM N (z¢ X V z€Y)
(zeMANz¢X)V (zeMV z€Y)
zeEM N zeY

zeMNY.

rreeree

Ubung 10. Zeigen Sie die Identititen in Bemerkung @
Definition 5. Die Potenzmenge von X ist die Menge aller Teilmengen von X, also die Menge
PX):={Y|Y C X}

deren Elemente genau die Teilmengen Y von X sind. Die Ezistenz der Potenzmenge P(X) zu einer
gegebenen Menge X ist Teil der Aziomatik von ZF.

Zum Beispiel ist (Erinnerung: () ist Teilmenge jeder Menge)

PO) =10y und  P({0,2}) = {0, {0},{2},{0,2}}.

Ubung 11. Bestimmen Sie die Mengen P(X) und P(P(X)) fiir die Menge X = {a}. Bestimmen Sie
weiterhin |P(X)| und |P(P(X))|; und prifen Sie hieran die Formel |P(Y)| = 2I¥| fiir eine endliche
Menge Y nach, die wir spdter noch behandeln werden.

Definition 6. Das kartesische Produkt der Mengen X und Y ist definiert durch
XxY ={(z,y) |z e X NyeY}.

Ein Ausdruck der Form (z,y), mit x € X und y € Y, wird als geordnetes Paar bezeichnet. Man
definiert die Gleichheit zweier geordneter Paare durch

def,
(z,y) = (', y) & =1 AN y=1v (22)

firz, 2’ € X und y,y' €Y.

Bemerkung 9.

1) Fir X #2Y ist X xY #Y x X. Bei der Angabe von geordneten Paaren (x,vy), ist also stets auf
die Reihenfolge zu achten (z,y) = (y,z) = z=y = XNY £0).

19



2) Sei X = (), und Y eine Menge. Dann gilt X x Y = (); denn da X = () kein Element enthilt,
existiert auch kein geordnetes Paar (z,y) mitx € X (undy €Y ).

3) Seien X ={x1,...,xm} mitm>1, undY = {yi,...,yn} mit n > 1 nichtleere endliche Mengen.
Dann sind (x;,y;) firi=1,...,m und j =1,...,n wegen paarweise unterschiedlich. Also
hat X XY genau m - n Elemente; sodass also | X x Y| =|X|-|Y] gilt.

Beispiel 7.

{0,1} x {a,b} = {(0,a),(0,b),(1,a),(1,b)} hat 4=2-2=1{0,1}| - |{a,b}| Elemente.
{a,b} x {0,1} = {(a,0), (a,1),(,0),(b,1)} hat 4=2-2=|{a,b}|-[{0,1}| Elemente.
72 =7 xZ={(m,n) | m,n € Z} (oder R2 =R x R = {(x,y) | 2,y € R} die Tafelebene).

* Die disjunkte Vereinigung einer Familie von nichtleeren Mengen (Z;);cy ist definiert durch

Ujes Zi = 16:2) € TxUses Zi12€ 2} (=Ujes Ui} % 25 )

Der Sinn hinter dieser Definition ist natiirlich der, dass die Mengen Z; nicht paarweise disjunkt
sein miissen — dass also durchaus Z; N Z; # O gelten kann. Manchmal will man aber eine Menge
haben, in welcher die Mengen Z; sozusagen separiert voneinander als Teilmengen enthalten sind.
Dies wird in obiger Konstruktion erreicht, indem man jedes Element einer der Mengen Z; mit
dem Index ,j“ versieht: In der Tat sind ja die Mengen {j} x Z; (j € J) wegen (22) paarweise
disjunkt.

Zum Beispiel: Eine Bank wird neu erdffnet, und n Personen (n > 2) zahlen einen Betrag ein —
Person j zahlt den Betrag bj € Q ein. Die Bank ist unerfahren, und erstellt die Liste B aller
eingezahlten Betrige in der Form B := {b1}U---U{b,}. Dies fiihrt natiirlich zu informationstech-
nischen Problemen falls mehrere Personen den gleichen Betrag einzahlen (diese Betrige werden
ndmlich in der Liste B zu einem Element zusammengefasst). Die richtige Art und Weise die Liste
B zu bilden, wire natirlich in der Form B := {bi} U---U{b,} — denn dann wird zusditzlich zum
eingezahlten Betrag auch der Name des Einzahlenden (in Form des Index j) festgehalten, sodass
zwei eingezahlte Betrdge immer unterschiedliche Elemente von B sind.

Bemerkung 10. Die Konstruktion in Definition @ ist erlaubt (X x Y ist tatsdchlich eine Menge),
denn X XY lisst sich auch als Teilmenge von P(P(X UY)) auffassen; und zwar

XxY :={zeP@PXUY))|Tze X, yeY:z={{z},{z,y}}}.

Firz € X und y € Y kann man nun das Symbol ,(x,y)“ einfach durch (x,y) = {{z},{z,y}}
definieren. Per Konstruktion gilt dann (vgl. (22))

(.y)=(@"y) = a=d AN y=y,
denn fir z,2' € X und y,y' €Y weist man die folgende Aquivalenz leicht nach (siehe Ubung :
{z} A=yt = {1 {0} = 2= A y=y. (23)

Ubung 12. Zeigen Sie die Aquivalenz (23).

Hinweis: Benutzen Sie, dass zwei Mengen gleich sind, wenn diese aus den selben Elementen bestehen.
Die eine Richtung ist dann klar. Fir die andere Richtung sind verschiedene Fille zu beachten. Es
kénnte z.B. {{z},{x,y}} durchaus einelementig sein, nimlich wenn x =y gilt (falls X NY #£0).
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Losung: Gilt die rechte Seite von (23)), so bestehen die Mengen {{z},{z,y}} und {{z'},{2’,v'}}
aus den selben Elementen, sind also gleich.

Es gelte nun die Gleichheit auf der linken Seite von . Wir machen eine Fallunterscheidung;:
Fall 1: Es gelte [{{z}, {z,y}}| = 1, also zwangsldufig auch |{{z'},{z/,y'}}| = 1.
e Dann ist {z} = {z,y}, also {z,y} einelementig, also = = y, also {{z},{z,y}} = {{z}}.
e Dann ist {2/} = {2/, '}, also {2/, 4’} einelementig, also '’ = ¢/, also {{a'}, {2/, v'}} = {{2}}.
Es gilt dann die Implikation (vgl. linke Seite von )

{a}}={{="}} = {a}={} = a2=2
also auchy =z =2/ =v/.

Fall 2: Es gelte |[{{z}, {z,y}}| = 2, also zwangsldufig auch |{{z'}, {2, 4’} }| = 2. Dann gilt z # y und
x' # 4. Dies erzwingt {z} = {2/} (der andere Fall {z} = {2/,y'} kann wegen 2’ # ¢ nicht gelten).
Es folgt @ = 2/, also {z,y} = {z,v'}, also y = ¢/, was die rechte Seiten von (23] zeigt. O

Wir benétigen Definition [6] in noch allgemeinerer Form:

Definition 7. Das n-fache Produkt von Mengen X1,...,X, (n > 2), ist definiert durch

X1 x oo x Xy ={(x1,...,2n) |mi € X; firi=1,...,n}. (24)
Ein Ausdruck der Form (x1,...,x,) mit x; € X; firi=1,...,n wird als n-Tupel (geordnete Liste)
bezeichnet. Man definiert die Gleichheit zweier n-Tupel durch
(1, 2n) = (2], ..., 7)) &L zj=af Yj=1,...,n.
e Fir X eine Menge setzt man X° := 0, sowie
X' =Xx...xX Vn € Nyg. (25)
—_—

n—mal

o Auch bei einem n-Tupel kommt es wieder auf die Reihenfolge an, in der die Elemente angegeben
werden.

o Sind X1,...,X, # 0 endliche Mengen, so gilt offensichtlich (vgl. Bemerkung@
| X1 X .o x Xy = [Xq] oo [ Xl (26)

o Wir bemerken nur am Rande, dass sich das n-fache Produkt auch durch wiederholtes bilden des
kartesischen Produktes (Deﬁm’tion@ erhalten ldsst; ndamlich in der Form

X1 X (Xogx (- X (Xpoo X (Xpo1 X X)) -.0)).
(Man bildet also das Produkt X,,_1 X Xy,, dann das Produkt X, _ox (X,—1 X X},), ... und so weiter.)

Definition [7] ldsst sich nochmals verallgemeinern:
Definition 8. Sei J # (. Das Produkt einer Familie von Mengen (X;);cy, ist defintert durch
[[cs X = A(z))jes | zj € X; fir alle j € J}, (27)
besteht also aus allen Familien (x;);cy mit x; € X; fir alle j € J, d.h.,
(xj)jEJeHjeJXj — rjeX; Vjield
Fir (zj)jes € [1je; Xj und (2})jes € [1jes Xj, setzt man

def, .
(z)jes = (2})jes &= rj=af VYje
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Bemerkung 11.

e Wir erhalten die Konstruktion aus Definition [T, indem wir in Definition [§ die Indexmenge J =
{1,...,n} betrachten, und dann eine Familie (v;)jes € [[;c; X; als n-Tupel (21, ..., zn) auffassen.

o Ahnlich wie in Definition @ ist eigentlich wieder unklar, ob es sich bei um eine richtige
Mengendefinition handelt (es handelt sich hier um eine Abart der Definition vom Typus ) Wair
wollen an dieser Stelle lediglich anmerken, dass sich sich HjeJ X auch als die Teilmenge

{z € PUjes X5) | 2 =U;e {0, z5)} mit xj € X fiir alle j € J}

von P(| ;e X;) auffassen lisst.

Notation 4. Sei X eine Menge. In der Situation von Definition 8, betrachten wir den Spezialfall,
dass Xj = X fiir alle j € J gilt. Wir definieren

X7 =Tlics Xj = jes X (28)

Beispiel: Ist J = N von der Form N = {n € Z | n > p} fir ein p € Z (meistens mit p = 0 oder
p=1), so wird XN auch als Folgenraum bezeichnet. Ein Elemente (z,)nen € XN wird dann auch
als Folge in X (bzw. X-Folge) bezeichnet. Beispiele sind:

e Die Q-Folge (3 )nen., € Q">0. (X=Q A N=Nsg)
e Die N-Folge (n?),eny € NY. (X=N A N=N)

e Die Fibonacci-Folge (f)nen-, € (Nso)>0 (Nsg-Folge). Diese ist rekursiv definiert durch fi =1,
fa =1, sowie fn, := frn_1+ fn_o flirn>3.

3.2 Ordnungen und Relationen

Terminologie 5. Eine Relation zwischen Mengen X undY ist eine Teilmenge R C X XY . Gegeben
rxe X undy €Y, so schreibt man

def,
e

xRy (z,y) € R.

Ist X =Y, so heifst R eine Relation auf X.

3.2.1 Agquivalenzklassen

Definition 9. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine Relation R auf X, sodass fiir alle
z,y,z € X die folgenden Bedingungen gelten:

1) Transitivitat: xRy N yRz = zRz,

2) Symmetrie: zRy = yRuz,

3) Reflexivitat: rRz.

Aquivalenzrelationen notiert man iiblicherweise mit ~ anstatt mit R. Man schreibt dann = ~ y
anstelle xRy fiir z,y € X und sagt, dass  und y dquivalent zueinander sind (wegen [2)| ist dieser
Wortgebrauch nicht missversténdlich).

Mit Hilfe von Aquivalenzrelationen ist es moglich, Mengen in disjunkte Teilmengen zu zerlegen:
Sei X eine Menge, und ~ eine Aquivalenzrelation auf X.
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e Gegeben z € X, so wird die Teilmenge
v ={ye X[z ~y} CX

als Aquivalenzklasse von z bezeichnet (sie besteht also aus allen Elementen von X, die dquivalent
zu x sind). Wegen [3)| gilt

zezlo#0 VzeX = X = U, exlz]~ (29)

e Die Menge aller Aquivalenzklassen wird notiert mit
X/~ = {la]~ |z € X} C P(X)
(={aePX) |z e X: a=[z].}).

— Es wird X/~ wird oft auch als Quotientenraum (Quotient von X beziiglich ~) bezeichnet.

— Die Elemente = € « einer Aquivalenzklasse o € X/~, werden auch als die Reprisentanten dieser
Aquivalenzklasse bezeichnet.

Mit erhalten wir

a#) fir jedes «a€ X/~ sowie X = Upex/~ o (30)

Lemma 1. Gegeben eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X, so ist X die disjunkte Vereinigung
der nichtleeren Mengen o € X/~. In Formeln

X:Uan/Na mit  a#0 firale a€X/~.
Bewets. Wegen |30| bleibt nur noch nachzuweisen, dass gilt:
anpB#£0 fir apeX/~ - a=p.
Seien daher a, 8 € X/~ mit z € aN B # 0. Wir wihlen z,y € X mit o = [z]~ und 8 = [y]~.

e Per definitionem gilt = ~ z sowie y ~ z, also wegen [2)| auch z ~ .

e Mit [1)| folgt « ~ y, also gilt wegen [2)| auch y ~ x.
Mit [1)| folgt (zweite Implikation):

/ / r~y / /

€ ¥~ = '~y Yy~ — ¥ e B =y~
2 ~ 2
y € yry oy B oy = Yea=ld
Dies zeigt a C [ sowie 8 C «, also a = [ (wegen Ubung . O

Beispiel 8. Sei S = {s1,...,s,} (n > 2) eine Packung Smarties. Wir definieren
si~s; fir 1<4,57<n <— s; und sj haben die gleiche Farbe.

Die Aquivalenzklasse [s;]~ € S/~ fiir 1 <i < n besteht dann aus allen Smarties (in S), die die gleiche
Farbe wie s; haben. Insbesondere zeigt dieses Beispiel, dass Aquivalenzklassen im Allgemeinen nicht
die gleiche Anzahl von Elemente enthalten miissen.
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*Beispiel 1. Fir k € N fiziert, erhalten wir eine Aquivalenzrelation ~y, auf Z (Ubung , vermdoge

megn & m—n€kZ:={n-k|neZ} (31)

(Bemerkung: Gilt m ~y n fir m,n € Z, so sagt man auch, dass m und n kongurent modulo k sind,
und schreibt m =n mod k.)

Man, priift leicht nach (Ubung , dass gilt:
mle, =m+kZ :={m+n-k|necZ} Vm € Z. (32)

o Fir k = 0, ist dann [m]~, = {m} einelementig fir alle m € Z; also ist Z/~qy (bis auf die
Identifikation m = {m} fir alle m € Z) identisch mit Z.

o Firk >1, gilt dann
Ck—1
L)~ =A{[0]~,..., [k —1]~.} wegen Z =y (p+kZ),
und daher Z/~y| =k k.
Fir o, B € Z/~y, sind dann

a+f:=[m+n]., fiir mea,nef
— o= [—-mle, fiir meE

a - B:=[m - nl, fir  mea, nep
wohldefinierte Operationen auf Z/~y; denn es gilt

m+p-klw,+n+q -k, =m+p-k+n+q-klo,

=
=[(m+n)+(p+q)-kl~,
=
[

m+nl.,
= [m~, + [0, (33)
—[n+p- Ky = =0l (Ubung[13)
[m+p'k]~k : [n+Q'k]~k = [m]Nk : [TL]Nk (Ubung

fir alle p,q € 7.

Ubung 13. Zeigen Sie, dass mn Bez’spz'el eine Aquivalenzrelation definiert. Machen Sie sich
weiterhin klar, und zeigen Sie die letzten beiden Identititen in .

In Kapitel [1| wurden die rationalen in der Form angegeben. Wir hatten uns dort auf den
Standpunkt gestellt, dass wir die rationalen Zahlen bereits kennen — insbesondere also, dass zwei
Briiche p/q und p’/q’ die selbe rationale Zahl darstellen (also in der Mengendefinition zum selben
Element zusammengefasst werden), wenn diese sich durch kiirzen ineinander iiberfiihren lassen. Mit
Hilfe von Aquivalenzrelationen lassen sich die rationalen Zahlen nun priziser wie folgt definieren:

Beispiel 9. Sei Zo :=Z\ {0}, und Q := Z X Zq, und bezeichne ~ die Aquivalenzrelation

def, ’ /

(p,q) ~ (1, d) = pd =q (34)
fiir p,p’ € Z und q,q" € Zyo. Wir setzen

p

== [(p,@)]~ Vp€Z, q€ Zyo,

q
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sodass also 2 = p—: per definitionem genau dann gilt, wenn pq' = qp’ erfiillt ist. Die Menge der
rationalen Zahlen ist definiert als der Quotient (vgl. (2)))

@:zQ/NZ{g‘pGZ,qGZﬂ}-

Man identifiziert n := § fiir alle n € Z (insbesondere ist dann 1 = % sowie 0 = %), und definiert die
Rechenoperationen auf Q durch

/ / / _ / / /! —1
L. +qp PP PP _ PP p _q (35)
q q ¢

qq"’

q

' q q’

Q|3

fiir p,p’ € Z, p" € Zyy, und q,q' € Zyy. Unsere Notation tduscht dariber hinweg, dass hier noch
etwas nachzuweisen ist, und zwar die Wohldefiniertheit dieser Operationen. Prdziser liefst sich z.B.
die Definition der Addition ndamlich

a+B:=[pd +a',qd)l~ fir a,feQ/~ mit (p,g)ca und (p',q)e€p.

Die rechte Seite obiger Definition (also die Aquivalenzklasse [(pq’ + qp',qq)]~) hingt nun aber
mdglicherweise von der expliziten Wahl der Reprisentanten (p,q) € a und (p',q') € B ab. Das
dies jedoch nicht der Full ist, sieht man wie folgt:

Seien p,p’ € Z und G,§ € N~ gegeben, mit
(5,4) € = [(p, 9]~ und #,q) € 8=, d)]~
Wegen gilt dann pq = qp sowie p'q’ = ¢'p'; und wir miissen hieraus Schlussfolgern, dass
(P7 +'p.qq') ~ (pd' + d'p,qd")

gilt, bzw. umgeschrieben

P¢+dp _pd +4qp
! / :

aq aq
Hierfiir rechnen wir
(Bq' +d'p) - (ad') = pq'ad’ + d'Pad
=2(gp)q'q
=2(pq)d'qd
= 2pq'qq
=pq'qq + q'pid
= (pd' +4'p) - (a7,
was die Behauptung zeigt.
Ubung 14. Zeigen Sie, dass (34) eine Aquivalenzrelation definiert, und weisen Sie die Wohldefi-
niertheit der ibrigen Rechenoperationen in nach.
3.2.2 Ordnungen

Definition 10. Fine Ordnungsrelation auf einer Menge X ist eine Relation R auf X, sodass fiir
alle ,y,z € X die folgenden Bedingungen gelten:

1) Transitivitat: xRy N yRz = zRz,
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2) Antisymmetrie: zRy A yRx = x =y,
3) Reflexivitét: rRz.

Die Ordnungsrelation R heifit Anordnung, falls zusdtzlich folgende Bedingung gilt:
4) Totalitat: Fiir alle z,y € X gilt xRy oder yRx.

Ordnungsrelationen notiert man iiblicherweise mit < anstatt mit R. Man schreibt x < y oder y > x
anstatt zRy. Weiter kiirzt man

(x<y AN z#Yy) mit <y ab

(x>y N z#y) mit x>y ab.

Terminologie 6.

o Ist < eine Ordnungsrelation auf X, so spricht man von der teilgeordneten Menge (X,<). Zwei
Elemente x,y € X heiffen miteinander vergleichbar, wenn x <y oder y < x gilt.

e [st < eine Anordnung, so spricht man von der angeordneten Menge (X, <).

Beispiel 10. Ist Z eine Menge, so ist (P(Z),C) eine teilgeordnete Menge.
(In obiger Notation ist also X = P(Z) und < =C, sodass v < y fir x,y € X (also z,y C Z)
genau dann gilt, wenn x C y erfillt ist.)

Beispiel 11. Sei X = Q die Menge der rationalen Zahlen. Wir setzen

Pso &L pg>o0 fiir alle £ € Q.
q q
Dies ist wohldefiniert (vgl. Beispiel@, denn fiir p,p’ € Z und q,q" € Zyo mit pq’ = qp’ gilt

pg>0 =  p(d)*>0 =  PiF>0 =  pd>o0.

Fir x,y € Q, definiert man

<y SLLIN y—x2>0.

Dann ist (Q, <) eine angeordnete Menge, und fiir alle x,y,z € Q gilt

r<y = zx+z2z<y+z sowie z,y>0 = ay>0. (36)
Der Betrag einer rationalen Zahl x € Q wird definiert durch (|z| = max(z, —x))
x firxz>0
o] = { i (37
—x  fir x <O0.

Ubung 15. Zeigen Sie, dass (Q, <) eine angeordnete Menge ist, und weisen Sie die Implikationen
n nach. Zeigen Sie weiterhin, dass x> = 0 fiir x € Q genau dann gilt, wenn x = 0 ist.

Ubung 16. Benutzen Sie [j'bung um die folgenden Aussagen fir x,y,a,b € Q nachzuweisen:

1) <y AN a<bd = r+a<y+bd
2) r<y N a<b - r+a<y+b
3) <y A a>0 — axr < ay
4) z<y N a>0 - ar < ay
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5 0<z<y AN 0<a<d — 0<ar<by
6) z<y == -y < -z

7) y<x A a<0 = ar < ay

8) x#0 = 2 >0

9) 1>0

10) x>0 = |

11) O<z<y — 0<yl<al

Hinweis: Gehen Sie in der gegebenen Reihenfolge vor.
Notation 5. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, x € X eine Element, undY C X eine Teilmenge.

o Wir schreiben Y < x (oder x > Y ) genau dann, wenn y < x fiir alley € Y gilt.
o Wir schreiben x <Y (oderY > x) genau dann, wenn x <y fir alley € Y gilt.

Bemerkung 12. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und Z,Z C X Teilmengen mit Z C Z.
Offensichtlich gilt dann fir jedes x € X :
A <z — <z

- (38)
r< Z == < Z.

Definition 11. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und x € X ein Element.

1) Gilt X <z, so heifit x grifstes Element von X.
2) Euxistiert kein y € X mit y > x, so heifst x mazimal (bzw. maximales Element von X ).
3) Gilt x < X, so heifit © kleinstes Element von X.

4) Ezistiert kein y € X mit x >y, so heiffit x minimal (bzw. minimales Element von X ).
Bemerkung 13. Sei (X <) eine teilgeordnete Menge.

a) FEin grofstes/kleinstes Element von (X, <) ist notwendigerweise eindeutig. Es ist daher legitim
von dem gréfiten/kleinsten Element von X zu sprechen (sofern es existiert).

Beweis der Eindeutigkeit: Seien x,y beides grofite/kleinste Elemente von X. Dann gilt (in beiden
Fillen) sowohl z < y als auch y < x, also = y nach [2)| in Definition O

b) Ein grofstes/kleinstes Element ist automatisch mazz’mal/mz’m’malm Ezistiert ein grofites/kleinstes
Element, so kann es keine weiteren mazximalen/minimalen Elemente geben.

Beweis der Behauptungen:

e Sei x € X grofites Element von X. Gilt z < y fiir ein y € X, so auch x < y; und per Annahme
aber auch y < z. Wegen [2)| folgt = = v.

e Seix € X kleinstes Element von X. Gilt y < « fiir ein y € X, so auch y < z; und per Annahme
aber auch z < y. Wegen 2)| folgt = = y. O

c) Es sei an dieser Stelle explizit darauf hingewiesen, dass in teilgeordneten Mengen nicht alle Ele-
mente miteinander vergleichbar sein miissen. Ezistieren z.B. mehrere mazximale (oder mehrere
minimale) Elemente, so kénnen diese auch nicht miteinander vergleichbar sein:

Beweis der Behauptungen:

"Erinnerung: Nach unseren Konventionen impliziert y > x baw. y < z fiir 2,y € X insbesondere, dass y > = bzw.
y < z gilt.
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e Seien z,y € X maximal. Aus x < y (bzw. y < z) folgt dann bereits x = y, weil z < y (bzw.
y < x) nicht gelten kann.

e Seien z,y € X minimal. Aus z < y (bzw. y < z) folgt dann bereits x = y, weil z < y (bzw.
y < x) nicht gelten kann. O

Ezistiert allerdings ein grofstes/kleinstes Element, so ist dieses per Definition mit allen anderen
Elementen von X wvergleichbar.

d) Ein Element ist automatisch sowohl mazimal als auch minimal, wenn es mit keinem anderen
Element vergleichbar ist.
Beispiel 12.

o Sei Z eine Menge, und P(Z) teilgeordnet durch die Inklusionsrelation — wir haben also X = P(Z)
sowie < = C. Dann ist Z das grifite Element von X, und () das kleinste Element von X.

o Sei Z =1{1,2,3,4,5,6}, sowie

X = {I{l,3,4}I,I{1,2,3}I,I{1,4}I,I{1,S}I,I{i}l} C P(2) und <=C

Die Menge X hat kein grofites und kein kleinstes Element. Die Elemente x1,x2, x5 sind mazximal,
und die Elemente x3, x4, 5 sind minimal.

Lemma 2. Sei (X, <) eine angeordnete Menge. Dann ist x € X grofstes/kleinstes Element von X
genau dann, wenn x mazimal/minimal ist.

Beweis. Ist x groBtes/kleinstes Element von X, so ist  maximal/minimal wegen Bemerkung [13[[b)|

e Sei r maximal. Fiir y € X gilt dann x < y oder y < z, und zwar wegen [4)l Da x < y nicht gelten
kann, folgt y < z. Dies zeigt X < x.

e Sei z minimal. Fiir y € X gilt dann « < y oder y < z, und zwar wegen Da y < x nicht gelten
kann, folgt « < y. Dies zeigt © < X. O

Definition 12 (Induzierte Ordnung). Sei (X, <) eine teilgeordnete/angeordnete Menge, und Y C X
eine Teilmenge. Dann ist Y in natirlicher Weise teilgeordnet/angeordnet (Ubung) durch

~ def. - -
y<ygy &  y<j Vy,j €y,

wobei wir auf der rechten Seite y, 1y als Elemente in X aufgefasst haben. Ist aus dem Kontext heraus
klar, als Teilmenge welcher teilgeordneten Menge (X, <) die Menge Y zu verstehen ist, so schreibt
man auch einfach < anstatt <y . Unter diesem Gesichtspunkt ist dann auch der folgende Sprachge-
brauch zu verstehen:

o Ein kleinstes/qgrifites Element von Y, ist ein kleinstes/qrifites Element von (Y, <y).

e Ein minimales/mazimales Element von'Y , ist ein minimales/maximales Element von (Y, <y).
(Bemerkung: Formeller ausgedriickt, ist die Relation (Teilordnung/Anordnung) <y CY xY gegeben

als der Schnitt <N (Y xY) der Relation (Teilordnung/Anordnung) < C X x X mit der Teilmenge
YXYCXxX.)

Bemerkung 14. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, sowie A, B C X Teilmengen mit A C B.
a) Sei b € B groftes Element von (B,<p); und sei a € A grifstes Element von (A, <4). Wegen
a€ ACB<b, gilt dann a <b.

28



b) Sei b € B kleinstes Element von (B,<p); und sei a € A kleinstes Element von (A, <4). Wegen
b< B2 A>5a, gilt dann b < a.

Terminologie 7 (Maximum und Minimum). Sei (X, <) eine angeordnete Menge, und ¥ C X
eine Teilmenge. Dann ist (Y,<y) angeordnet; also fallen gemdff Lemma @ die Begriffe mazxima-
les/minimales und grifites/kleinstes Element von'Y zusammen.

e FExistiert ein maximales (grofstes) Element von (Y, <y), so wird dieses mit max(Y) notiert, und
als das Maximum von Y bezeichnet.

e FEuxistiert ein minimales (kleinstes) Element von (Y, <y), so wird dieses mit min(Y') notiert, und
als das Minimum von Y bezeichnet.

Ist Y = {y1,...,yn} mit n > 1 eine nichtleere endliche Teilmenge, so schreibt man auch

max(yi,...,Yn) := max({y1,...,yn}) = max(Y)

min(y,...,Yn) := min({y1,...,yn}) = min(Y). (39)

Lemma @ stellt sicher, das die rechte Seite von (im angeordneten Fall) immer existiert.

Lemma 3. Sei (X, <) eine angeordnete Menge.

1) Ist Y C X nichtleer und endlich, so existieren min(Y') und max(Y).
2) Seien A, B C X Teilmengen.

e Euxistieren max(A) und max(B), so gilt die Implikation
ACB = max(A) < max(B).

e FExistieren min(A) und min(B), so gilt die Implikation
ACB = min(B) < min(A).

3) Seien A, B C X Teilmengen.

o FErzistieren max(A) und max(B), dann ezistiert max(A U B), und es gilt
max(A U B) = max(max(A), max(B)).

o FEristieren min(A) und min(B), dann ezxistiert min(A U B), und es gilt

min(A U B) = min(min(A), min(B)).

Beweis. 1) (IA): Ist Y = {y} einelementig, so gilt min(Y) = y = max(Y"). (IV): Sei n > 1 gegeben,
sodass die Behauptung fiir alle n-elementigen Teilmengen von X gilt. (IS): Sei Y = {yo,...,yn}
eine (n + 1)-elementige Teilmengen von X.

e Da < eine Anordnung ist, gilt yg > y; oder yo < y; fiir ein gegebenes 1 < i < n.
— Ist yo > y1, ..., Yn, so gilt max(Y) = yo.

— Existiert ein 1 < i < n mit yg < y;, so gilt yo < y; < max(yi,...,yn) (existiert nach (IV)).
Es folgt vo,...,yn < max(yi,...,Yn), also max(Y) = max(y1,...,Yn).

e Da < eine Anordnung ist, gilt yg < y; oder yo > y; fiir ein gegebenes 1 < i < n.
— Ist yo < wy1,...,Yn, so gilt min(Y) = yo.
— Existiert ein 1 < i < n mit yg > y;, so gilt yo > y; > min(yi,...,y,) (existiert nach (IV)).
Es folgt vo,...,Yyn > min(y1,...,yn), also min(Y') = min(y1, ..., yn)-
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2) Klar wegen Bemerkung [14] und Lemma
3) e Wegen Teil [1)] existiert
a := max(max(A), max(B)) € {max(A),max(B)} C AU B.

Dann gilt A < max(A) < a sowie B < max(B) < «a, also AUB<a € AUB.
e Wegen Teil |1)| existiert

a := min(min(A), min(B)) € {min(A), min(B)} C AU B.
Dann gilt A > min(A) > « sowie B > min(B) > «, also AUB > a € AU B. O

Ubung 17. Entscheiden Sie jeweils, ob Mazimum bzw. Minimum der folgenden Teilmengen der
angeordneten Menge (Q, <) existieren, und bestimmen Sie diese im Falle der Existenz:

MOI{%|TL€N>0}, Mlz{n—%|n€N>o}, MQZ{#|TL€N>O}, (40)
M;={ze€eQ|0<x<1}, M4=0.
Hinweis: Sie konnen die Aussagen aus Ubungfrez’ verwenden.

Definition 13. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und Y C X eine Teilmenge.

1) Ein Element o € X heifit obere Schranke der Menge Y, wenn'Y < o gilt. Wir notieren die Menge
aller oberen Schranken von 'Y in X mit

Ox(Y):={oe XY <o}

e Y heifst nach oben beschrinkt (in X ), wenn Ox(Y) # 0 gilt.

e Besitzt Ox(Y) ein kleinstes Element (beziiglich der induzierten Ordnung auf Ox(Y')), so wird
dieses als das Supremum (oder die kleinste obere Schranke) von'Y bezeichnet, und mit sup x (Y")
notiert (dieses ist eindeutig wegen Bemerkung @)

(Ist aus dem Kontext heraus klar, beziiglich welcher Menge X das Supremum von Y gebildet
wird, so schreibt man auch einfach sup(Y') anstelle supx(Y).)

2) Ein Element w € X heif$st untere Schranke der Menge Y, wenn u <Y gilt. Wir notieren die
Menge aller unteren Schranken von 'Y in X mit

Ux(Y)={ue X|u<Y}.

e Y heifst nach unten beschrinkt (in X ), wenn Ux(Y') # 0 gilt.

e Besitzt Ux(Y) ein grifites Element (beziiglich der induzierten Ordnung auf Ux(Y')), so wird
dieses als das Infimum (oder die grifite untere Schranke) von'Y bezeichnet, und mit inf x (Y")
notiert (dieses ist eindeutig wegen Bemerkung @)

(Ist aus dem Kontext heraus klar, beziiglich welcher Menge das Infimum von'Y gebildet wird,
so schreibt man auch einfach inf(Y') anstelle infx(Y').)

3) Die Menge Y heifit beschrinkt (in X ), wenn Ux(Y) # 0 # Ox(Y) gilt.
Beispiel 13. Wie in Beispiel[19 (zweiter Teil) sei Z = {1,2,3,4,5,6}, sowie
Y = {{1,3,4}, (12,3}, {14} {L3L (BN C X =P(2)  und

Dann ist (vgl. Ubung|20) unten)

IN
I
N

supy (V) ={1,2,3,4,5} sowie infx (Y) = {0}.
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Lemma 4. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und Y, Z C X Teilmengen.

1) Ezistieren supx(Y') und supx(Z), so gilt

YCZ = supy (Y) < supx(2).

2) Euistieren infx (YY) und infx(Z), so gilt
YCZ — ian(Z) Sinfx(Y).
Beweis. 1) Es gilt Ox(Z) C Ox(Y) wegen (38)). Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Bemer-
kung [[4]5]]
2) Es gilt Ux(Z) C Ux(Y) wegen . Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Bemerkung

O

Lemma 5. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, undY C X eine Teilmenge. Ist y grifites (kleinstes)
Element von (Y, <y), so ist y Supremum (Infimum) von'Y in X, also supx(Y) =y (infy(z) =y).

Beweis. Sei y grofites Element von (Y, <y ). Dann ist y eine obere Schranke von Y in X. Sei nun
o € Ox(Y) eine beliebige obere Schranke von Y in X. Wegen y € Y gilt dann y < o; also ist y
tatséchlich das kleinste Element von Ox(Y'). Analog zeigt man, dass das kleinste Element von Y das
Infimum von Y in X ist. O

Ubung 18. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und Y C X eine Teilmenge. Zeigen Sie:

o Gilt z:=supx(Y) €Y, soist z grofites Element von Y .
o Gilt z:=1infx(Y) €Y, so ist z kleinstes Element von Y .

Beispiel 14. Sei X = Q, sowie
Y ={qeQlqg<1} und Y ={qeQlqg<1}.

Die Teilmenge Y C Q hat kein griftes Element, aber es gilt supg(Y') = 1. Die Teilmenge Y CQ
besitzt das grifites Element 1, und somit gilt auch sup@(f/) = 1. Beide Teilmengen Y und Y haben
keine untere Schranke in Q, und daher auch keine grifsten untere Schranke.

Ubung 19. Entscheiden Sie, welche der Mengen in ein Supremum bzw. ein Infimum in Q
haben, und bestimmen Sie diese im Falle der Existenz.

Ubung 20. Sei Z eine Menge, und P(Z) teilgeordnet durch die Inklusionsrelation (vgl. Bez’spz'el.
Gegeben eine Teilmenge Y C P(Z). Zeigen Sie

supp(z)(Y) = Usey A sowie infp ) (V) = Naey 4
Wir wollen abschlieflend das Konzept des Intervalls behandeln.

Definition 14. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge. Eine Teilmenge I C X heif$t Intervall (in X ),
falls die folgende Implikation gilt:

r<y<z fir x,zel,yeX = yel.

(Mit je zwei Punkten, enthdlt I auch jeden dazwischenliegenden Punkt.)
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Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge. Die leere Menge () ist ein Intervall in X; und genauso jede
einelementige Teilmenge {z} C X (sofern X # () gilt). Allgemeiner sind fiir x, z € X vorgegeben, die
folgenden Teilmengen Intervalle in X:

abgeschlossenes Intervall)
offenes Intervall)

linksoffenes Intervall)

(
(
(
(

[z,2) ={ye X |z <y<z} rechtsoffenes Intervall)
(x,00) ={ye X |z <y} (41)
[z,00) :={y e X |z <y}
(—00,2) :={y € X |y <z}

(—00,2]:={y € X |y < 2}
(—00,00) := X.

Die Intervalleigenschaft folgt hier unmittelbar aus der Transitivitdtseigenschaft Das Unendlich-
keitssymbol oo ist hier lediglich als Notationshilfe zu interpretieren.

Ubung 21. Sei (X, <) eine teilgeordnete Menge, und seien I,J C X Intervalle in X. Zeigen Sie,
dass INJ C X ein Intervall in X ist.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Fille INJ =0 und I NJ # (.

Ubung 22. Sei (X, <) eine angeordnete Menge, J # () eine nichtleere Indexmenge, und (I;) ey eine
Familien von Intervallen in X. Zeigen Sie, dass I := UjeJ I; C X ein Intervall in X ist, sofern

ijJ Ij 75 @ gilt.

Hinweis: Betrachten Sie z,z € T undy € X mit v <y < z. Wihlen Sie j,j' € J mit x € I; und
y € Ij. Benutzen Sie nun die Evistenz eines Elements in I; N Iy (Warum ist diese Menge nicht
leer?) sowie die Anordnungseigenschaft von (X, <), umy € I; V y € Iy zu zeigen (hierbei ist es
sinnwvoll, zwischen den beiden Fillen j # j" und j = j' zu unterscheiden).

Ubung 23. Sei (X, <) eine nichtleere angeordnete Menge. Ein Intervall I C X heifit mazimal, wenn
fiir jedes Intervall J C X mit I NJ # (0, bereits J C I gilt. Es bezeichne 3 C P(x) die Menge aller
mazximalen Intervalle in X. Fir x € X, bezeichne I, C P(X) die Menge aller Intervalle in X, die x
als Element enthalten.

e Zeigen Sie, dass zwei maximale Intervalle entweder gleich oder disjunkt sind.

e Seix € X. Folgern Sie aus Ubung dass I, := Uleﬂz I C X ein Intervall ist, das x enthdlt
(Warum gilt 3, # 09). Zeigen Sie nun, dass I, maximal ist — z.B. indem Sie geschickt durch
Widerspruch argumentieren und Ubung anwenden.

e Folgern Sie aus dem bereits Gezeigten, dass X = U 1eg] gilt — dass also X die disjunkte Vereinigung
aller in X enthaltenen mazximalen Intervalle ist.
3.3 Abbildungen zwischen Mengen

In diesem Abschnitt behandeln wir Abbildung zwischen Mengen, sowie das Konzept der Méchtigkeit
von Mengen.

8Gilt beispielsweise a, b € [z, 2] sowie a < ¢ < b fiir ¢ € X, so folgt bereits z < a < ¢ < b < z, also ¢ € [z, 2].
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3.3.1 Abbildungen

Seien X und Y Mengen. Eine Abbildung f: X — Y von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedem
Element x € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet. Abbildungen werden gleichwertig oft auch
als Funktionen bezeichnet. Es scheint allerdings auch eine weit verbreitete Konvention zu sein, den
Begriff Funktion hauptséchlich fiir Abbildungen zwischen Zahlenmengen zu verwenden.

Formeller definiert man das Konzept der Abbildungen wie folgt:

Definition 15. Fine Abbildung f ist ein Tripel (X,Y,T'y) bestehend aus Mengen X und Y sowie
einer Teilmenge I'y C X x Y (Relation zwischen X und Y ), sodass gilt:

Vee X:JyeY: (z,y) ely. (42)
Wir haben die folgenden Notationen und Terminologien:

1) Die Menge X wird als Definitionsbereich der Abbildung f bezeichnet. Man notiert sie auch mit
dom(f) (domain).

Die Menge Y wird als Werte- oder Bildbereich von f bezeichnet.
Die Relation I'y heif$t der Graph von f.

Zwei Abbildungen sind daher genau dann gleich, wenn sowohl deren Definitionsbereiche, Werte-
bereiche, als auch deren Graphen miteinander tibereinstimmen.

2) Das dem Element x € X durch die Bedingung eindeutig zugeordnete Element y € Y wird
mit f(x) notiert, und als das Bild von x unter f bezeichnet, bzw. als der Wert von f an der Stelle
x. Man spricht dann auch vom Auswerten der Funktion f an der Stelle x, oder vom FEinsetzen
von x in f. Mit besagter Notation gilt dann

Iy ={(z,y) e X xY | f(z) =y}
3) Das Bild f(Z) einer Teilmenge Z C X wunter f, ist definiert durch
f[(2) ={f(z) |z € Z}
={yeY|3zeZ: (z,y) €Ty} CY.
Das Bild von f ist definiert durch im(f) := f(X) CY (image).
4) Das Urbild f~Y(W) einer Teilmenge W C'Y unter f, ist definiert durch
W) ={r e X[ f(z) e W}
={zeX|[TJweW: (z,w) el'f} C X.

Fiir ein Element y € Y, setzt man f~1(y) == f~1({y}). Ist f*({y}) = {x} einelementig, so
identifiziert man f~'({y}) = {x} auch gerne mit dem Element x. (Dies geschieht aus notatio-
nellen Konsistenzgriinden im Hinblick auf die Definition der Umkehrabbildung — siehe Definition

und Notation [9.)
Bemerkung 15. Sei f = (X,Y,I'y) eine Abbildung.

o IstY =10, so kann nur fir X = 0 erfillt sein, sodass dann also f = (0,0,0) gilt.

o Ist X =0, so ist automatisch erfillt. Also ist f = (0,Y,0) eine Abbildung (man beachte
0 xY =0 wegen Bemerkung [9[1)).
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Notation 6. Wir notieren Abbildungen oft in der Form

f: X—>Y
x> f(x),

sowie in verschiedenen Variationen und Verkirzungen dieser Notation. Beispielsweise schreiben wir
XY, ae (),

oder noch prignanter: f: X 3 x — f(z) € Y. Manchmal sprechen wir auch einfach von einer
Abbildung f: X — Y, oder sogar nur von einer Abbildung X — Y. In allen diesen Fiillen sind
X und Y automatisch als Mengen zu verstehen, auch wenn dies im Vorfeld nicht explizit erwdihnt
wurde.

Notation 7. Gegeben Mengen X und Y, so wird der Raum aller Abbildungen X — Y mit Abb(X,Y)
notiert. Vermdge der Bedingung lasst sich Abb(X,Y") auch als Teilmenge von P(X xY) auffas-
sen, ist daher also selbst eine Menge.

Beispiel 15.

e Die Funktion f:Z > x v 2* € Z hat den Graphen Ty = {(z,2%) € Z* |z € Z}, und es gilt
f(Z) =im(f) €N = f(N).

e Es gibt keine Funktion g: 7 — Z mit Ty = {(z%,2) € Z* | x € Z}. In der Tat gilt ja fiir x # 0,
sowohl (x?,x) € Ty als auch (22, —z) = ((—z)?, —x) € I'y, sodass nicht erfillt sein kann.

Man mache sich anhand einer Skizze klar, dass Iy durch Rotation von I's um 90° im Uhrzeiger-
g f
sinn hervorgeht.)

Allgemeinere Beispiele sind:
Beispiel 16. Seien X und Y Mengen.
e Die Identititsabbildung auf X (die Identitit auf X ), ist definiert durch
idx: X — X, T .
Wir haben also T'iq, = {(z,z) |z € X}, sowie dom(idx) = X = im(idy).
o (Gegeben ein Element y € Y, so ist die konstante Abbildung von X aufy, definiert durch
flyl: X =Y, Ty

Wir haben also T g = {(2,y) | z € X}, sowie dom(f[y]) = X und im(f[y]) = {y}.

o (Gegeben eine Abbildung f: X — Y, so existieren auch die folgenden beiden Abbildungen auf den
dazugehorigen Potenzmengen:

[ P(X) = P(Y), A~ f(A)
[fP(Y) - P(X),  Bw fTY(B).
Wir haben dann Ty, = {(A, f(A))| A C X} sowie Ty« ={(B,f"Y(B))|BCY}.

Ubung 24. Sei f: X — Y eine Abbildung; sowie A,A C X und B,B CY Teilmengen. Zeigen Sie
die folgenden Implikationen:

N
~

f(4)
(B

(

A — A)
'L (43)
B = f(B).

N 1N
Se[ RN
N
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Ubung 25. Seien X,Y,J Mengen, sowie f: X — Y eine Abbildung. Seien weiterhin A C X und
B,C CY Teilmengen, sowie Y; CY fiir jedes j € J eine Teilmenge

a) Zeigen Sie, dass f(f~Y(B)) C B sowie A C f~1(f(A)) gilt.
b) Zeigen Sie die folgenden Identititen:

o [T (Njes Vi) = Njes FH Y5,

o [T (Ujes Vi) = Ujes 1Y),

o f7HBN\C) =B\ fHO).
Hinweis: Die Behauptungen folgen zwanglos, wenn Sie jeweils mit der linken Seite starten, und

dann sukzessive Aquivalenzumformungen (die Definitionen) anwenden.

Definition 16. Seien XY Mengen, und f: X — Y eine Abbildung.

1) Die Einschrinkung von [ auf eine Teilmenge A C X, ist die Abbildung

fla: A=Y, x— f(z).
Wir haben also Ty, = {(z, f(v)) |z € A}, sowie dom(f|a) = A.
2) Die Koeinschrinkung von f auf eine Teilmenge B CY mit f(X) C B, ist die Abbildung
fI?: X — B, x — f(x).
Wir haben also T'gs = {(z, f(z)) |z € X} C X x B, sowie im(f|?) = im(f).

Ubung 26. Seien X,Y Mengen, f: X — Y eine Abbildung, sowie A C X und B CY Teilmengen
mit f(X) C B. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Es gilt (fla)"1(Z) = f"Y2Z)N A fiir alle ZC Y.
b) Es gilt (f|P)""(ZNB)=f"YZnNB)=f"YZ) firale ZCY.

Definition 17. Seien X,X,Y,Y Mengen, sowie f: X — Y und g: X — Y Abbildungen. Gilt
im(g) = g(X) C X, so ist die Verkettung (Komposition) von f mit g definiert durch

fog: X =Y, x— f(g(x)).
Wir haben also I'yoq = {(z, f(g(z))) | x € X}.

Bemerkung 16. Ist f: X = Y eine Abbildung, so gilt natiirlich

idy o f=f=foidy.
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Beispiel 17. Sei f:NByHﬁEQ und g: 7> x — 14+ 2% € Z. Dann gilt

im(g) C N = dom(f),

sodass die folgende Verkettung gebildet werden kann:

1
f 0g: 7 — Q, T m
Ubung 27. Seien f: Y — Z und g: X — Y Abbildungen. Zeigen Sie
(fog) M (A) =g (S} (4) VAeP(Z).

Definition 18. Seien X und Y Mengen, und f: X — Y eine Abbildung.

1) Die Abbildung f heifit injektiv, wenn f~1(y) fir jedes y € Y leer oder einelementig ist. Dies ist
gleichbedeutend damit, dass die folgende Implikation gilt:

flz)=f(@) fir z,2e€X = x = Z.

2) Die Abbildung f heifit surjektiv, wenn f~1(y) # 0 fiir jedes y € Y gilt. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass gilt:

im(f)=Y also VyeY:JzeX: f(z)=y.

3) Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist; wenn also die
folgende Bedingung gilt:

VyeY:Jzxe X: f(x)=y.

injektiv surjektiv
(nicht surjektiv) (nicht injektiv) bijektiv
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Ubung 28. Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:
o Ist f surjektiv, so gilt f(f~Y(B)) = B fiir jede Teilmenge B CY .
o Ist f injektiv, so gilt f~1(f(A)) = A fiir jede Teilmenge A C X.

Machen Sie sich Anhand der obigen Grafiken klar, dass diese Aussagen ohne die gegeben Zusatzvor-
aussetzungen an f im Allgemeinen nicht gelten.

Ubung 29. Seien X,Y,J Mengen, sowie f: X — Y eine Abbildung. Sei weiterhin X; C X fiir jedes
j € J eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass gilt:

f(UjeJ Xj) = Uje] f(Xj)

Machen Sie sich zudem an einem Beispiel klar, dass die entsprechenden Identitit fiir Schnitte (an-
stelle Vereinigungen) im Allgemeinen nicht erfillt sein muss (Hinweis: Injektivitit).
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Notation 8. Seien X und Y Mengen. Wir definieren die folgenden Teilriume (Teilmengen) von
Abb(X,Y) (vgl. Notation[7):

e Inj(X,Y) - Die Menge aller Injektionen X — Y.
e Surj(X,Y) — Die Menge aller Surjektionen X — Y.
e Bij(X,Y) - Die Menge aller Bijektionen X — Y.

Es gilt Bij(X,Y) C Inj(X,Y), Surj(X,Y) C Abb(X,Y).
Beispiel 18.

a) Sei f=(0,Y,0) eine Abbildung (vgl. Bemerkung . Dann ist f injektiv. Zudem ist [ surjektiv
genau dann, wenn'Y =0 gilt (also f = (0,0,0)).

b) Seien X1,...,X, mitn >1 Mengen. Fir jedes 1 < j < mn, ist dann die Projektion
prj: X1 X X Xy — X, (@1,...,2n) = xj
auf den j-ten Faktor surjektiv.
c) Sei X eine Menge, und A C X eine Teilmenge. Dann ist die Inklusion
X =ids: A= X, T

von A in X injektiv. (Wir bemerken, dass fla = f o fir jede Abbildung f: X =Y gilt).
d) Sei f: N — 7Z gegeben durch

f(n) = 5 falls n gerade
% falls n ungerade.

Dann ist f eine Bijektion zwischen N und Z (Ubung).

Lemma 6. Seien Z, Z Mengen, sowie f: Z — Z und g: Z — Z Abbildungen. Gilt fog = idy, dann
ist f surjektiv und g ist injektiv.

Beweis. Wir erhalten

_ids(2) = (fog)2) = Fe(2) © 12y  TES7 pzy-z

also ist f surjektiv. Sind z, 2’ € Z vorgegeben mit g(z) = g(2’), so folgt
z=(fog)(z) = f(9(2)) = f(g(z)) = (fog)(¢') = 2,
also ist g injektiv. O

Definition 19. Seien (X;)jes und (Yj)jes Familien von nichtleeren Mengen, sowie (fj)jcy eine
Familie von Abbildungen f;: X; — Y fir j € J. Die zugehorige Produktabbildung ist gegeben durch

ey fit Hjes X5 = 1jes Vi (j)jes = (fi(x)))je-
Ist J=A{1,...,n} mit n > 1 endlich, so notiert man obige Abbildung auch mit fi X ... X f,.

Lemma 7. Seien (X;)jcs und (Y;);jes Familien von nichtleeren Mengen, sowie (f;);jcs eine Familie
von Abbildungen f;: X; — Y; alle j € J. Es gelten die folgen Aussagen fiir die Produktabbildung
f= Hje] fj :

1) Ist f; injektiv fir alle j € J, so ist auch f injektiv.
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2) Ist f; surjektiv fir alle j € J, so ist auch f surjektiv.
3) Ist f; bijektiv fir alle j € J, so ist auch f bijektiv.

Beweis. 1) Seien (z;)jes, (%;)jes € [[;cs X; gegeben mit f((z;)jes) = f((Z;)jes). Dann folgt aus
der Injektivitétsvoraussetzung (erste Implikation)

[i(zs) = fi(25) Vijield = rj=1; VjeJ == (%)) jes = (%)) jer,

was die Injektivitdt von f zeigt.

2) Gegeben (y;)jes € [[;c;Yj, so existiert fiir jedes j € J, ein z; € X; mit f;(z;) = f;(y;). Dann
gilt f((z))jer) = (yj)jes, was die Surjektivitit zeigt.

3) Die folgt sofort aus|1) und O
Konsequentes anwenden der Definitionen, liefert die Aussagen der folgenden Ubungsaufgaben:
Ubung 30. Seien X und Y Mengen, und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie:

o Ist f injektiv, so ist fiir jede Teilmenge A C X auch f|a injektiv.
o st f injektiv, so ist fir jede Teilmenge B C'Y mit im(f) C B auch f\B injektiv.

e Die Koeinschrdinkung f |lm st surjektiv. Ist f injektiv, so ist f |lm bijektiv.
Ubung 31. Seien X,Y,Z Mengen, sowie f: X =Y und g: Y — Z Abbildungen. Zeigen Sie:

o Sind f und g injektiv, so ist auch f o g injektiv.
o Sind f und g surjektiv, so ist auch f o g surjektiv.

Folgern Sie:

o Sind f und g bijektiv, so ist auch f o g bijektiv.
o st f bijektiv und g injektiv/surjektiv, so ist auch f o g injektiv/surjektiv.
o Ist [ injektiv/surjektiv und g bijektiv, so ist auch f o g injektiv/surjektiv.

Ubung 32. Seien W, X,Y, Z Mengen, sowie f: Y — Z,g: X =Y, h: W — X Abbildungen. Zeigen
Sie die Assoziativitit

folgoh)={(fog)oh.
Definition 20. Seien X und Y Mengen, und f: X — Y eine Abbildung.

1) Eine Abbildung f]jl: Y — X heifit linksinvers zu f (oder Linksinverses von f), wenn gilt:
frlof=idx. (44)

2) Eine Abbildung f]gl: Y — X heifst rechtsinvers zu f (oder Rechtsinverses von f), wenn gilt:
fofp! =idy. (45)

3) Eine Abbildung f~':Y — X heifit invers zu f (oder Inverses bzw. Umkehrabbildung von f),
wenn f~1 sowohl links- als auch rechtsinvers zu f ist — wenn also gilt:

ftof=idy sowie foft=idy. (46)

Lemma 8. Sei f: X — Y eine Abbildung.
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1) Ewistiert ein Linksinverses fgl von f, dann ist f injektiv und fgl ist surjektiv.
2) Euxistiert ein Rechtsinverses fgl von f, dann ist f surjektiv und f]gl ist injektiv.
3) Existiert ein Inverses f~1 von f, so sind f und f~1 beide bijektiv.
4) Ewistiert ein Inverses f~! von f, so ist dieses eindeutig bestimmi.

Bemerkung: Die Erxistenz vorausgesetzt, ist es also legitim, von der Umkehrabbildung von f zu
sprechen.

5) Euxistiert ein Linksinverses fL_1 von f sowie ein Rechtsinverses fgl von f, so ist f]jl = fﬁl die
Umkehrabbildung von f.

Beweis. 1) Dies folgt wegen sofort aus Lemma @

2) Dies folgt wegen sofort aus Lemma @

3) Dies folgt wegen sofort Lemma [6] (bzw. aus Teil [1)] und Teil 2)).

4) Sei g: Y — X invers zu f. Aus Bemerkung (erster und fiinfter Schritt) sowie Ubung
(Assoziativitit der Verkettung) folgt

g=goidy =go(fof H=(gof)of t=idyoft=f"
Dies zeigt die Eindeutigkeit des Inversen.
5) Aus Bemerkung (16| (und Ubung folgt
frl=floidy = filo(fofr')=(fr o f)ofrl =idxo frt = fr'.
Per definitionem ist daher f, - fﬁl invers zu f, und wegen Teil 4)|dann das Inverse von f. [

Notation 9. Fiir jede Abbildung f: X — Y und jede Teilmenge Z C'Y ist die Urbildmenge f~(Z)
definiert. In diesem Sinne verwenden wir das Symbol f~' also auch dann, wenn keine Umkehrabbil-
dung zu f existiert. Existiert die Umkehrabbildung f~' von f jedoch, so ist fiir jedes Z C'Y natiirlich
f~YZ) identisch mit dem Urbild von Z unter f. Insbesondere ist dies dann auch mit unserer Kon-
vention wvertrdglich, ein einelementiges Urbilder einer einelementigen Menge mit dessen einzigem

Element zu identifizieren (vgl. Definition .

Die ersten beiden Aussagen in Lemma [8] lassen sich wie folgt umkehren:
Lemma 9. Sei f: X = Y eine Abbildung.

1) Ist f injektiv mit X # (), so existiert ein (surjektives) Linksinverses von f.

2) Ist f surjektiv, so existiert ein (injektives) Rechtsinverses von f.

Beweis. 1) Sei z € X # () fixiert. Zu jedem y € f(X), existiert ein h(y) € X mit y = f(h(y)). Wir
definieren die Abbildung g: Y — X durch

N fiir yeY\ f(X)
o) {h<y> fix oy f(X)

Fiir jedes z € X gilt dann (g o f)(x) = h(f(z)), und daher:

injektiv
f inj

f((go f)(x)) = f(h(f(x))) = f(z) (go f)(z) ==

Dies zeigt, dass ¢ linksinvers zu f ist.
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2) Da f surjektiv ist, existiert fiir jedes y € Y ein g(y) € X mit y = f(g(y)). Dies definiert eine
Abbildung ¢: Y — X mit

(fog)y) = flgW) =y Vyey.
Also ist g rechtsinvers zu f. O
Ubung 33. Seien X und Y Mengen, und f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie (vgl. Beispiel@):

o f, ist injektiv/surjektiv genau dann, wenn f injektiv/surjektiv ist.

o f* ist injektiv/surjektiv genau dann, wenn f surjektiv/injektiv ist.

Hinweis: Fiir die eine Richtung ist es niitzlich mit einelementigen Mengen zu argumentieren. Die
andere Richtung folgt zwanglos aus Ubung .

Bemerkung 17. Wir erinnern an die Konvention fiir Produktrdume aus Notation .

1) Gegeben Mengen X,Y # 0, so lisst sich Abb(X,Y) auch als Produktraum Y~ auffassen. Genauer
hat man die natiirlichen Bijektion (mit Umkehrabbildung)

U ABB(X,Y) =YY, [ (f(2))sex
Tt YX 5 Abb(X,Y), (Yo)oex = [fr X Dz y, €Y].

2) Gegeben eine Menge X # (), so betrachten wir den Produktraum 2% := {0,1}X. Dann ist
Q: 2% - P(X), (0g)zex — {xr € X |0z =1}
eine Bijektion. IThre Umkehrabbildung
QL P(X) = 2%, Z = ((2)e)wex

st gegeben durch
1 I Z
o(Z), = falls x €
0 falls ze€Z\X

fiir alle x € X. Die Potenzmenge einer Menge X wird daher oft auch mit 2% notiert.

3.3.2 Michtigkeit von Mengen
Wir behandeln nun das Konzept der Méchtigkeit von Mengen.

Definition 21. Seien XY Mengen.

1) X heifit endlich, wenn X = 0 gilt oder wenn eine Surjektion {1,...,n} — X mitn > 1 existiert.
2) X heifit abzihlbar, wenn X = () gilt oder wenn eine Surjektion N — X existiert.

3) X heifit diberabzihlbar, wenn X nicht abzihlbar ist.

4) X undY heiffen gleichmdchtig, wenn eine Bijektion X — Y ezistiert.

Bemerkung 18. Seien X und Y Mengen.
1) Sei X # .

e X ist genau dann endlich, wenn eine Injektion v: X — {1,...,n} mit n € Ny ezistiert; und
zwar wegen Lemma[9
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e X ist genau dann endlich, wenn eine Bijektion k: X — {1,...,m} mit m € N5y (m < n)
existiert:

— Ist k: X = {1,...,m} eine Bijektion, so setze L := Kk sowie n := m.
— Ist v: X = {1,...,n} (mit n € Nsg) injektiv, so ist die Koeinschrinkung

J™ X —im() C {1,...,n}

bijektiv (Ubung @) Es gilt dann im(v) = {l1,...,bn} fir ein 1 < m < n, und gewisse
1 <4 < ... <ty < n. Wir definieren a: im(e) — {1,...,m} durch o(¥;) = j fir
j=1,....,m. Dann ist o bijektiv, also auch dei verkettung

ki=ao ™V X - {1,... m}.

a) Es ist nun unmittelbar einsichtig, dass X genau dann endlich ist, wenn X aus endlich vielen
Elementen besteht (letzteres entspricht unserer urspriinglichen Definition einer nichtleeren
endlichen Menge aus Kapitel:

o Ist X # 0 endlich sowie x: X — {1,...,n} (n € Nsg) eine Bijektion, so folgt unmittelbar
| X| =n.

o Ist X # () gegeben mit | X| =n € Nsg, so gilt X = {x1,...,2,} fir paarweiese unetrschied-
liche Elemente x; mit 1 < j < n. Dann ist k: X 2 zj — j € {1,...,n} offensichtlich
bijektiv.

Unsere Definition der Kardinalitdt einer endlichen Menge besteht somit weiterhin.

b) Sind X,Y # () endlich, so gilt | X| = |Y| genau dann, wenn X und Y gleichmdichtig sind.

Beweis der Aquivalenz: Seien 1y : X — {1,...,n} mit n € Ny, sowie ¢y: Y — {1,...,m}
mit m € Ny Bijektionen.
e Ist ¥: X — Y eine Bijektion, so ist

Yy ooyt {1,...,n} = {1,...,m}

eine Bijektion (nach Ubung ; also gilt | X|=n=m=1[Y|.
e Gilt umgekehrt |X| = |V, so folgt n = m, also im(¢)x) = im(¢y ). Daher ist ¢ := 13" o
¥x: X — Y eine Bijektion. O

2) Endliche Mengen sind abzdhlbar.

Beweis der Behauptung: Fiir X = () ist die Behauptung klar. Sei also x: {1,...,n} — X mit
n € Nyg eine Surjektion. Dann ist y: N — X gegeben durch

) = {x(p) fitr 1<p<n
‘ x(1) fiir pe N\ {1,...,n},

ebenfalls eine Surjektion. O

3) Ist X abzihlbar und nicht endlich, so ist X gleichmdchtig zu N.
Beweis der Implikation: Wegen Lelnnnrla@7 existiert eine Injektion ¢: X — N. Nach Ubung 30| ist
Mm@ X 5 im(l) CN
eine Bijektion (also im(¢) nicht endlich). Dann ist a: im(¢) — N, definiert durchﬂ
alp) = {gem() [¢<p}|  Vpem(),

bijektiv. In der Tat, fiir p,p’ € im(:) mit p < p/, gilt automatisch a(p) < a(p’):

Die rechte Seite bezeichnet die Anzahl der Elemente in im(¢), die kleiner oder gleich p sind.
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e Die Injektivitdt von « folgt nun unmittelbar.
e Die Surjektivitét von « folgt durch Widerspruch (im(¢) ist nicht endlich). O

4) Jede Teilmenge Y C X einer abzihlbaren Menge X ist abzihlbar.

Beweis der Behauptung: Die Aussage ist klar fiir Y = (). Ist nun Y # (), so gilt notwendigerweise
X # ), und es existiert eine Surjektion y: N — X. Wir fixieren ein p € N mit x(p) € Y, und
definieren x: N — Y durch
~ x(n) fiir x(n) €Y,
X(n) = .
x(p) fir x(n) € X\Y.

Offensichtlich ist x surjektiv, also ist Y abzihlbar. O

5) Seien X und Y gleichmdchtig, mit Bijektion k: X — Y.

e Ist X endlich, so auchY .

(Ist x: {1,...,n} = X eine Surjektion, so ist auch ko x: {l,...,n} =Y eine Surjektion.)
e Ist X abzdihlbar, so auch Y.

(Ist x: N — X eine Surjektion, so ist auch ko x: N =Y eine Surjektion.)

Beispiel 19. Seien X und Y Mengen.
o Gilt X,)Y # 0, so sind YX und Abb(X,Y) gleichmdchtig nach Bemerkung .
e Sind X,Y beide endliche, so gilt |Abb(X,Y)| = |Y|IX! (mit der Konvention 1° =1 =0°).

Beweis der Behauptung: Ist X =0, so gilt | X| = 0, und (0,Y,0) ist die einzige Abbildung fiir eine
gegebene endliche Menge Y. Daher gilt |Abb(X,Y)| =1 = |Y|® = |Y|X]. Diese Formel ist dann
auch fiir Y = () korrekt, denn nach Bemerkung [15| erzwingt Y = () bereits X = ().

Sei nun X,Y # (. Dann gilt |Abb(X,Y)| = |YX| wegen dem vorherigen Punkt, sowie Bemerkung
Weiterhin gilt [Y¥| = |V|¥| wegen (26) in Definition O
Beispiel 20. Sei X # () eine Menge.

e Die Mengen P(X) und 2% = {0,1}X sind gleichmichtig nach Bemerkung .
e Ist X eine endliche Menge, so gilt |P(X)| = 21X,
Beweis. Es gilt |P(X)| = |2%| wegen dem vorherigen Punkt, sowie Bemerkung Weiterhin
gilt [2X| = {0, 1}/ = 2IX1 wegen in Definition [7} O
Ubung 34. Sei X # () eine endliche Menge, und f € Abb(X, X) eine Selbstabbildung (dom(f) =
X =1im(f)). Zeigen Sie
f € Bij(X, X) = fenj(X,X) = f € Surj(X, X).

Geméif Definition [21)14)|sind zwei Mengen X und Y genau dann gleichméichtig, wenn eine Paarbildung
' C X XY mit

VeeX:3yeVY: (z,y) el A VyeY:JzxeX: (z,y) el

existiert. Die Anschauung ist, dass die beiden Mengen X und Y ,gleichviele* Elemente enthalten,
wieviele es auch sein mogen. Beispielsweise zeigt der letzte Punkt in Beispiel dass die Mengen N
und Z gleichméchtig sind. Ein weiteres Beispiel liefert der folgende Satz.
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Satz 2. Die Mengen N und N x N sind gleichmdchtig. Insbesondere ist also N x N abzdhlbar.
* Beweis. Wir definieren eine Bijektion ao: N — N x N wie folgt: Sei
po:=0 sowie Prni=14+...4+n Vn € Nyg
(also p, = pp—1 + n fiir alle n > 1). Fiir jedes m € N, existiert dann ein eindeutiges n(m) € N mit
P(m) < M < Pp(m)+1, und wir setzen
a(m) := (m = ppm), n(m) — (M = pagn)))-

e Die Abbildung « ist injektiv. Gilt ndmlich a(m) = a(m’) fiir m,m’ € N, so folgt

mM = Pn(m) = m' — Pn(m’)
n(m) - (m - pn(m)) = n(m/) - (ml - pn(m’))
Einsetzen der ersten in die zweite Zeile liefert n(m) = n(m’), was zusammen mit der ersten Zeile
m = m’ impliziert.
e Die Abbildung « ist surjektiv. Fiir (a,b) € N x N sei ndmlich n := a + b und m := p,, + a. Dann
gilt n(m) = n, also
a(m) = (m —pp,n— (m —py)) = (a,n —a) = (a,b).
Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 19. Die Bijektion a: N — N x N ¢m Beweis von Satz [3 durchliuft nacheinander
die blau gekennzeichneten Diagonalen (Do, D2, D3, ... ) in der angegebenen Richtung. Auf der n-ten
Diagonale (n € N) befinden sich n-Elemente, nimlich a(py,),...,a(pn, +n). Fir alle Elemente (a,b)
auf der n-ten Diagonale gilt a + b = n.
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Korollar 1. Jede abzihlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen ist abzdihlbar, d.h. ist J # 0 abzihlbar
und (X;)jes eine Familie abzihlbarer Mengen, so ist J;c; X; eine abzihlbare Menge.
Beweis. Gilt X; = () fiir alle j € J, so ist die Behauptung klar. Andernfalls ist die Teilmenge
0#T:={jel|X;#0}CJ

nichtleer und abzéhlbar. Wir kénnen daher ohne Beschréinkung annehmen, dass X; # ( fiir alle
j € J gilt. Sei x: N — J eine Surjektion. Per Voraussetzung, existiert fiir jedes j € J eine Surjektion
Bj: N — X, und dann ist

B: NXN%UjEJXj, (n,m)HﬁX(n)(m)

ebenfalls surjektiv. Wegen Satz [2] existiert eine Bijektion a: N — N x N, und dann ist foa: N —
Ujes X ebenfalls surjektiv (Ubung . O
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Korollar 2. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Wegen Beispiel ist Z abzdhlbar (also auch Z.y wegen Bemerkung [184)). Fiir jedes
n € Zyo ist also X, := {&* | m € Z} abzdhlbar (mit Surjektion x;: Z > m — = € Q). Wegen
Korollar (1] ist dann auch Q = UneZ;ﬁo X, abzéhlbar. O

Ubung 35. Zeigen Sie per Induktion, dass N" (vgl. ) fiir alle n € Nsg abzihlbar ist. Folgern
Sie, dass X™ fiir jede abzihlbare Menge X und jedes n € Nsqg abzdihlbar ist.

Hinweis: Benutzen Sie Satz@ Lemma@ und Ubung .

Ubung 36. Sei X # 0 eine abzihlbare Menge. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € Nsq, die Menge
En(X) ={Y CX:1<|Y|<n}

der mazximal n-elementigen nichtleeren Teilmengen von X abzdhlbar ist. Folgern Sie, dass die Menge
E(X) aller endlichen Teilmengen von X abzihlbar ist.

Hinweis: Sie diirfen Ubung benutzen: Gibt es eine natirliche Surjektion X" — E€,(X)?

Satz 3 (Cantor-Russel). Sei X eine Menge. Dann existiert keine Surjektion X — P(X), insbesondere
also auch keine Bijektion zwischen X und P(X).

Beweis durch Widerspruch: Sei f: X — P(X) eine surjektive Abbildung. Wir betrachten
Z:={zeX|z¢ f(x)} € PX).

Wegen der Surjektivitit von f existiert ein x € X mit f(x) = Z. Es gilt dann entweder x € f(z)
oder x ¢ f(x), wobei sich beide Annahmen jeweils selbst widersprechen:

e Sei x € f(x). Dann folgt x € f(x) = Z; also x ¢ f(z), was der Annahme widerspricht.
e Sei x ¢ f(x). Dann folgt = € Z; also xz € Z = f(x), was der Annahme widerspricht. O

Korollar 3. Die Menge P(N) ist iiberabzihlbar.
Beweis. Klar wegen Satz [3] O
Bemerkung 20. Seien X und Y Mengen. Man schreibt

o | X|<I|Y]| (bzw. |Y| > |X|) genau dann, wenn eine Surjektion Y — X existiert.
o | X|=1Y]| genau dann, wenn | X| < |Y| und |Y| < |X| gilt.
o | X| < |Y]| genau dann, wenn |X| < |Y| aber nicht |Y| < |X| gilt.
Mit dem bisher Gezeigtem macht man sich leicht klar, dass obige Definitionen im Falle endlicher
Mengen X und Y mit unserer Definition der Kardinalitit im Finklang steht. Selbiges gilt fir die
folgenden beiden Grundlegenden Sditze der Mengenlehre:
e Vergleichbarkeitssatz:
Gegeben zwei Mengen X,Y, so gilt stets | X| <|Y| oder |Y| < |X].
e Satz von Cantor-Bernstein-Schréder:
Gegeben Mengen X, Y mit | X| = |Y|, so sind X und Y gleichmdchtig (sind also in Bijektion
zueinander).

Satz [3| impliziert, dass keine ,,groffite Menge* existieren kann:

Korollar 4. FEs gilt | X| < |P(X)]| fiir jede Menge X # (.
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Beweis. o Nach Satz [3] gilt nicht |P(X)| < |X]|.
e Es gilt | X| < |P(X)|; denn fixiert man xo € X und definiert

x fir Z={zr}mitxeX

x(2) = { )
xg sonst

fiir alle Z € P(X), so ist x: P(X) — X offensichtlich surjektiv. O

Wir wollen schlieffilich noch einige Aussagen iiber endliche Mengen beweisen.

Satz 4. Seien X und Y endliche Mengen, mit |X|,|Y| = n € N. Dann existieren n! verschiedene
bijektive Abbildung X —'Y (also |Bij(X,Y)| =n!).

* Beweis. Die Aussage ist klar fiir n € {0,1} (IA). Es gelte nun die Aussage fiir ein n > 1 (IV). Sei
X ={xo,...,zn} und Y ={vyo,-.-,Yn},

mit x; # x; und y; # y; fir alle 0 <4 # j < n.Ist f: X — Y eine Bijektion, so kann f(xo) genau
n+ 1 mogliche Werte in Y annehmen. Ist nun f(zg) € Y fixiert, so ist die eingeschréinkte Abbildung
flzr,zny = Y \{f(20)} ebenfalls eine Bijektion. Nach (IV) gibt es hierfiir genau n! Méglichkeiten,
denn es gilt

{z1, s an} = n = [N\ {f(z0)}]
Insgesamt ergeben sich daher (n + 1) - n! = (n + 1)! Moglichkeiten fiir eine Bijektion X — Y. O
Terminologie 8. Seien X und Y Mengen.

1) Eine Bijektion von einer Menge auf sich selbst wird als Permutation dieser Menge bezeichnet.

2) Sei X = {1,...,n} mit n > 1, so kann eine Bijektion {1,...,n} — Y auch als Aufzihlung
der Menge Y in der Form f(1),..., f(n) aufgefasst werden. Satz besagt dann, dass genau n!
Aufzihlungen von Y existieren. Ist Beispielsweise Y eine Menge von n > 1 Biichern, so gibt es
genau n! Mdglichkeiten, diese nebeneinander ins Regal zu stellen.

Fiir n, k € N, definieren wir den zugehorigen Binomialkoeffizienten durch (0! = 1)

<n> _ 7“_(:;’_“! fir 0<k<n
k 0 fir k>n+1.
Nachrechnen liefert (Ubung)

n n

= U < <
<k> <n—k> fir 0<k<n
n n—1 n—1
<k> (k—1>+< I ) fir 1<k<n

Mit Hilfe der Formel in der zweiten Zeile, lassen sich die Binomialkoeffizienten sukzessive berechnen.
Es ergibt sich ein Wert in dem Pascalschen Dreieck (siehe unten) durch Addition der beiden links
und rechts schriag dariiber stehenden Werte:

(47)
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(o) 1

0, () L1
aoe YL 1o
4(0)4(1)4(2)4(3)4 \ '/ 1331
5(0)5(1)5(2)5(3)5(4)5 N v 14641
QOERee o 1510105 1
GO0 161520156 1
(0 (D) GG - 1 721353521 ...

Eine Interpretation der Binomialkoeffizienten liefert der folgende Satz.

Satz 5. Fine Menge X mit n € N Elementen hat (Z) Teilmengen mit 0 < k < n Elementen.

* Beweis. (IA): Die Formel gilt fiir n = 0; denn fiir n = 0 ist k = 0, also (}) = 1. Weiterhin ist 0 ist
die einzige Teilmenge von X die 0 Elemente enthalt.

(IV): Es gelte die Formel fiir alle Mengen mit n Elementen, fiir ein n € N.

(IS): Sei X eine Menge mit n + 1 Elementen.

e Die Formel gilt fiir £ = 0: Es ist dann (";gl) = 1; und () ist die einzige Teilmenge von X, die 0
Elemente enthalt.

e Die Formel gilt fiir k = n + 1: Es ist dann (”Zl) = 1; und X ist die einzige Teilmenge von X, die
n + 1 Elemente enthélt.

Sei nun also 1 < k < n. Wir fixieren ein xy € X, und erhalten

X ={zot U(X\{zo}) mit [(X\{2o})]=n.
Ist nun Y C X eine k-elementige Teilmenge, so sind die folgenden beiden Fille moglich:

e Esgilt zp € Y: Dann ist Y N (X \ {zo}) eine k — 1-elementige Teilmenge von X \ {x¢}. Nach (IV)
gibt es hierfiir (,",) Moglichkeiten (beachte 1 < k < n).

e Esgilt 29 ¢ Y: Dann ist Y N (X \ {z0}) eine k-elementige Teilmenge von (X \ {zo}). Nach (IV)
gibt es hierfiir (Z) Moglichkeiten (beachte 1 < k < n).

Insgesamt existieren also (beachte 1 < k < n)

(2 ()= () () B )

unterschiedliche k-elementige Teilmengen von X. O

Bemerkung* 1. Alternativ lisst sich die Aussage in Satz[5 auch wie folgt herleiten:

Sein >2,1<k<n-—1 (die anderen Fille sind trivial), sowie X eine n-elementige Menge. Man
erhdlt jede k-elementigen Teilmenge von X, indem man alle Mengen der Form

My :={a(1),...,a(k)} mit a € Bij({1,...,n},X) (eine Aufzihlung)

betrachtet. Nach Satz[] existieren n! derartige Aufzihlungen — allerdings liefern zwei Aufzihlungen
a, B € Bij({1,...,n},X) die gleiche k-elementige Menge (My, = Mg), wenn

a({l,....k}) = BU1L,....k}) (48)
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gilt. Aus einem fizierten o, erhdlt nun alle 5 mit , indem man o mit allen Bijektionen
v:A{1,...,k} = {1,...,k} und 0:{k+1,....,n} = {k+1,...,n}
kombiniert; und zwar in der Form a o f[y,0]: {1,...,n} — X mit

v(@) fir 1<i<k
0(i) fir k+1<i<n.

fl,6](i) == {

Satz zeigt, dass es fiir derartige Verkettungen genau k! - (n — k)! Méglichkeiten gibt. Hieraus ergibt
sich dann die gewiinschte Anzahl der k-elementigen Teilmengen von X zu

Wir ziehen die folgenden Schlussfolgerungen.

Korollar 5. Es gilt (Z) € Nyg fiir allen € N und 0 < k <n.

Beweis. Per definitionem gilt 0 < (}) € Q. Satz [5| zeigt nun weiterhin (}) € N. O
*Korollar 1. Seien X,Y endliche Mengen mit 1 < |X| < |Y|. Dann gilt

Y]

[Inj(X,Y)| = (BN

Beweis. Sei k := |X| und n := |Y|. Nach Satz 5 existieren p := (}) unterschiedliche k-elementige
Teilmengen Yi,...,Y), von Y. Nach Satz (4] gilt |Bij(X,Y;)| = k! fiir jedes 1 < ¢ < p. Weiterhin
gilt Bij(X,Yy) N Bij(X,Yy) = 0 fiir 1 < £ # ¢’ < p (einfach wegen Y, # Yy). Jedes Element von
Ui<<,Bii(X, Yr), definiert dann eine andere Injektion X — Y7 also gilt

Ij(X, V)] < (7) - B = it (49)

SchlieBlich gilt (") € |, <, Bij(X, Yp) fiir alle f € Inj(X,Y"); also gilt in sogar Gleichheit. [

4 Korper
In diesem Kapitel behandeln wir das Konzept des Korpers, und fiithren die reellen Zahlen ein.

4.1 Mengen mit Verkniipfungen

Wir diskutieren nun zunéchst einige grundlegende algebraische Strukturen, sowie deren wichtigsten
Eigenschaften.

Definition 22. Eine Verkniipfung * auf einer Menge X ist eine Abbildung
x: X x X - X, (z,y) = x*xy = x(x,y).
Sind Y, Z C X Teilmengen, so definieren wir
Y«Z:=x(Y,Z)={yxz|lyeY N ze€Z}. (50)

Terminologie 9. Sei x eine Verkniipfung auf der Menge X .
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1)

2)

3)

Das Paar (X, *) heifst Halbgruppe, wenn die Verkniipfung * assoziativ ist:
rx(yxz)=(r*xy)*z Vaz,y,z € X. (51)
Die Halbgruppe (X, *) heif$t abelsch (kommutativ), wenn
THY=1Y*T Va,yeX. (52)
FEine Teilmenge Y C X heifst Unterhalbgruppe von X, wenn'Y xY CY gilt, und somit (Y, *|y xy)

selbst eine Halbgruppe ist.

Ein neutrales Element einer Halbgruppe (X, x) ist ein Element e € X, sodass
exr=x==xIxe VoeX. (53)

Sind f,e € X beides neutrale Elemente von (X, x), so folgt bereits f = f e = e. Es ist daher
legitim von dem neutralen Element einer Halbgruppe zu sprechen, sofern es existiert.

Ein Monoid ist ein Tripel (X,*,e), sodass (X,x*) eine Halbgruppe mit neutralem Element e ist.
Sei x € X ein Element:
a) Ein Element x;l € X heifst Linksinverses von (linksinvers zu) x, wenn le xx =e gill.

— Sei y;l € X linksinvers zuy € X, und zZl € X linksinvers zu z € X. Dann ist zZl * yzl
linksinvers zu y x z, wegen

1 ) " (( -1 (51) (Zfl

27 *yzl)*y)*z: I *(ygl*y))*z:(zgl*e)*z:e.

(2t wyp ) (yx2) =

b) Ein Element x}_%l € X heifit Rechtsinverses von (rechtsinvers zu) x, wenn x * :U}_%l =e gilt.
— Sei y;zl € X rechtsinvers zuy € X, und z;zl € X rechtsinvers zu z € X. Dann ist z;zl *y;ll

rechtsinvers zu y * z, wegen

_ _ (51) _ _1 (61) _ _ _
(e« (27w un) B (gr2) v 2z 2yt B (yo (22 2yt = (e e) xyp! =e.

1

¢) Ein Element = € X heifit Inverses von (invers zu) x, wenn x~1 sowohl links- als auch

rechtsinvers zu x ist; wenn also gilt:
s lxr=e=xxz L. (54)

Wir bemerken folgendes:

— Existiert ein Inverses von x, so ist dieses eindeutig bestimmt, und wird mit =" notiert.

Beweis der Eindeutigkeit: Sind z,Z € X beide invers zu x, so folgt

&

) (o1

z=zx(xxZ) = (z%x)*Z

was die Behauptung zeigt O

Wegen e x e = e, gilt dann insbesondere e = e.

— Sei le € X linksinvers zu x, sowie xl_%l € X rechtsinvers zu x. Dann ist le = xl_%l das
Inverse von x; und zwar wegen

-1

1 -1
= ($L

L — g7t =1 & KT) kT =Tp .

x; =x; k(T xay

1

— Ist 271 invers zu x, so ist x invers zu x1; es gilt also (x71)71 = x.
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4)

5)

— Seien y,z € X gegeben mit Inversen y~', 2z~ € X. Dann gilt
(y*2)"t=z2"txy L. (55)
Dies folgt unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen in a) und b) (Ubung).

Ein Monoid heifst abelsch (kommutativ) genau dann, wenn die zugehdrige Halbgruppe abelsch
(kommutativ) ist. Eine Teilmenge Y C X heifit Untermonoid von X, wenne € Y sowieYxY CY
gilt, und somit (Y, x|y <y, e) selbst ein Monoid ist.

Fine Gruppe ist ein Monoid (X, *,e), sodass jedes x € X ein (notwendigerweise eindeutiges)
Inverses x~' € X besitzt. Eine Gruppe heifit abelsch (kommutativ), wenn der zugehorige Monoid
abelsch (kommutativ) ist. Eine Teilmenge Y C X heifst Untergruppe von X, wenn (Y, *|yxy,e)
selbst ein Gruppe ist — wenn also gilt:

ecy, YxY CY, yeY = ylev

Seien (X, *,e) und (X, *,€) Gruppen. Fine Abbildung ¥: X — X heift Gruppenhomomorphis-
mus, wenn

U(z*xy)=VU(x)* U(y) Va,ye X. (56)
Der Kern von V¥, ist die Teilmenge
ker(U) := 0 1(é) = {2 € G| ¥(z) =e} CG.
Ist ¥ ein Gruppenhomomorphismus, so gelten die folgenden Aussagen:

a) W(e) = e, wegen

1E

b) W(z~!) = U(z)~! fir alle v € X, denn es gilt

&

We)=0(z-2) D w(z) i w)

™

&

We)= 0" 2) D we ) F )

™

wegen der Eindeutigkeit des Inversen W(x)~! von U(z).
¢) W ist injektiv genau dann, wenn ker(¥) = U~1(&) = {e}.

Beweis der A'quz'valenz;' Die eine Richtung ist klar wegen a). Es gelte nun also W~1(€) = {e}.
Es folgt mit und b) (erster Schritt)

&

U(z) = Y(y) = U(xiy )=Ue)=¢ — zxy teUlE)={e}

- x*y‘lze - r=y
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Beispiel 21.

e Wir haben die folgenden Verknipfungen auf Q (ebenfalls auf Z, N, Nsq):
+:Q0xQ—=Q, (¢,p)—q+p
QxQ—-Q,  (¢p)—q-p

— FEs sind (Z,+,0), (Q,+,0) abelsche Gruppen, wobei dann Z C Q eine Untergruppe ist.

— Es ist (Q\ {0},-,1) eine abelsche Gruppem

— FEs st (N,+,0) eine abelscher Monoid, und (Nsq,+) eine abelsche Halbgruppe (kein Monoid).
— FEs sind (N,-,1), (Z,-,1), (Q,-,1) abelsche Monoide, wobei N C Z C Q Untermonoide sind.

e Ist X eine Menge, so ist (Abb(X, X),0,idx) ein Monoid (vgl. Ubung . Dann ist Bij(X, X) C
Abb(X, X) ein Untermonoid, und sogar eine Gruppe (mit Umkehrabbildungen als Inverse).

(Ist X endlich mit | X| < 1, so ist Abb(X, X) = Bij(X, X) abelsch (Ubung). Die Gruppe Bij(X, X)
ist auch noch abelsch fiir | X| =2, aber nicht mehr fir | X| >3 (Ubung).)

*Beispiel 2. Wir betrachten die Verkniipfung
x:QxQ—Q, (z,y) =z —y.
Dann ist x nicht assoziative, also (Q,x*) keine Halbgruppe; denn fir x,y,z € Q mit z # 0 gilt
rx(yrz)=r—(yxz)=z—(y—2)=@—-y+z#@-y) —z=(-y)xz=(z*ry)*z
Notation 10. Sei (X, *) eine Halbgruppe. Fiir x1,...,x, mit n > 3, definieren wir
Ty k.o ok Ty =21k (T2 * (oo (Tpo1 %) .. ).
Diese Ausdriicke lassen sich auch induktiv mit Hilfe von Prinzip [1] definieren, ndamlich durch

X1k Tk x3 =T * (T2 * T3) Vxi,xr9,23 € X,

Tk ...k Ty 1= X0k (T % ...k Ty) Vxo,...,xp € X, n > 3.

Die néchsten beiden Lemmata stellen formell klar, dass wegen der Assoziativitéit von x die explizite
Form der Klammerung bei Mehrfachprodukten keine Rolle spielt.

Lemma 10. Sei (X,*) eine Halbgruppe, und m,n > 1. Dann gilt
(T koo % X))k (Y1 %ok Yp) =T % K Ty kYL % .. K Yy (57)
fir alle x1,...,Tm,Y1,---,yn € X.
* Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber m > 1:
(TA): ist klar fiir m =1 und n > 1.
(IV): Es gelte fiir ein m > 1 und alle n > 1.
(IS): Sei n > 1, und zo,...,Zm,y1,.-.,Yn € X. Dann folgt

def.
(o %o T) * (Y1 %ok yn) = (o * (X1 % ... %2m)) * (Y1 % ... % Yn)

(1)
= zox ((T1 % ... % X)) * (Y1 %...%Ypn))
(Iv)
= ok (T %k Ty K YL Kook Yp)
def.
=X KK Ty K YT Kk Yy
Die Behauptung folgt nun per Induktion. O

10Beachte: Das multiplikative Inverse % der 0 existiert nicht (ist nicht definiert).

50



Lemma 11. Sei (X, *) eine Halbgruppe. Gegeben p > 2, ny,...,ny, > 1, sowie x[{]1,...,z[l],, € X
firt=1,...,p. Dann gilt

(@[y* .o 2[lp) % ox (zlpl* . ox 2lplp,) = 211 ok 2[1n, * ..ok zpl1 * .. x 2Dy,

* Beweis. Wegen Lemma (10| gilt die Behauptung fiir p = 2 (IA). Gilt nun die Behauptung fiir ein
p > 2 (IV), so folgt fiir nq,...,npp1 > 1, sowie z[f]y,...,z[l],, € X fur £ =1,...,p+ 1, dass

(x[1]g % ...k x[l]p) * ... x (x[p+ 11 *...xz[p+ 1]%“)
def. ([l % oxz[Upy) * o oox (2[ply * ..ok 2[pln, ) * (2[p + 11 % ... x z[p + 1]np+1)
(Il) (z[1]1 * ... xx[1]p, **x[p]l**x[p]np)*(x[er 1y *...xx[p+ 1]np+1)
(Ié) x[1]1 * ... x z[1]p, *...*x[p—i—l]l*...*x[p+1]np+l.
Die Behauptung folgt somit per Induktion. O
Ubung 37. Sei (X, *) eine abelsche Halbgruppe, und n > 2. Machen Sie sich klar:
e Firallel<i<j<nundzxy,...,tn, € X gilt
Tk KT K L K Ty ko K Tj1 kT ok Tjq. ..k Ty

(58)

=Tk KDl R TG RTp] k. R Tj1 XLk Xjg1. .. % T

Hinweis: Lemma erlaubt es, den Ausdruck auf der linke Seite von durch Finfligen von
Klammern in geeignete Happchen derart aufzuteilen, dass iterativ anwendbar ist.

e Fir jede Permutation (bijektive Abbildung) v: {1,...,n} — {1,...,n} gilt
Ty k.. K Tp = Ty1) % .. K Ty(p) Vai,...,2n € X.

Hinweis: Verwenden Sie den ersten Punkt, um x,1y an die erste Stelle zu schieben, dann x,(3) an
die zweite Stelle ... usw.

Korollar 6. Sei (X, x,e) eine Gruppe. Fir alle n > 2 gilt

(ml*...*xn)_l:xgl*...*wfl Vai,...,x, € X.

* Beweis. Wegen gilt die Behauptung fiir n = 2 (IA). Gilt nun die Behauptung fiir ein n > 2
(IV), so folgt

51
B (g .

(o *...xxp) Tk ... kTy))

wobei wir im letzten Schritt Lemma [I(] benutzt haben. O

Notation 11. Sei (X, *) eine Halbgruppe. Fiir jedes x € X definieren wir

=1 sowie z":=gx...xx firale n>2. (59)
—

n-mal
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Ist e ein neutrales Element von (X, %), ist also (X, *,e) ein Monoid, so definieren wir zusditzlich
20 = e. Ist (X, *,¢e) sogar eine Gruppe, so definieren wir zudem

= () =2 kL xa !
—_—

fiir alle n > 2. (60)

n-mal

Induktiv erhdlt man e™ = e fiir alle n € Z. Ist schliefilich Z C X eine Teilmenge, so setzen wir
Z7l={"12€ 2} (61)

Wir erhalten die folgenden Rechenregeln, die Sie fiir die rationalen Zahlen bereits aus der Schule
kennen.

Lemma 12. Sei (X, x*,¢e) eine Gruppe. Fiir alle x € X, und m,n € 7 gilt
T = (™), ™ g = g (™) = ™", (62)

x Beweis. Korollar |§| zeigt 7" = (2")7! fiir alle n € N; Lemma [10| zeigt 2™ * 2 = 2™ fiir alle
m,n € N; und Lemma [11] zeigt (z™)" = 2™" fiir alle m,n € N.

e Fiir n € Z mit n <0 ist n = —|n|, und wir erhalten
27" =zl" = ((zI"h~1H)7? (z7Ih=1 = (z)~L,

was die erste Gleichheit in fiir alle n € Z zeigt.

e Fiir m,n € Z mit m,n < 0 ist nach dem bereits Gezeigten
g™ g =z M s g = (g s (I = (gl = g (mitind) — gman
Weiterhin folgt fiir p, ¢ > 0, dass

2 PH+a) — 40 — Py (2P % 27) = 27P % 2P T4

m(*pfq)er — 91— (xq)fl — (xfp " (xp * mQ))*l _ (xfp % prr(I)*l TP g P

womit die zweite Gleichheit in dann auch fiir die Félle m < 0 und n > 0, sowie m > 0 und
n < 0 folgt.

e Ist m,n <0, so folgt aus dem bereits Gezeigten
2 — x|m|~\n| _ ($|m|)\n\ _ ((xm)—l)m\ _ (:L,m)—|n| _ (xm)n
Ist m < 0 und n > 0, so folgt hieraus
(xm)n _ ((x—1)|m|)n _ (x—1)|m|n _ x—\m\n — g
Ist schlieBlich m > 0 und n < 0, so folgt weiterhin
(xm)n _ (mm>f|n\ _ ((xm)|n|)fl _ (xm|n\)fl _ xm'n’
was die dritte Gleichheit in zeigt. O

Notation 12. Sei (X, x,e) eine abelsche Gruppe. Sein € N, und J eine n-elementige Menge, also
J =0 firn=0. Es sei fir jedes j € J ein x; € X vorgegeben. Wir definieren

*jeij::e fir J=10

) (63)
X ey i = Ta() * - * Ta(n) fir J #£0,

fiir eine Aufzihlung (Bijektion) «: {1,...,n} — J im Falle n > 1.
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e Die erste Zeile in wird als leere Verkniipfung bezeichnet.

o Wegen Ubung ist die zweite Zeile in wohldefiniert, also unabhingig von der konkreten
Wahl der Aufzihlung o.

Fiir jede Teilemenge I C J, folgt dann aus Lemma[I10, dass

Kies @i = <*jel xj) i <*je.f\1 xj)'
Firm,n € Z mit m < n, sowie Tp,,...,Ty, € X, setzten wir
q L . . q o e
>|<k:p =€ fir q<p sowie *k:p Ty = *je{p,...,q} xj fir m<p<qg<n.

Notation 13. In Anlehnung an die Gruppen (Q,+,0) und (Q,-,1), notiert man Gruppen im abel-
schen Full oft auch wie folgt:

a) (X,-,1) (multiplikative Gruppe mit multiplikativem neutralen Element 1):

In diesem Fall benutzt man anstatt dem Symbol %k “ das Produktzeichen ,[[“ (vgl. Notation @)
Die leere Verkniipfung (erste Zeile in ) wird dann als leeres Produkt bezeichnet.

b) (X,+,0) (additive Gruppe mit additivem neutralen Element 0):

In diesem Fall benutzt man anstatt dem Symbol ,3k “ das Summenzeichen ,y “ (vgl. Notation
@); und die leere Verkniipfung (erste Zeile in ) wird als leere Summe bezeichnet. Weiterhin
schreibt man —x anstatt x=1 fir v € X, und dann x —y anstatt v + (—y) fir v,y € X. Fiir eine
Teilmenge Z C X, schreibt man —Z anstelle Z~'. Zudem schreibt man nx anstatt =™ fir x € X
und n € Z; sodass dann also nach Notation

0x =0, le ==z (n)z =n(+z) (=3, tx) (64)
fir x € X und n > 2 gilt, wobei (£n)0 = 0. Lemma[14 liest sich dann
(—n)x = —(nx), mz + nx = (m+ n)z, n(mz) = (nm)z (65)

fir alle x € X und m,n € Z.

4.2 Korper

Die néichsten beiden Definitionen formalisieren die Eigenschaften der rationalen Zahlen.
Definition 23. Sei (K, +, 0k, -, 1x) ein Tupel, bestehend aus den Folgenden Objekten:

e Kine Menge K mit ausgezeichneten Elementen K 3 0x # 1y € K (K hat also mindestens zwei
unterschiedliche Elemente).

o Jwei assoziative Verkniipfungen

+: Kx K=K, (x,y) —z+y
T KxK— K, (x,y) — z-y;

wobei die zweite Verkniipfung auf Ky := K\ {0x} einschrinkt, also Ky - Ky C K gilt.
Dann heifit (K, +,0x, -, 1x) Kdrper, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

a) (K, +,0x) ist eine abelsche Gruppe. (additive Gruppe)
b) (K, -, 1x) ist eine abelsche Gruppe. (multiplikative Gruppe).
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c¢) Es gilt das Distributivgesetz
z-(y+z2)=(x-y)+ (z-2) Va,y,zeK. (66)

Lemma 13. Ist (K, +,0x, -, 1) ein Kdrper, so ist (K, -, 1x) ist ein abelscher Monoid. Genauer gilt
-0k =0 =0x-x Vaek, (67)
also auch 1y - O = 0x = O - 1.
Beweis. Wir erhalten aus (jeweils dritter Schritt)
Ok=2-0k —2-0gk =2- 0k +0xg) —2-Og =(x-0g +x-0g) —x-0g = - Og
Ok =0k -2—0g-2=0g+0g) -2 —0gk - x=(0g -2+ 0g-z) — Og - & = 0 - x,
was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 21. In der Definition eines Kérpers (Definition , wurde wir explizit Ox # 1x gefor-
dert. Der Grund hierfiir ist, dass man den Trivialfall ausschlieffen maochte, in dem K nur aus einem

Element besteht. In der Tat gilt ja wegen die Implikatioﬂ

1]](:0]1( — $:1K~$:0K'wOK VxEK

Notation 14. Sei (K, +,0x, -, 1) ein Kérper.

o Fir jedes x € K, wird das additive Inverse (also das Inverse beziglich (K, 4+, 0x)) mit —x notiert.
Fiir Teilmengen Y, Z CKist —Z ={—z|z€ Z} undY +Z ={y+z|lyeY A z€ Z} (vgl
und (50) ). Fir z,y € K schreibt man iblicherweise x —y anstatt z + (—y). Schreibt man +x
ohne weiteren Summanden, so ist einfach x gemeint — z.B. bedeutet dann tx (oder Fx) wie in
(64) einfach die entsprechende Fallunterscheidung zwischen x und —x. Ist ein Korper fixiert, und
keine Verwechslung zu befiirchten, so schreibt man auch 0 anstatt Og.

o Fiir jedes v € Ky wird das multiplikative Inverse (also das Inverse beziiglich (K, -, 1¢)) mit 27!
bzw. 1/ oder % notiert. Fir y € K und z € Ky, schreibt man dann auch y/z oder ¥ anstatt
y -zt baw. 271 - y. Fiir Teilmengen X C Ky und Y, Z C K, ist X! = {z7! |z € X} sowie
Y- Z={y-z|lyeY A ze€Z}. Anstatt x -y fir x,y € K, schreibt man oft auch einfach xy. Ist
ein Korper fixiert, und keine Verwechslung zu befiirchten, so schreibt man auch 1 anstatt 1.

Definition 24. Sei (K, +,0x,-, 1x) ein Kiorper, und < eine Anordnung auf K. Man bezeichnet das
Tupel (K, <,+,0g, -, 1) als angeordneten Korper, wenn die folgenden beiden Implikationen fir alle
x,y,z € K gelten:

z<y — r+z<y+z (68)
x,y > O = x -y > Og. (69)

Beispiel 22. Die rationalen Zahlen Q bilden zusammen mit den in Beispiel [ definierten Rechen-
operationen, und der in Bez’spiel definierten Anordnung einen angeordneten Korper (Ubung).

Bemerkung 22. In der Situation von Deﬁm’tz’on impliziert Bedingung natirlich
rx<y fir r,yeK = r+z<y+z Vzek, (70)
denn x + z =y + z impliziert jax = (x+2)— 2= (y+2) —z=y.

Notation 15. Sind Uneindeutigkeiten ausgeschlossen, so spricht man vereinfachend von einem
Korper K, anstatt (K, +,0g, -, 1x) zu notieren. Weiterhin spricht man vereinfachend von einem an-
geordneten Korper (K, <), anstatt (K, <, 4,0k, -, 1x) zu notieren.

pa—

"UDie Identitét folgt in der gleichen Weise auch dann, wenn man Ox # 1x nicht fordert.
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4.2.1 Korperhomomorphismen
Terminologie 10. Seien K, K Korper, und ¥: K — K eine Abbildung.
o U heifit Korperhomomorphismus, wenn fir alle x,y gilt
U(x+y) =¥(z)+ P(y) sowie U(x-y)=V(x) U(y). (71)

Dies ist gleichbedeutend damit, dass ¥ ein Gruppenhomomorphismus, sowohl zwischen den zu-
gehorigen additiven, als auch den zugehorigen Multiplikativen Gruppen von K und K induziert.

Beweis der Aquivalenz: Es ist klar, dass die besagten Gruppenhomomorphismeneigenschaf-
ten impliziert. Gelten umgekehrt die Gruppenhomomorphismeneigenschaften, so folgt wegen Lem-

ma [I3] und ¥(0.) = 0z auch (71). O

e Sind (K, <) und (K, <) beides angeordnete Kirper, so fordert man von einem Korperhomomorphismus

zusdatzlich zu noch
x <y = U(x) < U(y) Va,y e K (72)
Ein Korperhomomorphismus ist automatisch injektiv, und wird deshalb auch als Korpereinbettung

bezeichnet. Ist ein Kdorperhomomorphismus bijektiv, so heifst er Korperisomorphismus.

Beweis der Injektivitit. Wir fassen ¥ als Gruppenhomomorphismus zwischen den additiven Gruppen
von K und K auf. Gemifi Terminologie 6), miissen wir nur nachweisen, dass ¥(z) = 0z bereits
x = Ok impliziert. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert ein € Ky mit ¥(z) = O,
und wir erhalten mit Terminologie [9lI5)\¢) (erster Schritt)
67
1y = U(Le) = Uz oY) = () - W(z) " = 0z - W)t Doy,
was 1z # Og widerspricht. O

Lemma 14. Seien (K, <) und (K, <) angeordnete Korper, und U : K — K ein Kérperhomomorphismus.
Dann gilt die folgende Implikation:

x<y fir xz,yekK — U(x) < U(y). (73)

Beweis. Fir K > 2 < y € K, gilt zunichst ¥(z) < ¥(y). Da ¥ injektiv ist (Terminologie , gilt
U(z) # ¥(y) wegen = # y, also ¥(z) < U(y). O

Lemma 15. Seien K, K Kirper, und U: K — K ein Kérperisomorphismus. Dann ist ¥~ ein
Korperisomorphismus.

Beweis. Wegen Lemma ist U1 bijektiv. Sind nun &,§ € K gegeben, so folgt

V@ UG = (e W) (@) + ¥ E) = v (E( @) + (T @) = v+ D)
UHE) - vTHG) = (P e W) (PTHE) - vTH(E) = v (R(eTH@) - v(TH(®) =@ - ),
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 7. Seien (K, <) und (K, <) angeordnete Korper, und ¥: K — K ein Kdrperisomorphismus.
Dann ist U~ ein Kérperisomorphismus.

Beweis. Seien K3 & < § € K gegeben. Gilt ¥~1(&) > ¥~1(j), so zeigt Lemma

T=0(0N@) > (@) =7
was der Annahme widerspricht. Daher gilt ¥—1(%) < ¥~1(7). Der Rest folgt aus Lemma O
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4.2.2 Grundlegendes zu Kérpern

Wir wollen nun zunéchst einige Grundlegende Eigenschaften von Kérpern zusammentragen. Ange-
ordnete Korper werden in Abschnitt weitergehend diskutiert.

Ubung 38 (Erweitertes Distributivgesetz). Sei K ein Kirper. Zeigen Sie:

v QOopi k) = 1Y Tk Vn>2, 21,...,75,y €K
Hinweis: Induktion tiber n unter Verwendung von .
Lemma 16. Sei K ein Kdorper, und x,y € K und u,v € K«. Es gelten die folgenden Aussagen:

I)z-y=0 = x=0 V y=0,
2) —1lg -z = —=zx,
3) —(z-y) = (=2) v,

4) (u)™h=—u

9) (=x)-(=y) =z-y,

6) W =—u="w

R R T e TR O R T
§) L4 4= oty

9) Gemdf der Konventionen fir additive abelsche Gruppen aus Notation @ gilt
n(x-y) = (nx) -y Vn € Z. (74)

Beweis. 1) Klar wegen K, - K, C K.

2) (—1g) - z ist das eindeutige additive Inverse —x von x, wegen

) li ( li

r+(—1g) - x=Qg-2)+ ((—1x) -z Ig —1g) -z =0x -z = Og.

3) Bsgilt —(z-9) 2 —le-(z-y) = (—le-2) -y = (—2) - .

4) Wir erhalten (—1g) - (—1k) 2 —(—1g) = 1¢. Hiermit folgt

(=2) - (=) = ((=1x) - 2) - (1) - ) =2 (=1x) - (—1x) gy = 2 -y

5) Es gilt —uil-(—u)ufl-u:e
6) Wir erhalten
T B o T ! ! —u) =

7) Klar.

8) Der vorherige Punkt zusammen mit dem Distributivgesetz liefert

x N x-v  u-y (G - T-vtu-
S0 BB sy e = T
v v u-v u-v w-v
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9) Ubung [38|liefert (vorletzter Schritt) fiir m € N

(Em)(@-y) LY ) 2E (L) - (2 y)
S (L 2) g 2 () oy = (S0 £2) -y S (Em)a) -y
Dies beweist das Lemma. ]

Ubung 39. Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass die Gleichung x® = x genau zwei Lisungen in K
hat. Welche sind das?

Satz 6 (Binomischer Lehrsatz). Sei K ein Korper. Dann gilt

($+y)”=z<z> oty h Vao,yeK, neN. (75)
k=0

Beweis. Zunichst sind die Summanden in definiert, und zwar wegen Korollar [5| (sowie Lemma
9)). Wir beweisen die Behauptung nun per Induktion.

(TA): Fiir n = 0 gilt (v + )" = 1x = (8) (20 y0) =30 () 2%y h.
(IV): Es gelte fiir ein n € N.
(IS): Wir erhalten

(+y)"™ = (@+y) - (@+y"

(z+y) oo (5) 2 -y *

= Yopoo () ety R ST o () kR

= (m)amt g+ RS (1) Ay T () 2k ey R e () a0yt
= 2" 3 () 2ty R T () 2ty

= 2"+ 3 ((kﬁl) + (Z)) ah -y th gyt

O e » I e D ER

mo (M) 2ty

(1v)

n+1—k

Die Behauptung folgt nun per Induktion. O

Bemerkung 23. Man kann Satz[0 auch anschaulich begriinden: Ausmultiplizieren von

(z+y)" =(@+y) ... (z+y)
IT_ll IT_HI

ergibt eine Summe von 2" Termen der Form x* - y" %, fiir gewisse 0 < k < n. Ist 0 < k < n fiziert,

so entspricht die Hiufigkeit des Auftretens des Terms x* - y*=* genau der Anzahl der Méglichkeiten,

aus k der n ,Topfe“ T1,..., Ty das Element x ,herauszunehmen®, was wiederum der Anzahl der
k-elementigen Teilmengen der Menge {1,...,n} entspricht, also (Z) nach Satz @

Bemerkung 24 (Einbettung von Q). Sei K ein Kdrper.
1) Wir definieren ng := nlg fir alle n € Z. Wir erhalten fir m,n € Z aus , dass

(—n)x = —ng, mg + ng = (m +n)g, n(myg) = (nm)x (76)
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gilt. War erhalten aus (Lemma @), dass
ng-x = (nly) -z =n(lg-x) =nz VneZzZ (77)

fiir jedes x € K gilt; also insbesondere

ng - mg = n(mg)

(nm)g Vm,n € Z. (78)

2) Wir nehmen nun an, dass die folgende Aquivalenz gilt
ng =0g fir neZ — n = 0; (79)
und bemerken folgendes:
e Fiir alle p € Z und q € Z4o, ist das Korperelement

1
EK = Pe _Px = pli - (q]-]K)_l ek
q % qlx

definiert (es gilt qlx € Ky ); und wegen Lemma folgt

%ngeK fir pEL, qELyy = p=0 < ozge@. (80)

o Mit Lemma erhalten wir fir p,p’ € Z, p" € Z4o und q € Z, die folgenden Identititen:

p, P _pe P pepe @ (P)e _
q

K+ —K

= = K
¢ @ ax gk -qk (¢d)x  qd

PP Pe | P Pe ot de P @0 (0 +ap)x _ (pd + )
q

= K
7 @ G * G (a9')x aq’
(81)
b _ P e @ (P _ P
q qx dx qx q
~1 ~1
<p” ) o ((p,,)u() I
K -\, =7on. - %
q ax @x  p
e Seien p,p' € Z und q,q' € Nsg gegeben. Dann gilt
/ / / / / / /
-~ +
p v o @ pre o e e b P
q q qq qq gx dx q q
Daher ist die Abbildung
U, QoK 2 P2oPy (82)
q q

wohldefiniert und injektiv. Die ersten beiden Zeilen in zetgen dann bereits, dass Uy ein
Korperhomomorphismus ist.

Gilt also die Bedingung , so ist Q eingebettet in K, und zwar vermdge der Korpereinbettung
(82). Insbesondere kann dann K nicht endlich sein; genauer gilt |K| > |Q| (vgl. Bemerkung
und Lemma @

Ubung 40 (Endliche Kérper). Sei k € N, sowie Z/~y, und +, -, — wie in Beispz'el definiert. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:
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a) Fir alle k € N, ist (Z/~,+,[0]~,), ist eine abelsche Gruppe.
b) Fiir k> 2, ist (Z/~, -, [1]~,) ein abelscher Monoid; und es gilt das Distributivgesetz

a-(B+7)=(a-B)+ (a-7) Va,B,7 € Z/~y.
c) Fiir k =2,3,5, ist
(Z/~k N {[0]~ }s - [1~)
ist eine abelsche Gruppe (multiplikative Inverse); also 7]~y ein Korper.
d) Gilt k =p-q fir gewisse N> p,q > 2, so ist Z/~y, kein Korper.
Hinweis: Lemma .

Bemerkung: Wie Teil bereits vermuten lisst, kann man zeigen, dass Z/~y, fiir jede Primzahl k > 2
ein Korper ist — dieser wird gemeinhin mit Fy notiert. Aus dem Satz iber die Primfaktorzerlegung
folgt nun, dass jedes N > k > 2 welches keine Primzahl ist, als k = p - q fiir gewisse N 2 p,q > 2
geschrieben werden kann. Punkt zeigt daher, dass 7/~ auch nur fir Primzahlen ein Korper ist.

4.2.3 Angeordnete Korper

Das nichste Lemma formalisiert die Aussagen fiir die rationalen Zahlen aus Ubung

Lemma 17. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann gelten die folgenden Aussagen fiir alle
x,y,a,b € K:

1) r<y AN a<bd — r+a<y+b
2) r<y N a<b = r+a<y+b
3) r<y A a>0g = a-xr<a-y

4) r<y N a>0 = a-x<a-y

5) Ox<z<y N 0k<a<b = ok <a-x<b-y
6) <y o —y < —x

7) y<z A a<0 = a-v<a-y

8) T # O = 22 > 04

9) 1 > Oy

10) x> 0y — 7> 0y

11) O <<y — O <y ' <a!
12) y <z <0k = rl <yl <0y

Erinnerung: Fiir z,y, z € K gelten die Implikationen:

<y = r+z<y+z (168)
x <y — T+z<y+z (70)
z,y > Ok — -y > Og. ‘@’

Beweis. 1) Zweimaliges anwenden von (68)), liefert z +a <y +a <y +b.
2) Anwenden von und dann , liefert c+a<y+a<y-+b.

3) Addition von —z liefert Oy < y — z wegen . Anwendung von liefert 0x < a- (y —x) =
a-y—a-x. Addition von a - z liefert a - x < a -y (wegen )
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4) Wegen Teil 3)| gilt a -z < a-y. Nun kann a -z = a - y wegen a € Ky nicht gelten, da ansonsten
Multiplikation mit a~!, die Gleichheit = = y impliziert. Dies zeigt a -2 < a - y.

5) Aus Teil folgt Ox = a-0x < a-z < a-y < b-y. Fir den letzten Schritt beachte man,
dass a -y = b-y wegen y € Ky, bereits a = b implizieren wiirde, was den Voraussetzungen
widerspricht.

6) Dies folgt durch Addition von —x — y auf beiden Seiten.
7) Wegen Teﬂ@gilt —a > Og; also (—a) -y < (—a) - x wegen Teil also a-z < a-y wegen Teil@
8) Wegen Lemma gilt 22 = (—x)2. Ist & > O, so folgt 2% > Oy aus Teil |5)| Ist z < O, so ist
(=) > 0 wegen Teil[6)} und es folgt ebenfalls 2 = (—2)? > 0.
9) Wegen [8)| und 1y # Ok gilt 1y = (1x)? > Ox.
10) Esist 272 = (z71)? > 0x wegen Teil [8)} also folgt die Behauptung aus Teil |3)| durch Multiplika-
tion von @ > 0y mit (z~1)2.
11) Dies folgt durch Multiplikation mit y~! -z~ O
12) Multiplikation mit —1 liefert 0y < (—z) < (—y) wegen Teil[6)] Teil[11)|zeigt dann 0, < (—y)~* <
(—2)~!; und Multiplikation mit —1 liefert wegen Teil @ und Lemma die Behauptung.

Ubung 41. Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass die Gleichung x = —x genau eine
Lésungen in K hat. Welche ist das?

Lemma 18. Ist (K, <) ein angeordneter Korper, so gilt ng > Og fiir alle n € Nxg.

Beweis. Nach Lemma [17]9)[ gilt 1x > 0x (IA). Gilt nun ng > 0 fiir ein n € N5o (IV), so folgt
(n+ 1)g = ng + 1x > Og + Ox = Ox aus Lemma [17]11)| . Per Induktion folgt daher ny > Oy fiir alle
n e N>0. ]

Wir erinnern an die Diskussionen in Bemerkung [24}2) Der néchste Satz zeigt, dass der Korper der
rationalen Zahlen vermoge der Abbildung in jeden angeordneten Korper eingebettet ist.

Satz 7. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann ist die Abbildung Vy: Q > g > %]K € K definiert
und eine Kdrpereinbettung.

Beweis. o Wegen Lemmal[l8] gilt ny > O fiir alle n € N5; und aus sowie Lemma [17}{6)| (zweiter
Schritt) folgt dann

(—n)x " —ng < O Vn € Nyjp.

Daher gilt (also: ngx = 0 fir n € Z < n = 0), sodass Uy nach Bemerkung ein
wohldefinierter injektiver Koérperhomomorphismus ist (wenn Q,K als Korper ohne Anordnung
aufgefasst).

e Es bleibt noch nachzuweisen. (also: z <y fir z,y € Q = VY(z) < ¥Y(y))
— Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass Wg(z) > Ok fiir alle Q 5 z > 0 gilt; denn dann folgt
<y = y—x>0 = Wy —Vg(z)=Tgly—2)>0 =  Tg(z) < Tgy).

— Seinun Q 3 g > 0 vorgegeben. Wir konnen ohne Einschrankung p € N und ¢ € Ny annehmen.
Dann gilt px > Ox und gx > Ox wegen Lemma also auch (gx)~! > Ox nach Lemma
— Mit (69) folgt (x,y >0 fur z,y e K =  z-y>0)
‘IJK<B> = QK = Px- (‘IJK)_l > Ok,
q q
was die Behauptung zeigt. O

60



Korollar 8. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Fiir x,y € K mit x <y, gilt ¢ < %]K' (r+y) <y.

Beweis. Es gilt 0 < % < 1in Q, also Og < %]K < 1g nach Satz |7 Weiterhin gilt (y — z) > Ox (wegen
(68))); also folgt aus Lemma [17)}5), dass gilt:

1
OK<§K-(y—x)<1K'(y—$).

Addition mit x = 1 - x liefert

Z

©- (T +y),

DN | =

1
m<1K-x+§K-(y—$)<y mit a =

[0}

was die Behauptung zeigt. O
Lemma 19. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, sowie x,y € K.

1) Isty < x+ ¢ fiir alle e > Ok, so gilt y < z.
2) Ist v —e <y fir alle e > O, so gilt © < y.

Beweis. 1) Beweis durch Kontraposition: Sei < y. Nach Korollar [§]ist dann

1 1
x<5K-(x+y)<y = y>x+§u<-(x+y)—x.
|
=:e> 0
2) Dies folgt aus wenn man dort die Rollen von x und y vertauscht. O

Lemma [I9 wird oft auch in der folgenden Form angewandt:
Korollar 9. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, sowie x,y € K und Ox < 7 € K.

1) Isty <x+¢€ fir alle Og < e < T, so gilt y < x.
2) Ist v —e <y fir alle Ox < e < T, so gilt x < y.

Beweis. Die Behauptungen folgen umgehend aus den entsprechenden Behauptungen in Lemma
denn wir haben die folgen Implikationen:

o Gilt y <z + ¢ fiir alle 0K<5<T,|Esogilt auch y < x + ¢ fiir alle € > Og:

Ist ndmlich € > 7 vorgegeben, so gilt Oy < € := %K -7 < 7 nach Korollar |8 und wir erhalten
y<z+e = y<zt+e<z+r<z+E
o Gilt z — e <y fiir alle Ox < € < 7, so gilt auch z — ¢ < y fiir alle € > Ok:
Ist ndmlich € > 7 vorgegeben, so gilt Oy < € := %K -7 < 7 nach Korollar |8 und wir erhalten
r—e<y == Yy>r—e>r—T>x—E.
Die zeigt die Behauptung. O
Satz 8 (Die Bernoullische Ungleichung). Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann gilt

1l + nx < (1x + )" VneN, z> —1g.

12Prinzipiell kénnte dies zunichst eine Nullbedingung sein, da ad hoc kein derartiges Ox < & < T existieren muss.
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Beweis. Die Aussage ist klar fiir n = 0 (IA). Gilt nun die Behauptung fiir ein n € N (IV), so folgt

(le+2)"™ = (k+2)" (lk+2)
> (g +nx)- (g + )

= 1K+nx+x+n:c2

70), (77

> 1]1( + (TL + 1)x

Im zweiten Schritt haben wir zusétzlich sowie (1g + z) > Ox angewandt (beachte (1x + x)" —
(1x + nx) > 0x nach (IV)). Im letzten Schritt haben wir 22 > 0y (Lemma [L7[8))), nyx > 0y (Lemma

18]), sowie ) benutzt. O

Wir erinnern an die BegrifHlichkeiten des Supremums und des Infimums aus Definition sowie an
die Aquivalenzen der Begriffe grofites/kleinstes bzw. maximales/minimales Element im angeordneten
Fall (siehe Lemma [2)).

Lemma 20. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, und ) # X C K eine nichtleere Teilmenge. Dann
gelten die folgenden Aquivalenzen:
K 3 0 = supg(X) = X<o AN VKoe>0:dzeX:x>0—c¢ (83)
K> u= infg(X) = u<X A VK3e>0:dzeX:z<u+te. (84)

Beweis. Wir zeigen nur . Die Aquivalenz folgt auf die gleiche Weise.

e Sei 0 = supg(X). Geméf Definition ist dann o das kleinste Element der Menge Ok (X) =
{o € K| X < o0} aller oberen Schranken von X. Daher gilt auch X < o. Ist nun weiterhin & > Og
vorgegeben, so gilt o — e < o, also (0 —¢€) ¢ Ox(X) (wegen o < Og(X)).

— Dann gilt nicht X < o — ¢; also existiert ein € X, sodass nicht z < (0 — ¢) gilt.
— Da K angeordnet ist, gilt somit z > 0 —¢.

e Es gelte die rechte Seite von .

— Wegen X < o gilt 0 € Og(X).
— Angenommen, es existiert ein s € Og(X) mit s < o. Dann gilt € := 0 — s > 0x. Wegen der

rechten Seite von , existiert somit ein x € X mit & > 0o — ¢ = s. Dies widerspricht der
Annahme X < s. Da K angeordnet ist, zeigt dies o < Og(X).

Folglich ist o das kleinste Element von Ok (X). O
Ubung 42. Zeigen Sie die Aquivalenz .

Proposition 1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, und O # X,Y C K nichtleere Teilmengen.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) supg(X +Y) = supK(X) + supg(Y), falls supg (X) und supg (Y') existieren.

2) infg(X +Y) = infg(X) + infx(Y), falls infg(X) und infx(Y) existieren.

3) supg(X -Y) = supK( ) -supg(Y) fir X,Y > Ok, falls supg (X) und supg(Y') existieren.

4) infg(X -Y) = infg(X) - infx(Y) fir X,Y > Ok, falls infg(X)

5) infg(X) = —supg(—X), falls supg(—X) existiert.

und infg(Y') beide existieren.
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Beweis. Im Falle der jeweiligen Existenz sei

ox := supg(X), oy := supg(Y), uy := infg(X), uy = infg(Y")
Wir beweisen die ersten vier Aussagen mit Hilfe der Aquivalenz in Lemma
1) Seio:=ox + oy.

e Esgilt X +Y <o, wegen Lemma [17}1)] (r+y<ox+oy=0)
e Sei nun € > Oy vorgegeben; sowie € := %K - €.
— Es gilt £+ & = ¢, wegen und .
— Es gilt 0x < € < g, wegen Korollar
Geméf , existieren z € X und y € Y mit x > ox — € und y > oy — . Wir erhalten aus
Lemma [17)2), dass gilt:
X+Yosz+y>(ox —&)+(oy —é)=o0ox oy —(E+&)=0—c¢.

Die Behauptung folgt nun aus .

2) Dies folgt analog zu Teil [1)| (Ubung .

3) Sei 0 := ox - oy; und beachte ox,0y > Ox (wegen X,Y > 0g). Die Behauptung ist klar, wenn
ox = Og oder oy = Ok gilt; denn dann ist X - Y = {0}, also supg(X -Y) = 0x = 0x + Ox = o.
Wir kénnen daher annehmen, das 0 := min(ox, oy) > O gilt:

e Esgilt X -Y < o0 wegen Lemma [17}{3)] (z-y<xz-oy <ox-oy)
e Sei nun ¢ > Oy vorgegeben. Mit und Lemma folgt

~ . . e 1.
€:= mln(oX+oy,2K 5) > Og.

— Mit Lemma (17| und Korollar 8] (letzter Schritt) folgt

OX—gZOX—%K'(SZOX—%K'OX:%K'OXZOK

0y—§20y—%u«~520y—%n«-0y:%K~0yZOK.

— Gemif existieren x € X und y € Y, mit x > ox — € und y > oy — €.

Wegen Lemma (erster Schritt), &2 > Oy (dritter Schritt), und —(ox +o0y)-& > —¢ (letzter
Schritt), folgt

X-Yoz-y>(ox—£8)-(oy —&)=ox-oy —(ox+oy) - E+&2>0—(ox +oy)-E>0—c¢.

Die Behauptung folgt nun aus .

4) Sei u := uy - uy; und beachte ux,uy > 0x (wegen X,Y > Og). Die Behauptung ist klar, wenn
ux = Og oder uy = Oy gilt; denn dann ist X - Y = {0x}, also infg(X -Y) = 0x = u. Wir koénnen
daher annehmen, das ux,uy > Ox gilt:

o Esgilt u < X Y, wegen Lemma [173)
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e Sei nun € > Og vorgegeben; und sei € := min (m, 1) > Og. Nach existieren r € X
und y € Y, mit Ox < 2 < ox + € und Oy < y < oy + £. Wegen Lemma [17]5)| (erster Schritt),
€ <1 (dritter Schritt), und € < ux + uy + 1 (letzter Schritt), folgt

X Yoz -y<(ux+é) - (uy +¢)
=ux -uy + (ux +uy +€)-&
<u+ (ux +uy +1)-¢
<u+e.

Die Behauptung folgt nun aus (83)).
5) Wir zeigen die Behauptung unter Verwendung von Lemma [17)/6)

e Esist —supg(—X) € Ug(X) = {u € K| u < X} eine untere Schranke von X, wegen

—z <supg(—X) VzelX = —supg(—X) <z VzelX
= —supg(—X) < X.
e Sei Ur(X) 3 u < X eine untere Schranke von X. Dann folgt
X <-u &y _ye Ok(—X) = supg(—X)<—-u = u<—supg(—X).

Zusammen zeigt dies infg(X) = —supg(—X).
6) Dies folgt analog zu Teil [5)| (Ubung .

7) Wir argumentieren wie folgt:

e Wegen X UY < max(ox,oy), ist max(ox,oy) € Og(X) eine obere Schranke von X UY.
o Ist X UY <o0€ Okg(XUY) eine obere Schranke von X UY, so folgt

X <o = ox <o sowie Y <o = oy < o,
also max(ox,oy) < o.
Dies zeigt sup(X UY) = max(ox, 0y) = max(supg(X), supg(Y).
8) Dies folgt analog zu Teil [7)| (Ubung .

9) Gilt X C Y, so ist supg(Y’) eine obere Schranke von X; also gilt supg (X) < supg(Y).
10) Gilt X CY, so ist infg(Y") eine untere Schranke von X; also gilt infg(Y) < infg(X). O

Bemerkung* 2. Proposz'tz'on gilt wegen Lemma@ Lemma@ und Ubung in der gleichen Weise,
wenn man tberall supg durch max, sowie infx durch min ersetzt (vgl. auch Lemma @

Exemplarisch fiir Proposition |1}{1)]
e Es gelte max(X), max(Y) € K. Wegen Lemma [§ ist max(X) griftes Element von X, sowie

max(Y) groftes Element von' Y. Wegen Lemma[5 gilt dann supg (X) = max(X) und supg(Y) =
max(Y).

e Mit Proposition folgt
supg (X +Y) = supg(X) + supg(Y) = max(X) + max(Y) € X +Y.

ﬁbung zeigt dann, dass supg(X +Y') grifites Element von X +Y ist; sodass max(X +Y) =
supg (X +Y) wegen Lemma/g gilt.
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o Zusammen folgt max(X +Y) = max(X) + max(Y).
Ubung 43. Zeigen Sie die Aussagen @L in Proposition .
Bemerkung 25 (Die Betragsfunktion).

1) Gegeben ein angeordneter Korper (K, <), so definiert man die zugehirige Betragsfunktion durch

|z| := max(z, —z). Wegen Lemma gilt dann (vgl. fir Q)
]a;\—{ x  fir x> O,

(85)
—x  fiir © < Og.
Vermdge Fallunterscheidung, erhdlt man aus Lemma[16 und Lemma[I7 weiterhin, dass
v<lzl, xl=[-a, |e-yl=lzl-lyl, |z+yl<|z|+]y| (86)

fiir alle x,y € K gilt. (Ubung

2) Gegeben angeordnete Korper (K, <) und (K, <) sowie ein Korperhomomorphismus ¥: K — K,
gilt automatisch (beachte W(0y) = Og )

U ()] = U(|z|) VaeK (87)

Ubung 44. Zeigen Sie die Abschitzungen und Identititen in , und .
Ubung 45. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Seien x,y € K gegeben mit Oy < x < y. Dann gilt Ox < 2™ < y™ fiir alle n € Nsy.

Hinweis: Induktion.
b) Seien 0y < x,y € K und k € Nug gegeben, mit zF = y*. Dann gilt 2 = y.
Ubung 46. Sei (K, <) ein angeordneter Korper, und x € K. Zeigen Sie:

a) Ist Oy < x < 1k, so gilt Ox < ™ < 1k fiir alle n € Nsy.

Folgern Sie aus Lemma dass ™ > 2"t fir alle n, ¢ € N gilt.
b) Ist 1x < x, so gilt 1x < ™ fiir alle n € N5g.

Folgern Sie aus Lemma dass z"t¢ > 2™ fir alle n, ¢ € N gilt.

Ubung 47. Sei (K, <) ein angeordneter Korper; sowie n € Nsg und z,y € K mit z,y > 0x. Zeigen
Sie mit Hilfe von Satz[6, dass

(x4+y)" > +y" sowie (x+y)" > 2" +n(z" L y) gilt.

Ubung 48. Sei (K, <) ein angeordneter Kiorper. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a) Ist I CK ein Intervall, so ist =1 = {—z |z € I} CK ein Intervall.
b) Ist I C Ky ein Intervall, so ist ™' = {x=1 |z € I} C K ein Intervall.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass I > Ox oder I < Oy gilt (ist I = 0, so gilt natiirlich beides);
und benutzen Sie dann Tez'l sowie die bisher hergeleiteten Rechenregeln.
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4.2.4 Archimedisch angeordnete Koérper

Definition 25. Fin angeordneter Korper (K, <) heifit archimedisch angeordnet, wenn zu jedem x €
K, ein n € Z mit x < ng existiert.

Beispiel 23. Der Korper der rationalen Zahlen (Q, <) ist archimedisch angeordnet; denn fir % 0)
mit p € Z und g € Nsg ist (lp| +1)-¢—p> (IJp| +1) —p>1>0, also

+1).q—
p_ (lpl+1)-q P

(Ipl+1)—= = 0 — P pl+1.
q q q

Proposition 2. Ist (K, <) archimedisch angeordnet, so gelten die folgenden Aussagen:

1) Zu jedem x € K existiert ein n € Z mit ng < x.

2) Zu jedem K 5 e > Oy existiert ein n € Nsg mit 0x < %K <e.

3) Fir alle z,y € K mit y > Ox existiert ein n € Nsg mit z < ny.
4) Fiir alle x,y € K mit x < y existiert ein g €EQ mitz < gK <uy.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wegen Satz 7| (Einbettung von Q in K) gilt:
px<q fur p,q€eZ = p<q. (88)
1) Sei n € Z mit —x < ng. Dann gilt (—n)x = —ng < x mit (—n) € Z.
2) Sein € Z mit 0x < & < ng (also n > 1 wegen (88))). Dann gilt 0y < %K < & wegen Lemma [1711)

3) Per Voraussetzung existiert ein n € Z mit 5 =2-y ! < ng. Wegen y > 0x und Lemma
folgtx:y-£<nK-y:ny.

4) Wegen Teil existiert ein n € Ny mit Og < %K < y — z. Multiplikation mit ng, liefert (wegen

Lemma :

ng - x4+ lx < ng - y. (89)
Wir argumentieren wie folgt:
e Wegen Teil |1)| existieren p,q € Z mit

(188)
pr < nx Y < Qg p<q. (90)

Daher ist die Menge
M:={meZ|lp<m<q A mg<ng y}

nichtleer und endlich. Wegen Lemma [3||1)| existiert somit m := max(M).
e Offensichtlich gilt m + 1 < gq. Wegen der Maximalitdt von m gilt weiterhin (erster Schritt)

(In der Tat, gilt ndmlich (m + 1)g < ng -y, so folgt mit der linken Seite von

(99)
(m—i—l)KgnK-quK also m+1<gq - (m+1)e M)

Wir erhalten mit my < ng - y (dritte Abschéitzung)

89 (91) —1
ng-r+1lg < ng-y < mg+ g <ng-y+ 1k =5 ng - T < mg < Ng -y
m
— r< —r<yY
n
gilt, was die Behauptung zeigt. O
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*Korollar 2. Sei 0 < x < 1. Fiir jedes € > Ok, existiert ein N, € Ny mit
Ok <a"<e Vn > N;.

Beweis. Zunichst gilt 0x < 2" < 1 fiir alle n € Nsg, wegen Ubung 46[la)l Weiterhin gilt 0; < 1x <
!, wegen Lemma Wir setzen h := 271 — 1; > Oy; sodass dann also z = (1x +h) ™! gilt. Satz
(zweiter Schritt) und Lemma [17]2)| (letzter Schritt) liefern

()P ()" = (I + B)" > 1x +nh > nh >0 VneN.

Also gilt 2" < (nh)~! wegen Lemma Fiir £ > Oy vorgegeben, sei nun N, € Nxg mit e~! < N.h
(Proposition [23))); also (Lemma [17)]11))

el<nh Vn>N. = " < (nh)l<e Vn> N,
was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung* 3. Proposition @ verschirft die Aussage in Korollar@ sofern man Letztere auf die
Aussage NV x,y € K: 2z € K:z < z < y* reduziert. Wegen Satz[7 kinnte man evtl. dennoch auf
den Gedanken kommen, dass jeder angeordnete Kérper automatisch archimedisch ist — da er ja in
einer gewissen Form ,beliebig grofie” natiirliche Zahlen enthdlt. Das dies nicht der Fall ist, wollen
wir durch folgendes Gegenbeispiel grob plausibel machen:

Wir betrachten den Folgenraum ZN (vgl. Notation , und darin die Teilmenge
Z:={(zn)nen €Z" |3LEN: 2, =0 Vn>/(}
(yaller N-Tupel (2p)nen € NN mit nur endlich vielen Eintragen ., ungleich 0¢). Wir setzen
n:= (0)ren fiir (de)een € Z  gegeben durch  dp=n und dy=0 VI{>1
fiir alle n € Z; und definieren weiterhin

grad((zn)nen) := max({n € N|z, # 0}) V (Zn)nen € Z
abs((xn)nEN) = Tgrad((zn)nen) V (T )nen € Z.

Wir definieren die Abbildungen

+:Zx7Z—=1Z, ((l'n)neNa (yn)nEN) = (xn + yn)neN

- =17, (xn)nEN = (_-Tn)nEI\U
sowie - : Z X Z — 7 mit
((xm)meN : (yn)nEN)g = Zm+n:g Tm * Yn VeeN.
Beispielsweise ist also
((‘Tm)meN : (yn)neN)O = o * Yo,
((xm)mGN . (yn)nGN)l =20 Y1+ 1" Yo,
((xm)meN : (yn)neN)2 =T Y2 + 1 Yy1+ T2 Yo,
((Cﬂm)meN : (yn)neN)3 =To Y3+ 1 Y2+ T2 Y1+ T3 Yo,
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Man prift nach, dass (Z,+,0) und (Z,+,1) abelsche Monoide sind, mit

a-B+v)=(a:B)+ (a-7) Va,B,veZ.

Anschaulich kann man Z einfach als eine (gewisse) Vergrifierung von Z verstehen, mit Einbettung
(injektive Abbildung, die mit den Rechenoperationenvertriglich ist)

7 — Z, n — n.

Analog zur Konstruktion von Q in Beispiel @ setzen wir Q = Z x Zyg mit Zz := Z \ {0}; und
definieren

(a, B) ~ (/, 3) — a-B =3
fir a,o/ € Z und 8, € Z4g, sowie

(0%

— = [(, B)]~ VacZ, B eZy.

™

Wir betrachten den Quotienten

Q::Q/N:{ aGZ,/BGZ#O}},

5|

B
und setzen m := T fiir alle n € Z (also insbesondere 0 = % und 1 = %) Die Rechenoperationen auf
Q sind definiert durch

a & _of+hd o —o  a o o (0/’>—1.5
g g [CIC A g B’ g g Bpr B a’
fir o, € Z, &" € Z4o, und B, " € Z1o. Schlieflich definieren wir
%20 L abs(a-p) >0
fir o€ Z und 5 € Z\ {0}; und dann
x>y fir x,yeQ = z—1y>0.

Man priift nach, dass diese Operationen auf Aquivalenzklassen wohldefiniert sind; und weiterhin,
dass (Q,<,+,0,-,1) ein angeordneter Korper ist, mit Korpereinbettung (mit Wo(n) = n fir alle
nez)

\I,Q: Q — Q7

— (92)

3
o |T

Fiir a € Z mit grad(a) > 1, gilt dann abs($ — n) = abs(a) > 1 fiir alle n € Z, also n < § fiir alle
n € Z. Daher ist (Q, <) nicht archimedisch.

Beweis der Transitivitdt von <. Wir wollen schliellich die Transitivitdt von < behandeln, da diese
am schwierigsten zu verifizieren scheint: Es ist unmittelbar einsichtig, dass

grad(a - §) = grad(a) + grad(3)
=a

abs(a - ) = abs(a) - abs(3) (93)
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fiir alle o, 8 € Z gilt. Seien nun o, o/ € Z sowie (3, € Z.o gegeben mit 3 g—; > 0; also abs(a) -

abs(3) = 0 und abs(a) - abs(3’) > 0. Dann gilt § + g, > 0, wegen

(abs(cv) - abs(') + abs(f) - abs(a)) - abs(f3) - abs()
= abs(a) - abs(B) - abs(3)% + abs(a) - abs(8') - abs(3)% > 0.

Sind nun «, o/, " € Z sowie 8, ', 8" € Z4y gegeben, mit 3 < % und % %‘— dann gilt & -320
sowie 5,: Oﬁ‘/ > 0; also
1 1 / /
of a g’ aly gl ay o
7o\ ) T\ R "
nach dem soeben Gezeigten. a

4.2.5 Das Vollstindigkeitsaxiom

Die letzte Korpereigenschaft, die wir besprechen wollen, ist die der Vollstéandigkeit.

Notation 16. Gegeben ein angeordneter Korper (K, <) und eine Teilmenge X C K, so schreiben
wir im Folgenden vereinfachen sup(X) anstelle supg (X), sowie inf(X) anstelle infg (X).

Definition 26. FEin angeordneter Kirper (K, <) heifst vollstindig (oder wvollstindig angeordnet),
wenn jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von K eine kleinste obere Schranke hat. Ist
also ) # X C K gegeben mit X < o fiir ein o € K, so existiert sup(X) € K.

Korollar 10. Ein angeordneter Korper (K, <) ist vollstindig genau dann, wenn jede nichtleere nach
unten beschrinkte Teilmenge von K eine grifite untere Schranke hat (fir ) # X C K mit u < X fiir
ein u € K, ezistiert inf (X) € K).

Beweis. Die Aussage folgt aus Proposition

e Sei (K, <) vollstindig angeordnet; sowie ) # X C K und v € K mit v < X. Dann gilt —X < —u.
Daher existiert sup(—X) wegen der Vollstdndigkeitsannahme. Proposition [1[i5)| zeigt inf(X) =
—sup(—X), also insbesondere die Existenz von inf(X).

e Es gelte, dass jede nichtleere nach unten beschriankte Teilmenge von K eine grofite untere Schranke
hat. Seien nun ) # X C K und 0 € K mit X < 0. Dann gilt —o < —X; also existiert inf(—X)
per Annahme. Proposition [L|6)| zeigt sup(X) = —inf(—X), also insbesondere die Existenz von
sup(X). O

Notation 17. Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper, und ) # X C K eine nichtleere
Teilmenge von K.

o Wir schreiben sup(X) < oo, wenn sup(X) ezistiert (also X nach oben beschrinkt ist); sowie
sup(X) = oo, falls sup(X) nicht existiert (also X nach oben unbeschrinkt ist).

o Wir schreiben —oo < inf(X), wenn inf(X) ezistiert (also X nach unten beschrinkt ist); sowie
inf(X) = —o0, falls inf(X) nicht existiert (also X nach unten unbeschrankt ist).
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Bemerkung 26 (Intervalle in vollstéindig angeordneten Korpern). Ist (K, <) vollstindig angeordnet,
so sind die nichtleeren Intervalle in K, genau die Teilmengen der Form ; also mit z,y € K:

[z,z] ={yeK|z<y<z} (abgeschlossenes Intervall)
r,z) ={yeK|z<y<z} (offenes Intervall)
z,z] ={yeK|z<y<z} (linksoffenes Intervall)
[z,2) ={ye K|z <y<z} (rechtsoffenes Intervall)
00) :={y € K|z <y} (94)

[2,00) :={y € K|z <y}

(-00,2) :={y € K|y < 2}

(-00,2] :={y € K|y < 2}
(—o0,00) =K

(z < z)
(x < 2)
(x < 2)
( )

r <z

Sei hierfiir ) # D C K ein Intervall:
e Sei D weder nach oben noch nach unten beschrankt. Dann gilt D = (—o0, 00) = K:

Beweis. Fiir ¢ € K vorgegeben, gilt weder ¢ < D noch D < ¢. Da K angeordnet ist, existieren
daher gewisse a,b € D mit a < ¢ < b. Aus der Intervalleigenschaft von D folgt ¢ € D. O

e Sei D nach oben aber nicht nach unten beschrinkt. Dann existiert z = sup(D); und es sind die
folgenden beiden Fdlle maéglich:
—z€D = D=(-00,2
(Fir alle ¢ € D gilt ¢ < z, und somit D C (—o0, z]. Fir ¢ € (—o0,z] vorgegeben, existiert
(wegen ¢ £ D) ein a € D mit a < c. Es folgt a < ¢ < z mit a,z € D, also c € D.)
—z¢D = D= (—00,2).
(Fiir alle ¢ € D gilt ¢ < z, und somit D C (—o0,z). Fir ¢ € (—00,z) vorgegeben, existiert
(wegen ¢ £ D) ein a € D mit a < c. Es folgt a < ¢ < z mit a,z € D, also c € D.)
Ebenso argumentiert man fiir den Fall, dass D nach unten aber nicht nach oben beschrdinkt ist;
und erhdlt die beiden Fille D = [x,00) sowie D = (z,00) mit x := inf(D).
e Fine analoge Fallunterscheidung liefert die ersten vier Intervalltypen in ; und zwar fir den

Fall, dass D sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt ist.

Ubung 49. Seien (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper. Seien I,.J # (), und (8ij) (i, j)erx eine
Familie von Elementen aus K, mit s := sup({s;; | (,7) € I x J}) < 0o. Zeigen Sie:

a) Fir allei € I, gilt s; :=sup({si; |j € J}) < s.

b) Fir alle (¢',j") € I x J gilt sy < sup({s;|i € 1}).

c) Es gilt s =sup({s; |i € I}).

Lemma 21. Ist (K, <) vollstindig angeordnet, so ist (K, <) archimedisch angeordnet.

Beweis. Sei (K, <) vollstandig angeordnet. Ist (K, <) nicht archimedisch angeordnet, so existiert ein
o € Kmit Z := {ng |n € Z} < o. Daher existiert sup(Z) € K. Nun gilt

ng <sup(Z) VneZ = ng+lxg=(n+1)x <sup(Z) VneZ
= ng <sup(Z)—1lx VneZ
= Z <sup(Z) — lg.

Wir erhalten Z < sup(Z) — 1x < sup(Z) (wegen —1yx < 0x), also eine Widerspruch zur der Definition
von sup(Z). O
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Bemerkung* 4. Insbesondere zeigt Lemma dass der Korper Q aus Bemerkung@ nicht vollstindig
angeordnet ist (sein kann).

Wir kommen nun zum Wurzelziehen (siehe auch Beispiel |61 in Abschnitt [7.2.2]).

Satz 9. Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper. Gegeben k € Nsg und x > Ok, so existiert

genau ein K 3 z > 0x mit 2k =z,

* Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ist klar wegen Ubung [45/la){ und (0x)* = 0x. Wegen (0g)* = Ox,
koénnen wir weiterhin x > Oy annehmen.
Fiir die Existenz, setzen wir

Cly] ::k-max({(’;)yg‘Ogﬁgk—l})ZlK Vy > Og. (95)
Fiir 0x < § < 1x und y > Ok, liefert der Binomische Lehrsatz (Satz @:
(y+0)f =y + (X () ' 0" 1) -6 <"+ Clyl -6
(y—0)F = ok = (X020 () (D) -yf - 6" 6 = yh — Cy] -6
Sei nun x > Ok, und
X :={0x <yeK|y* <z}

Wegen 0; € X, gilt X # (. Weiterhin ist X < max(1lg,z) nach oben beschrinkt; denn fir y € X
erhalten wir:

o Ist Oy <y < 1y, so gilt y* < 1 wegen Ubung
o Ist 1y <y, so gilt y < y*¥ < x wegen Ubung

Wegen der Vollstéindigkeit von K, existiert dann z := sup(X) > 0x. Wir argumentieren nun wie folgt:

e Es gelte z* < . Fiir € := min (1K,£L‘— zk) und J := %K' C‘TZ} > Ok, folgt dann wegen
k ko L k
(z4+0)" <=z tore<z +e<z = (z40) € X,

was X < z widerspricht. Daher gilt z < z*.
e Fiir Ox < € < 1 vorgegeben, sei § := &7 > Ox. Nach Lemma existiert ein y € X mit y > z—9.
Es gilt dann wegen und Ubung 45/fa)|

zk—5:zk—0[z]'5§(z—&)k<yk<x - F<are
Da dies fiir alle € > 0y gilt, folgt z* < z aus Korollar
Dies zeigt 2¥ = x, also die Behauptung. O

Bemerkung 27. Fir die Findeutigkeitsaussage in Satz[9, ist die Bedingung z > Oy unabdingbar
wenn x > O gilt und k gerade ist. Gilt ndmlich 2> = z fir x,z > Ox und n € Nxg, so gilt ebenfalls

mit —z # z wegen z > 0 (vgl. Ubung .

Definition 27 (k-te Wurzel). Sei (K, <) vollstindig angeordnet, k € Nsg und Oy < z € K. Die k-te
Wurzel {/x von x, ist definiert als das (nach Satz@ eindeutige Elemente Oy < z € K mit 2F = «.
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Ubung 50. Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Kiorper, und x € K. Zeigen Sie:

a) Ist Ox < x < lg, so gilt "*/x > ¥z fiir alle n,{ € N5g.

b) Ist 1y < x, so gilt ¥xr > "*Yx fiir alle n,f € Nxg.

Hinweis: Beweis durch Kontraposition, mit Hilfe der dritten Identitdt in sowie Ubung @

Definition 28 (Rationale Potenzen). Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper. Fir g €eQ
mit p € Z und q € Nsq, definieren wir

P

xa = (V)P = Jap VK >z > 0. (97)

Fiir a € Q beliebig, wahlen wir p € Z und q € Nsg mit a = }57 und setzen z = xa.

Das folgende Lemma klért die Wohldefiniertheit der rationalen Potenz.
Lemma 22. Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper, und Oy < x € K.
a) Es gilt (Yx)P = /xP fiir alle p € Z und q € Nxg.
b) Ist % = % fiir p,p’ € Z und q,q' € Ng, so gilt /2P = Var.
Beweis. Dies folgt aus die Eindeutigkeitsaussage in Satz |§|, sowie der dritte Identitét in . O
Ubung 51. Beweisen Sie Lemma .
Ubung 52. Sei (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper, und seien Ox < x,y € K. Zeigen Sie:
a) Es gilt (x-y)* =% - y® fir alle o € Q.

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zundchst per Induktion fir alle o € N; und wenden Sie dann

i Lemma an, um die Aussage fir alle o € Z zu zeigen. Folgern Sie hieraus, dass die
Aussage fir alle o € {% | n € Nog} gilt (Eindeutigkeit in Satz @ Folgern Sie schlieflich die

Behauptung.
b) Ist Ox < x <y, so gilt {/x < /y fiir alle n € Nxo.
c) Ist Ox < x <y, so gilt x* < y* fir alle 0 < o € Q.

Sie diirfen die Aussagen in Ubung@frei benutzen.
Wir schlieflen diesen Abschnitt mit dem folgenden wichtigen Korollar zu Satz [0
Korollar 11. Der archimedisch angeordnete Kéorper (Q, <) ist nicht vollstindig.

Beweis. Wir nehmen an, dass Q vollstdndig angeordnet ist. Nach Satz[J] existiert dann ein 0 < z € Q
mit 22 = 2. Wir schreiben z = % mit p, ¢ € Nyg teilerfremd; also

AN>n>2 A a,beNyg): (p=na A g=nb). (98)

, und

LSS

Einschub: Um eine derartige Darstellung von z zu erhalten, fixiere man p,§ € Nsg mit x =
betrachte die endliche Menge

N:={(N>n>2|3p[n],qn] €Nso: (p=n-pln] A §=n-q[n])}.

e Gilt N =0, so ist % die gesuchte Darstellung.

72



e Gilt N # (), so existiert n := max(N). Die gesuchte Darstellung ist dann gegeben durch %:

Sind némlich p[n] und g¢[n] nicht teilerfremd, so existieren N > m > 2 sowie a,b € N5 mit
p[n] = m-a und g[n] = m-b; und wir erhalten p = (nm) - a und ¢ = (nm) - b mit nm > n, was der
Maximalitat von n widerspricht.

Wir erhalten

[

== p? = 2¢° = q2:£

2
2=zx°= 5 -

QM"B

Somit ist p? gerade; und daher ist auch p gerade (Beweis durch Kontraposition). Folglich gilt p = 2a
fiir ein a € Nxg, also p? = 4a?. Es folgt ¢®> = 4a/2 = 2a®. Daher ist ¢® gerade; also ist ¢ = 2b (fiir
ein b € N5 ) ebenfalls gerade. Daher gilt p = 2a und ¢ = 2b, was widerspricht. O

Bemerkung* 5 (Approximation von Wurzeln in archimedisch angeordneten Koérpern). Wir wollen
an dieser Stelle noch zwei Eigenschaften diskutieren, die wir im ndchsten Abschnitt zur Veranschau-
lichung der Konstruktion der reellen Zahlen (vermdge Dedekindscher Schnitte) bendtigen werden. Sei
hierfiir (K, <) ein angeordneter Kirper, Ox < x € K, und

X :={0x <yecK|y" <z} (99)
wie im Beweis von Satz[4 Es gilt dann Folgendes:

1) Fiir jedes y € X, existiert ein z € X mity < z.
2) Ist (K, <) archimedisch angeordnet, so existiert zu jedem 0 <7 < z einy € X mit 7 < y* < m.

3) Anschaulich bedeutet die Eigenschaft z'n dass — obwohl die k-te Wurzel von x in K mdglicherweise
nicht existiert — die Teilmenge X besagte Wurzel dennoch darstellt/beschreibt bzw. ,von unten
approximiert”.

Auf die Annahme, dass (K, <) archimedisch angeordnet ist, kann hierbei ohne Weiteres nicht
verzichtet werden.

Beweis der Aussagen:

1) Seiy Z‘OK mit y* < z; und sei £ := min (1,:6 —y ), sowie § := jx - ﬁ > 0 mit Cfy] wie in .
Dann gilt

(96) 1
(y + 0)* <yk+§K'€<JL‘ = (y+90) € X,

was die Behauptung zeigt.

2) Wie im Beweis von Satz [9] folgt X < o fiir 0 := max(1l«,z). Fiir C[o] wie in (9F), folgt aus dem
Binomischen Lehrsatz (vgl. (96]))

(y+o)f —yh = (S5 (B yt- 64 -6 <Clo]- 6 V0 <y <o, 6> 0 (100)

Weiterhin gilt z < of wegen Ubung Wir nehmen nun an, dass die Bahauptung falsch ist.
Dann existiert ein Oy < 7 < x mit Ox < yk < 7 fiir alle y € X. Nun existiert wegen Teil [1)| und
Ox € X, ein O < u € X. Insbesondere gilt also 0y < u* < 7. Wegen Proposition existiert
ein n € N mit Og < %K < min (u, "”é,;[OT]), also

(

, @@

K)k<uk§7 sowie (y+%u<)k r—1 VyelX. (101)

S|
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Wegen Proposition existiert ein m € N5 mit "x > o, also
(Ze)k > b >z > 7.
Wegen Satz [7] gilt 0x < %K < %]K <...< 7rx. Somit ist dann
k
E::max({l §p§m—1| (%K) §7‘})

definiert, und es gilt (%K)k <7< (“—IK)k. Aus der Wahl von 7 folgt dann

n

() <r<os (B = (B9 - (L) zeor

n

Aus der rechten Seite von (101)) folgt nun aber

(519"~ (59" = (e 39"~ ()" <z -7,

n n

was der vorherigen Abschitzung widerspricht.

Um die letzte Aussage in [3)| einzusehen, betrachten wir den nicht archimedisch angeordneten
Korper (Q, <) aus Bemerkung [3f und darin die Grad 1-Elemente z[n| = (0,7,0,0,...) fir n €
N5 — also

xz[n] = (0p)eeny  fur  (dp)eewy € Z  gegeben durch 9y =n und & =0 Ve N\ {l}.
Fiir n € N, sei X[n]:={0<y€Q ’ y? < z[n]}, wie in mit k£ = 2 definiert. Es gilt dann

X[n) = Winl = {2 = (£,0,0,...) [peN A qeNsg}  Vne N,

P
q
was man wie folgt einsieht:

o Fiir jedes y € Wn] gilt

grad(y) = 0 = grad(y?) == abs(z[n] — y?) = abs(z[n]) > 0
— y* < zn]
= y € X|[n].

e Gilt umgekehrt y?> < z[n] fiir ein 0 < y € Q, so folgt grad(y?) < grad(z[n]) = 1; also
grad(y) = 0, wegen (93). Daher gilt y € Wn].

Offensichtlich besitzt X [n] (fiir n € N5g) die Eigenschaft in [1)} Allerdings besitzt zum Beispiel
X := X[2] (‘esist also x = x[2]) nicht die Eigenschaft in[2)] denn fiir 7 := (1] gilt X < 7 < .
(Selbiges gilt auch fiir X = X [n + 1] mit n € N5g). O

4.3 Die Reellen Zahlen — vgl. Kaptiel 1 in [11]

Korollar zeigt, dass der Korper der rationalen Zahlen eine wichtige Eigenschaft nicht besitzt,
némlich die der Vollsténdigkeit. Beispielsweise garantiert ja diese Eigenschaft gemé8 Satz[9] dass po-

sitive Wurzeln positiver Korperelemente existieren. Anschaulich kann man sagen, dass die rationalen

Zahlen in einer gewissen Form Liicken aufweisen, die nun gerade durch den Ubergang zu den reellen
Zahlen geschlossen werden. Hauptgegenstand dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 10 (Charakterisierung der reellen Zahlen).

1) Es ezistiert ein vollstindig angeordneter Korper (R, <g).

2) Ist (K, <) ein vollstindig angeordneter Korper, so ezistiert ein Korperisomorphismus ®: R — K.
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Notation 18. Obgleich wir um der Klarheit willen, in diesem Abschnitt den Index ,x“ an dem
Ordnungssymbol <, sowie an den noch zu definierenden Rechenoperationen und neutralen Elementen
von R, konsequent mitnotieren (also R, <g,+g,Og, 1y, » schreiben), werden wir dies in den in den
Folgeabschnitten und Kapiteln nicht mehr tun. Wir betrachten dann Q einfach als Teilmenge von
R, womit alle Konventionen und Notationen gelten, die Sie bereits aus der Schule kennen (also
R, <,4,0,1,-). Die Elemente von R\ Q werden dann als irrationale Zahlen bezeichnet.

Definition 29. Fine Teilmenge o C Q heifit Dedekindscher Schnitt, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfullt:

a) a#0 (o ist nicht leer)
b) o <o firein o€ Q (o ist nach oben beschrinkt)
c)r<yca = ITE« (ist y in «, so auch jedes kleinere Element)
d) rea =— dyca:x<y (av besitzt kein grofstes Element)

Die Menge der reellen Zahlen, ist definiert als die Menge aller Dedekindschen Schnitte; also
R:={a C Q| « ist Dedekindscher Schnitt} C P(Q).

Bemerkung 28.
o Jedes a € R ist ein Intervall in Q:
In der Tat, firx e Q mita3z<zx<y>da, folgt x € o wegen (da x <y).

o Jedes o € R ist ,offen” in dem Sinne, dass fir jedes v € o ein 0 < ¢ € Q existiert, sodass
Q2 (—oo,z+¢) Ca gilt:

In der Tat, wegen existiert einx <y € a. Fir(0 < e :=¥5% € Q gilt dann (—o0,x+¢) <y € a;
also (—oo,z +¢) C a wegen[c)]

(Beachte: Nicht jedes Intervall in Q ist (notwendigerweise) von der Form ; denn Q ist ja
nicht vollstindig angeordnet.)

Beispiel 24.
o Fiir jedes z € Q, ist das Intervall
R 3 afz] := (—00, 2) (102)
ein Dedekindscher Schnitt.

Beweis der Behauptung: Die Eigenschaften Eﬂ und [c)| sind klar per Definition. Weiterhin gilt @7
wegen «afz] < z. SchlieBlich gilt |d)[ wegen z < = + 5% < 2, fiir alle = € a[z]. O

e Gegeben k € Nyg und 0 < x € Q, so ist die Menge
R>a=(—00,0)U{0<ycQl|y’ <} (103)
ein Dedekindscher Schnitt.
Beweis der Behauptung: Die Eigenschaften [a)| ist evident, und |b)| gilt wegen o < max(1,z) (vgl.
Beweis von Satz E[) Weiterhin gelten und wegen Ubung und Bemerkung O
Die reellen Zahlen werden zu einer angeordneten Menge, vermdge der Relation

def,
<

a<gf fir aBfeR a C g.
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Nachweis der Anordnungseigenschaft: Die Ordnungsaxiome [1){3)] in Definition [10] sind unmittelbar
einsichtig. Fiir das Axiom [4)| (also die Totalitét), seien «, f € R vorgegeben.
Angenommen, es gilt 5 € a.

e Dann existiert ein z € § mit x ¢ a.
e Es folgt o < z; denn ansonsten existiert ein ja ein y € a mit x < y, also x € a nach
e Aus|c)| (fiir B) folgt o C 3, was die Behauptung zeigt. O

Lemma 23. Ist ) # X C R nichtleer und nach oben beschrinkt, so existiert supr(X) € R; und zwar
gilt supg(X) = a:= Upey B-
Beweis. Es ist o ein Dedekindscher Schnitt:

e Es gilt a # 0 (also Eigenschaften [a))):
Wegen X # (), existiert ein 8 € X C R. Es gilt 3 # () wegen [)] (fiir 38); also 0 # 8 C a.
e Es gilt die Eigenschaften |EI|:

Per Annahme ist X nach oben beschrinkt. Es existiert also ein v € R mit X <p ~. Wegen
Eigenschaft [b)| (fiir ), existiert ein o € Q mit v < o. Es folgt

f<ey VBeX =  pBCy<o VBeX = a=UsxB<o

e Es gilt die Eigenschaften

Sei x < y € a. Per definitionem existiert ein § € X mit y € 3. Wegen [c)| fiir 3, folgt x € 5 C «;
was die Eigenschaft [c)| fiir « zeigt.

e Es gilt die Eigenschaften @

Gilt x € «a, so gilt x € § fiir ein 5 € X. Wegen Eﬂ flir B, existiert ein z < y € B C «, was die
Eigenschaft @ fiir v zeigt.

Es gilt offensichtlich
BCa VBeX <— b<pga VpeX — X <z a.
Sei nun X <y v € R eine obere Schranke von X. Dann gilt
BCy VBeX = azuﬁexﬁgfy S a<py.
Dies zeigt o = supp(X). O

Um (R, <g) zu einem vollsténdig angeordneten Kérper zu machen, miissen wir noch die entsprechend
Rechenoperationen definieren. Dies geschieht im Abschnitt und beweist den ersten Teil von
Satz Wir werden zudem die zugehorige Korpereinbettung aus Satz [7] explizit mituntersuchen
(siehe (104))), um die Definitionen anhand von Beispielen plausibler zu machen.

4.3.1 Definition der Rechenoperationen auf den reellen Zahlen (*)

(In der Vorlesung Addition im Detail behandelt (also die erste Seite). Den Rest nur grob erklirt.)
Wir definieren die neutralen Elemente durch (vgl. (102)))

0 := a[0] = (—00,0) und 1g = a[l] = (=00, 1).
Wir betrachten zudem die Abbildung
Up: Q — R, x = alz] = (—oo, ), (104)

welche die folgenden Eigenschaften besitzt:
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o U, ist injektiv, denn fiir z,y € Q mit 2 < y gilt Wp(x) ¢ = + L5* € We(y).
e U, ist ordnungserhaltend, denn fiir z,y € Q gilt

r<y — Uy(z) = (—o00,2) C (—o00,y) = Ve(y) — Ve () <p Ue(y).

o Es gilt Wr(0) = Og, sowie ¥r(1) = 1.

Die Abbildung ((104)) entspricht der Koérpereinbettung aus Satz[7} Wir definieren nun die Rechenope-
rationen auf R in der Form, dass (104)) ein Kérperhomomorphismus wird (also eine Kérpereinbettung):

e Wir definieren die Addition, sowie die additive Inversenbildung durch

atyf={v+w|vea AN wepS}
—ra:={veQ|3I0<7€Q: —v—7¢a}
04—R53:0¢+R(—R 6)

Nachweis der Schnitteigenschaften von a4y 8 sowie —p «:

— Sei v := a+g B, sowie 0,6 € Q mit o < o und S < 6. Offensichtlich gilt Eﬂ fiir v; sowie auch @7
wegen 7 < o0+ 0. Sei nun x < y € v mit y = v+ w fiir v € @ und w € §. Dann gilt

= -5)<v AN wi=(w-5)<w d teEa N wWEP

— o= (-5 (w- ) e

was |c)| zeigt. Sei schliefllich x = v+w € vy mit v € a und w € 5. Wegen@ existieren v < v € «
und w < w € Byalsor <y:=0+w € 7, was@ﬁirfy zeigt.

— Sei v := — «, sowie 0 € Q mit @ < 0. Dann gilt —y € v fiir y := 042, wegeny—1 =0+1 ¢ a.
Es folgt v # 0, also gilt [a)] fiir ~. Ist weiterhin x € « ein fixiertes Element, so folgt (wegen
fir o) firalley € Qund 0 < 7 € Q mit y — 7 ¢ «, dass z € o < y gilt; also —y < —z. Dies
zeigt v < —ux, also@fﬁr v. Sei nun z < y fiir y € Q, mit —y — 7 ¢ « fiir ein 0 < 7 € Q. Dann
gilt —y —7 < —x — 7; also —x — 7 ¢ « wegen [c)| fiir a.. Dies zeigt x € ~, also [c)| fiir . Sei
schlielich z € Q und 0 < 7 € Q mit x — 7 ¢ o. Dann gilt y — § ¢ o fiir y ==z — § > =, also
Y3 —z < —y €7, was@fﬁr v zeigt. O

Beispiel 25.
— Firxz,y € Q gult
afz] +5 aly] = afz + y] und —r afz] = a[—x]. (105)
Beweis von : Wir erhalten
ze€al-zr] & z<-—1r & xr<-2z <& Ir7>0zr<-z-T & z€ —alz],

was die rechte Seiten von ((105)) zeigt. Die linke Seite von (105]) erhdlt man wie folgt:

% Wegen afz] < z und aly] < y gilt afz] + aly] < z +y, also afz] +& afy] C afz + y].
x Ist z € afz + 9], also z < z + vy, so gil

T ty—=z

z<zr—€+Yy—c¢ fiir ,
- 4

='v =:w
mit v € afz] wegen v < x, sowie w € aly] wegen w < y. Daher gilt z < v 4+ w € afz]| +5 aly];
also z € afx] 45 aly], wegen [c)| fiir den Schnitt afz] +5 aly]. O

PEsgit e —e+y—e=a+y—2e=z2+(x+y—2)—2c=z+ 22> 2
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— Ist a = (—00,0) U{0 <y € Q|y* <z} wie in (103), so gilt — o = {—y | y* > x}:

Seiy € Q mit y* > x. Ist 0 < 7 € Q geniigend klein, so folgt aus der zweiten Zeile in ,
dass y — 7 ¢ « gilt; also —y € —pa. Gilt umgekehrt y € —gav, alsoy — 7 ¢ a firy € Q und
0<7€eQ, so folgt y* > (y —7)F > z.

Es ist (R, +g,0r) eine abelsche Gruppe:

— Offensichtlich gilt a 4+ 8 = 8 +x « fiir alle a, 8 € R, also .

— Wir zeigen a +5 O = «, also :
Seiae R Firzcaundy el (y<0)gilt z+y <z, alsor+ye€a Wegen Dies zeigt
a+0; C a. Ist nun z € « vorgegeben, so existiert nach@ein x<y€a Esfolgt z =x+(y—x)
mit y —x < 0, also y — x € 0. Dies zeigt o C a +5 Op.

— Fiir o, 8,7 € R gilt

a+g (B+ey)={z+7|z€a N TE(B+r7)}
={z+@y+z2)|z€a N yes N z€7)}
={(z+y)+2)|z€a N yeB N z€7)}
={r+z[r€(a+eB) N zE€7}
= (a+r B) +r 7,

was zeigt.
— Sei a € R. Wir zeigen o« —p @ = O, also :
* Sei zunéchst € a, sowie y € Qund 0 < 7 € Qmit y—7 ¢ a. Esgilt danmm z <y —7 < y
(wegen [c)); also z + (—y) < 0, und daher = + (—y) € Og. Dies zeigt o — o C 0.
* Sei nun w € O, also Q > w < 0 vorgegeben. Wir setzen v := —% > 0; und wihlen n € Z
maximal mit n-v € a, also (n+1) -v ¢ a.

Beweis der Existenz: Wegen |EI| gilt a < o fiir ein 0 € Q; und wegen Proposition gilt
dann o <0 < ¢q-v (also ¢-v ¢ «) fiir ein ¢ € N C Z. Ahnlich erhélt man p - v € « fiir ein
p € Z, indem man ein Element in « fixiert, und Proposition in entsprechender Weise
anwendet. Es gilt dann n = max({p < £ < q|l-v € a}). O
Wir setzen x :=n-v € a,y:=(n+2)-v¢aund7:=v >0. Danngilt y—7 = (n+1)-v ¢ «a,
also —y € —p a. Per Konstruktion gilt dann =+ (—y) = w, also w € @ —z a, was 0 C o — «
zeigt.

Wir erhalten fiir o, 5,7 € R:

a<yf aCp
v+weP+ry VYVEQ weEY
at+ry CB+ry

05+R7§R6+1R%

FEel

was zeigt. Weiterhin gilt die linke Seite von , wegen (der linken Seite von) ((105)).
e Wir definieren fiir R 5 a, 8 >3 Og:

apf={reQ|3(0<vea N O<wef):z<v- -w}
ati=(-00,0lU{0<zcQ|30<7€Q: 27 —7¢a};
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und dann a 5 Og := 03 =: Op r @, a1 1= — (—p ) 7! fiir a <z 0, sowie
(—pa) s (—f) fir o,8 <0
agf=< —r((—ra)pB) fir a<z0, >0
—p(a g (—rf)) fir a >z 0, 5 <z0.

Nachweis der Schnitteigenschaft von o - 3 und a~"

— Sei v := a - 8. Es geniigt den Fall «, 8 > 0 abzuhandeln. Es gilt dann o\ 0 # (), 8\ O # 0;
also existieren 0 < z € aund 0 < y € B, womit z -y € v # 0 gilt, also Eﬂ Sind weiterhin
0,0 > 0 mit @ < o und g < 0, so folgt unmittelbar v < o - 06, also @ Sei nun x < y € v, also
y < v-w fiir gewisse v € @ und w € B. Dann gilt ebenfalls y < v - w, also y € ~, was [c)| zeigt.
Sei schlieBlich x € v gegeben, mit z < v - w fiir v € @ und w € 5. Wegen Eﬂ (fiir o und B),
existieren v < ¥ € ¢ und w < W € B; und wir erhalten y < v - @ fiir y := v - W, was @zeigt.

— Sei v := o~ !. Es geniigt ebenfalls den Fall o > 0 abzuhandeln. Es gilt o < o fiir ein 0 € Q, also
r—7 ¢ afirz:=o0+2und 7 := 1; und daher 27! € v # (), also@l Ist weiterhin 0 < z € «
ein fixiertes Element, so folgt (Wegen [c)] fitr «) fiir alle ye€Qund 0<7€Qmity—7 ¢ a,
dass z € o < y gilt; also y~! < 27 L. Dies zeigt v < 2~ also@fur ~. Sei nun z < y fiir y € Q,
mit y~! — 7 ¢ a fiir ein 0 < 7 6 Q. Ist z < 0 S0 folgt x € v sofort aus der Definition von ~.
Ist x >0,s0folgt y ' —7 <2l —masoz ! —7¢a Wegen . c)| fiir . Dies zeigt = € 7, also
. c)| fiir 7. Sei schliellich 0 < S Q und 0 <7 € Qmit 27" —7 ¢ «a (also 0 < z € ). Dann gilt

géafury—xl 5> also*yB:n<y167,was.furfyzelgt O

Beispiel 26. Fiir 2,y € Q\ {0} gilt

alz] g aly] = afz - y] und alz]™t = az7Y). (106)

Beweis von (106]): Wegen der rechten Seite von (105]) reicht es aus, die Aussagen fiir x,y > 0 zu

zeigen. Es gilt a[z]~! D (—o0,0] C afr™!]; und fiir z > 0 erhalten wir

z€alz7l] & z<zl! & <! & Ir>0a<yl-7 & ycal]h
was die rechte Seiten von ({106)) zeigt. Die linke Seite von (105)) erhélt man wie folgt:

x Wegen afz] < z und aly] <y gilt az] ¢ afy] < x -y, also afz] & ay] C afz - y].
x Ist z € afz-y], also z < z -y, so gﬂﬁ

— . — =1y — 2 i —min (& ¥ XY=z
z2<(x—¢) - (y—¢e)=z-y—clz+y) +e fiir 5.—m1n(2,2,2.(z+y)),
=:!v =lw
mit 0 < v € afz] wegen v < z, sowie 0 < w € afy] wegen w < y; also z € afz] 5 a[y]ﬁ O
Es ist (Ry, g, 1g) eine abelsche Gruppe: (Rx =R\ {0:})

— Offensichtlich gilt oz 8 = 5 g a fiir alle O <g «, 8 € R. Eine einfache Fallunterscheidung, zeigt
dann selbige Aussage fiir alle a, 5 € Ry, also .

— Wir zeigen « - 1z = « fiir O <g a € R. Eine Fallunterscheidung zeigt dann « - 1z = « fiir alle
a € Ry, also .
Seialso 0 <ga e R . Firzrceaund 0 <y e lygilt z-y < z, alsox-yéawegen(fﬁr Q).
Dies zeigt a -z 1z C «. Ist nun 0 < z € «a vorgegeben, so existiert nach @ ein x <v € a. Es
folgt z =v-w mit 0 < w := @ < 1, also w € 1g. Dies zeigt = € « -z 1g; und es folgt o C « -5 15.

TYy—z

> Zz.

“Esgilt e(z+y) < TLZ alsoz-y—c(zty)+e’ > zy—c(z+y) >z y—TLE =24 (vy—2z)— TLZE =2+
15Esgiltx>v=x—5>x—f 5 > 0; sow1ey>w—y—5>y—7=%>0.
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— Fiir 0z <g @, 8,7 € R gilt

ar(Bry)={z|3(0<uca AN O<uaefgy):z<u-u}
={z|3(0<uca AN O0<vep AN O<werv):z<u-v-w}
={z|3(0<ucawf AN O<uey):z<u-u}

= (04 ‘R 5) ‘R

Eine Fallunterscheidungjﬂ zeigt dann « -z (B y) = (o -z ) - 7 fiir alle a, 3,7 € R, also (51)).

— Sei o € R. Wir zeigen a-za~! = 1 fiir Oz <z o € R. Es folgt dann unmittelbar auch ac-pa™ = 1
fiir R 3 a <z Og; also :

* Sei zunsichst z € o, sowie 0 <y € Qund 0 < 7 € Qmit y—7 ¢ a (also y~! € ). Es gilt dann
x<y—T1 <y (wegen ; also -y~ < 1, und daher = - y~! € 1;. Dies zeigt o -z o' C 1;.

x Sei 0 < z < 1 vorgegeben, ¢ := 1 — z, sowie n[e] € N5 mit ﬁ < ¢ (Proposition . Wir
fixieren 6 > 0 mit n[e]-6 € o (Proposition 2 und o >z 0z); und wihlen m > n[e] maximal mit
m-d€a,also (m+1)-5>a. Danngilt y := (m+2)-d >amity—1¢ a,alsoy ' €a~l.
Wir erhalten

apa sz _I—L—l L>1 L>1 E=2z
N A —— m+2 - nle] + 2 -7

also z € av-p ! wegen Dies zeigt 1z C o -z L.

Per definitionem gilt « -z 5 = Og, falls « = 0z oder § = 0. Gilt weiterhin R 5 «, 5 > Og, so
existieren 0 <z € aund 0 < y € B, also 0 < -y € a - B. Daher gilt 0 C g 5; also a g B > Og,
was zeigt. Zudem gilt die rechte Seite von (71)), wegen (der linken Seite von) ({106)).

e Es gilt das Distributivgesetz ; also
aw(Btey)=awBteawy Va,B,v7€R. (107)

Beweis von (107)): Wir beweisen die Aussage in mehreren Schritten:

— Es gilt (107)) fiir o, 8,7 >5 Og:
Seien hierfiir «v, 8,7y > Oy fixiert, und setze d; := a5 (B +gy) und o2 := @ x f +r @ 5 V:

x Fiir € 1, existieren 0 < u € o sowie v € fund w € vy mit 0 < v+w, sodass z < u-(v+w) =
u-v+u-w gilt. Wegen 3, >p O, existieren 0 <9 € fund 0 < @ € v, mit v < 9 und w < W.
Dahergilt s < z:=wu-0+u-wmitu-v€axfund u-w € a-x7; also x < z mit z € Jo;
und daher x € wegenfﬁr 09. Dies zeigt §1 C d

* Fir ¢ € §o, existieren 0 < u, & € o, 0 < v € fund 0 < w € vy mit y = u-v + % - w; also
y<o-(v+w)mit 0 < o:=max(u,%) € @, und 0 < v+ w € 45 . Daher gilt x € d;; also
folgt 52 - 51.

— Es gilt (107)) fiir o, 8 >g Og, v <g Og, sowie [ 45 v >z Og:

In der Tat erhalten wir aus dem ersten Punkt (zweiter Schritt), sowie der Definition der Mul-
tiplikation und —g (—gd) = ¢ fir alle 6 € R (letzter Schritt), dass

arfB=ar(Brry+e(—rY)=ar(B+rY) trar(—ry)=ar(B4+r7) = (@=z7)

gilt. Addition von « - v liefert die Behauptung.
— Es gilt (107)) fiir o,y >5 O, B <g Og, sowie 5 45y >z Og.
(Gleicher Beweis wie im vorangegangenen Punkt.)

6Man benutze —g (—ra) = a fir a € R; sowie —ra <g O fiir Oz <z o € R.
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Bisher wurde gezeigt, dass fiir a >p Og, sowie R 3 3, # 0g mit 8 +x v >z O gilt. Es folgt:
— Es gilt fiir a > O, sowie R 3 5,7 # Og mit 5 45 v # Og:
Es bleibt der Fall 8 +5 v <g Og abzukliren. Es gilt (—z ) +& (—r7y) >r Og; also folgt
ag(B+ey)=—zrlaw(—=(B+:7) = —r(a = (—=&B) +tr (—&7)))
= —p(aw(=pf)tra=w(—wy)=awf+ra=zy.
— Es gilt fiir a # Og, sowie R 3 B,y # 0z mit 8 +z v # Og:

Es bleibt der Fall a < 0y abzukldren. Dieser folgt aber problemlos aus der dem vorherigen
Punkt (wieder unter Verwendung der Regel — (—xd) = 9 fiir 0 € R).

Weiterhin ist klar, dass (107) immer fiir den Fall & = 0z bzw. immer fiir den Fall 5,~v = 0y gilt.
Schliefllich sieht man dann auch leicht ein, dass (107)) fir « € R und 0z # 3,7 € R mit S 45y = Op
gilt:

Es folgt 8 = —g~y bzw. v = —z 8. Sei ohne Beschrinkung 8 >z 0z. Dann gilt
Qg (5"‘11@7) =aplr=0G =08 (04 'Rﬁ) =agfB—r (—R<Oé ‘R (_RB)))
=awf—=(—rl@ry)=awBt+teaw,

was die Behauptung zeigt. a

Insgesamt zeigt dies Satz [LOf1); und wir haben zudem nachgewiesen, dass die Abbildung (104) eine
Korpereinbettung ist.

Bemerkung* 6. Bevor wir nun mit dem Beweis von Satz[10] fortfahren, wollen wir noch plausibel
machen, dass die reelle Zahl (der Dedekindsche Schnitt) (vgl. (103]))

Roa=(-00,00U{0<yeQl|y* <z} fir 0<zecQ, kecNsg
tatsdchlich die k-te Wurzel des Dedekindschen Schnittes afz] = (—oo,x) ist. Es gilt

oF={zecQ|I(0<viea fir i=1,...,k):z<v;-...-0}={2€Q|I0<vea:z<v*}.

Wegen v* < x fir 0 < v € a, gilt dann o* C (—o0,z). Ist nun 0 < z < = gegeben, so eristiert

nach Bemerkung @ ein v € a mit z < v*; also gilt z € oF. Dies zeigt (—oo,z) C oF; also gilt

af = (=00, 2).

4.3.2 Eindeutigkeit des vollstindig angeordneten Koérpers (*)
(In der Vorlesung nur kurze Erklirung der Beweisidee.)

Wir haben nun alles was wir bendtigen, um auch den zweiten Teil von Satz [10] zu beweisen:

Beweis von Satz . Sei (K, <) vollstandig angeordnet, sowie ¥y : Q — K die zugehorige Korper-
einbettung aus Satz [7] Wir definieren

d: R — K, a — supg (Pg(a)).

Das Supremum auf der rechten Seite existiert; denn fiir « € R mit o < 0 € Q (vgl. Eigenschaft @,
ist ) # Wy () < Wg(o) nicht leer, und nach oben beschriinkt.
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e ® ist ordnungserhaltend und injektiv; denn fiir a;, 8 € R gilt
a<pf & aCf = Uyla) C¥(B) = supg(¥x(a)) <supg(¥k(B)) = @(a) < P(B).

Die zweite Implikation ist klar wegen der Injektivitdt von V. Fiir die dritte Implikation, wahlen
Wiﬂ z,y € Q mit a < x <y € 3, und erhalten

Ui(a) < Wg(z) < We(y) < supg(Ve(B) == supg(Ve(@)) < We(z) < Wk(y) < supg(Ve(B)).

e d ist surjektiv:
Fiir z € K fixiert, sei o := {zx € Q| Ux(z) < z}:
— Es gilt @ € R. In der Tat, die Eigenschaften Eﬂ und @ folgen aus Lemma [21| und Proposition
Weiterhin ist |c)| klar, weil ¥y ein Koérperhomomorphismus ist. Schliellich folgt Eﬂ aus der
Kérpereinbettungseigenschaft von Wy, sowie Proposition 2Jj4)] (und Lemma [21)).

— Es gilt ®(«) = z. In der Tat, sei 0 < ¢ € K vorgegeben. Wegen Proposition existiert ein z €
Q mit z—e < Yg(x) < z (also x € a)). Wegen in Lemma [20] folgt ®(cr) = supg (¥y(a)) = 2.

o ® ist ein Korperhomomorphismus:
— Fiir a, 8 € R erhalten wir

Up(a+p ) ={¥x(v+w)|vea N we f}
={Ux(v) + ¥ (w)|[vea N we P}

— (e tylreVila) A ye T o)
= Uyg(a) + Yk(B).
Proposition (dritter Schritt) zeigt dann
D(a+5 ) = supx(We(a +2 8)) "= sup ((a) + Ve (B))
= supg (Vx(a)) + supg (Vi (B)) = ®(a) + 2(6).
Wegen Terminologie gilt dann ebenfalls
®(0z) = 0k sowie O(—pa)=—P(a) VaeR. (109)

— Fiir O <z o, B € R, erhalten wir
Up(apf) ={¥(x)|zeQ:3(0<vea N O<wef):z<v- -w}
Offensichtlich gilt dann wegen der Homomorphismeneigenschaft von Wy, dass
O(a g B) = supg(¥x(a g B)) =supg(Z) fir Z:={Ux(v) Uy(w)|0<vea A 0<we [}
Nun gilt weiterhin
Z=A-B fir  A:={Ux()|0<veEa}l und B :={¥x(w)|0<w e f},

mit supg(A4) = supg(Px(a)) und supg(B) = supg(Vx(8)) (da ¥y ordnungserhaltend ist).
Proposition [1f3)| (zweiter Schritt) liefert schlieflich

®(a -z f) = supg(Z) = supg(A) - supg (B) = supg (Vx(a)) - supk (Y () = ®(a) - D(5).

Es folgt nun ®(a-zf5) = ®(a)-®(S) fiir alle o, 5 € R mit Hilfe einer einfachen Fallunterscheidung,
und zwar unter Verwendung der Rechenregeln in (109)). O

"Man benutze 8\ a # 0, sowie Eigenschaft [d)| fiir 3.
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4.3.3 Die Dezimalbruchdarstellung reeller Zahlen — Kurzfassung

Von nun an gelten die Konventionen aus Notation Wir betrachten also Q als Teilmenge von R,
verwenden die unindizierten Rechensymbole <, >, 4, —, -, und notieren das additive neutrale Element
mit 0, sowie das multiplikative neutrale Element mit 1. Weiterhin notiert |z| den Betrag von = € R;
also (vgl. Bemerkung [25)

2] z fir x >0,
€Tl =
—x fir 2 <0.

Reelle Zahlen lassen sich als unendliche Gleitkommazahlen (unendliche Dezimalbriiche) darstellen.
Diese Darstellung ist (unter gewissen Umsténden) uneindeutig — #hnlich wie bei den rationalen
Zahlen, wo zwei Briiche die gleiche rationale Zahl darstellen, wenn diese durch kiirzen ineinander
itbergehen. Um die Notation zu entlasten, diskutieren wir diesen Sachverhalt im Folgenden nur fiir
den Fall nichtnegativer reeller Zahlen R>¢ := {z € R |z > 0}. Fiir negative reelle Zahlen folgen
die entsprechenden Aussagen ganz analog (bzw. durch anwenden der additiven Inversion, aus den
hergeleiteten Aussagen fiir den positiven Fall).
Ein unendlicher Dezimalbruch ist ein Ausdruck der Form

z = zord(z) ... 20,R1%223 - .-

mit Z 3 ord(z) < 0, zorg(z) # 0 und z; € {0,...,9} fiir alle ord(z) < j € Z; also beispielsweise

1234,85847...  (ord(z) = —3)
0,23968...  (ord(z) =0)
0,00168...  (ord(2) = 0).

Wir bezeichnen die Menge dieser Ausdriicke mit R.
Jedem Element in R4, kann nun eine reelle Zahl wie folgt zugeordnet werden:
A: Ry — Ry, Z > Supp ( { E?:ord(z) Zj - 107 ‘ Zord(z) S K € Z} )

=: M|[z]

Dies ist wegen der Vollstéindigkeit von R wohldefiniert, denn es gilt M[z] < 107°rd(z)+1,
Beispiel 27. Sei z =4,8847... . Dann gilt

_ 8 8 8 _ 48 488 4887
A(Z)—SupR({4,4+ﬁ,4+ﬁ+m,...})—SupR({él:,ﬁ,m, m,})
Es lasst sich Folgendes zeigen:

e A ist surjektiv. (Jedes z € R>( hat eine unendliche Dezimalbruchdarstellung.)
Beweisidee: Sukzessive Teilung mit Rest durch Potenzen von 10.

(Funktioniert auch fiir alle anderen N > b > 2; nicht nur fir b = 10. Fiir b = 2, erhélt man
beispielsweise einen unendlichen Dualbruch in der Form 10101,011110101... .)

e Fiir jedes z € R>o \ Q (irrational), existiert genau ein z € R4 mit A(z) = x.
e Esist z € Ry periodisch genau dann, wenn A(z) € Q gilt.

Beispiele fiir periodische Dezimalbriiche:

1623, 85385385. ..

123,23232323 . ..

1,29999999. ..
2,10000000. .. .
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e Ist A~!(x) mehrelementig (z € Rxg), so gilt Folgendes: (Uneindeutigkeit)

— A™Y(2) = {2z, £} ist zweiclementig A z € Q.
— Es gilt ord(z) = m = ord(Z); und es existiert ¢ > m mit:

ijéj Vm§j§€—1
2p=7%+1 und 2p=0 A Z,=9 fliralle p>/¢+1.
Beispielsweise gilt A(z) = A(2) fiir:

z =1,000000... z = 1234, 5800000. .. z = 1200, 0000000. ..
z=10,999999... z =1234,5799999. .. z = 1199,9999999. ..

Man macht sich z.B. leicht klar, dass
A(z) = supgp({1}) = 1 = supy ({O, %, 19—&, %, %, e }) =A(2)

gilt; denn 1 ist eine obere Schranke von M|z]; und fiir 1 — & mit & > 0 gilt dies nicht (Ubung).
Mit Hilfe der unendlichen Dezimalbruchdarstellung, ldsst sich nun folgender Satz beweisen:
Satz 11 (Cantor). R ist iberabzihlbar.
Sei J C R, die Teilmenge aller z € R, sodass die folgenden Bedingungen gelten:

ord(z) =0, dj>1: 2z #0, VeeN:3j >0 z; #9. (110)

Es folgt aus den oben diskutierten Eigenschaften, dass Aly: 3 — (0, 1) bijektiv ist.

Beweisskizze zu Satz[I1. Angenommen R ist abzihlbar.

o Wegen Bemerkung [18)4)] ist das Intervall (0,1) C R abzéhlbar.

e Verkettung einer Surjektion N — (0,1) mit dem Inversen von Alj, liefert eine Aufzihlung (d¢)sen
von J (also J = {0, | £ € N}).

Wir definieren z € Ry durch ord(z) := 0, sowie

o 5 falls (5]')]' 755
7T l4 falls (65); =5

fir alle j € Nyg. Wir erhalten einen Widerspruch, denn:

e Per Konstruktion gilt z # dp fiir alle £ € N; also gilt z ¢ J.
e Per Konstruktion erfiillt z die Bedingungen in (110)); also gilt z € J. O

4.4 Der Euklidische Abstand und die Kreiszahl «

In diese Abschnitt behandeln wir den euklidischen Abstand und das euklidische Skalarprodukt, welche
Sie bereits aus der Schule kennen. Wir geben weiterhin eine erste Anschauung fiir die Kreiszahl .
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4.4.1 Der Euklidische Abstand

Gegeben n € Ny, so definieren wir die euklidische Norm (die euklidischen Lange) || ||ecwc: R™ — [0, 00)
auf dem n-dimensionalen euklidische Raum (R—Vektorraumlﬂ) R™ durch

1| eure := \/(xl)z +...+(2,)?>0 Vo= (x1,...,2,) € R".

Dies ist wohldefiniert, da x? > 0 fiir alle 1 < i < n; also auch (z1)2+-- -+ (2,)? > 0 gilt. Wir notieren
den Nullvektor in R" oft auch einfach durch 0. Offensichtlich gilt: ||z|.x =0 < =z =0.

Bemerkung* 7 (Satz des Pythagoras). Wir wollen nun anschaulich machen, dass ||z ||ew. fir x € R™
(mitn =1,2,3), den Abstand des Punktes x zum Koordinatenursprung (die Lange der Verbindungs-
geraden zwischen 0 und ) misst:

1 0 1I
) y-Achse ) AZ—A(:hse
(2,y,2)
1
1
(a) b) a = \/x?+y? c !
1
'z
vemwm=c/ |, |
(0:070) ! \
4
.. 1 y-Achse
’ a ~<;
a -
(0,0) x-Achse o Achse (ZL‘, y)

o Fiirn=1, gilt ||z|e. = V22 = |z| fir alle x € R.

e Sein =2, und (a,b) € R? (ein Punkt in der Tafelebene/Anschauungsebene). Bild I) skizziert den
Fall a,b > 0 (die anderen Fille folgen ganz analog). Der Flicheninhalt des duferen Quadrates ist
Fy = (a+b)?, die des inneren Quadrates Fy = c*. Der Flicheninhalt jedes der vier rechtwinkligen
Dretecke ist F3 = %b. Daher gilt

(a+b?=F=F+4- F3=c3+2a0 = E=d>+V = |(@,b)|w=c
e Sein =3, und (v,y,z) € R? ein Element (also ein Punkt im Anschauungsraum). Bild II) skizziert

den Fall z,y,z > 0 (die anderen Fille folgen ganz analog). Zweimaliges anwenden des zweidimen-
sitonalen Pythagoras, liefert

=Vt 2 = (VI )+ 22 = 9. 2) o

Das Standardskalarprodukt auf R™ fiir n € Ny, ist definiert durch

(T Y) eu 1= D iy Ti* Yi Va=(x1,...,z,) ER" = (y1,...,yn) € R"™
Man priift leicht nach, dass fiir alle z,y, z und X € R gilt:

a) (2, %) ew = [|2]2, > 0,

b) (2, Y)euwx = (U5 T)eurs

) (T + Y, 2)euc = (T, 2)eur + (Y 2)eurs

d) (2,9 + 2)eur = (T, P)eur + (T, 2)eurs

&) (A, Yew = A (T, Yo = (T, A Y)eur-

8Eine kurze Zusammenfassung iiber Vektorriume finden Sie im Zusatzabschnitt Die dort dargelegten Sachverhalte
sollten allerdings bereits aus der linearen Algebra bekannt sein.
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Lemma 24 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Fiir n > 1 gilt

|<"B7y>euk| S ||:L‘||euk : ||yHeuk Vﬂ?,y € Rn
* Beweis. Fur x,y € R" und A € R, erhalten wir aus den obigen Identitéiten [a){e), dass gilt:

0< flz— Ayl
:<x_A'y7m_A'y>euk
- <x7 m)euk - 2A : <x7 y>euk + )\2 : <y;y>euk

= ||CBH2 —2X- <xay>euk + )‘2 ' ||yH2

euk euk”

(111)

e Ist y =0, so gilt die Aussage wegen (z,y)eux = (2,0 Yo = 0+ (2, y)euc = 0 (vgl. ).
o Ist y # 0, 50 gilt (3, Y = [|y]|%, # 0. Somit ist A := (2, y)eus - ||y]|mz definiert, und wir erhalten

_ _ _
O é ||$|’§uk - 2 ' <m’y>§uk ' ||yHeui + <.'L‘, y>3uk ' ||y||eu12< = |’x‘|3uk - |<x7y>euk|2 ' ||y”eu12<

Umstellen und Wurzelziehen liefert die Behauptung. O
Lemma 25. Sein € Nyg. Fir A € R und x,y € R", gilt:
1) [|[z]|enc =0 < x=0,

2) X @llewe = AL 2]l
3) |12 4 Yllewx < |2 ]leurc + [[9]]ews (Dreiecksungleichung)

\
(4

4) Nxllewe — 1Yllew] < |2 = Yllews-  (inverse Dreiecksungl.) o-Achse
Beweis. Wir zeigen nur die letzten beiden Punkte. Die ersten beiden Punkte sind Ubung

3) Es folgt mit Lemma [24] (vierter Schritt)
”33 + y”guk = <33 + y7 x + y>euk
= llalZu + 2 (@ Yo + lyl12

< 2+ 2 K, geud + 1912

euk

<2+ 2 o 19 llowe + 1120

= ([ flewe + l[yllew)*.
Die Behauptung folgt nun durch Wurzelziehen auf beiden Seiten (vgl. Ubung [52lb))).
4) Wegen der Dreiecksungleichung [3)} sowie [2)|in der Form || — 2||cwc = ||2]|cur fir z € R™, gilt
[2lleac = 12 =y + Yllewc < N2 = Yllowc + [1Yllew = @l = [Ylleac < 2 = ylleu
[Yllew = lly = 2 + 2llewc < Ny = 2llewrc + (2l = [Yllowe = (2l < N2 = ylleu

fir alle z,y € R™. Ist ||z]|ou — [|Y]lewx > 0, so folgt die Behauptung aus der ersten Zeile; und ist
12| carc = [|¥]]ew < 0, so folgt die Behauptung aus der zweiten Zeile. O

Ubung 53. Zeigen Sie die ersten beiden Aussagen in Lemma .
Hinweis: Zeigen und benutzen Sie \/u? = |u| fir alle p € R.
Der euklidische Abstand (die euklidische Metrik) auf R™ (n > 1) ist definiert durch

dewic: R X R™ — [0, 00), (z,y) = |z — Yl euk- (112)

Aus Lemma 28] (bzw. direkt aus der Definition), erhélt man unmittelbar:
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Korollar 12. Firn > 1, und A € R und x,y,z € R", gilt:

~
y-Achse

1) deuk(x? y) = O <:> r = y?
2) dewe(z,y) = dewr (v, ), (Symmetrie) Ttz
z
3) dewe(, 2) < dewc(z,y) + dewr (v, 2), (Dreiecksungleichung) vt
4) |dew(z,y) — dewc(y, 2)| < dew(z, 2), (inverse Dreiecksungl.) z
5) dew(z+ 2,2+ y) = dewr(z, y). (Translationsinvarianz) —
x Beweis. 1) Wir erhalten fiir z,y € R” mit Lemma [25|]1)|
de(z,y) =0 = |z = Y|lew = O = x=1y.
2) Wir erhalten fiir z,y € R™ mit Lemma [25]11)
der(2,9) = llz = Yllew = =1+ (¥ = 2)lewc = [ = 1] ly = 2[lowx = [y = 2lcurc = dewr(y, @)

3) Wir erhalten fiir x,y, z € R™ mit Lemma [25/13)|

deuk(xﬂ z) = Hx - ZHeuk = ”(JI - y) + (y - Z)”euk < ”‘T - yHeuk + Hy - ZHeuk = deuk(x7y) + deuk(yvz)‘

4) Fiir z,y,z € R", sei v := x — y sowie w := z — y. Wir erhalten mit Lemma

’deuk(x7y) - deuk(y7 Z)’ = |||UHeuk - HwHeuk‘ < HU - wHeuk = ”LIT - zHeuk = deuk(xvz)' 0

5) Wir erhalten fiir z,y,z € R™:

deuk(z +x,2+ y) = H(Z + .%') - (Z + y)Heuk = H(m - y)”euk = deuk(x7y)'

4.4.2 Die Kreiszahl =

Der Einheitskreis K C R? ist definiert als die Menge aller Punkte ¢ € R? mit euklidischem Abstand
1 zum Ursprung 0 € R?, d.h.,

K :={(z,y) e R? | 22 + 4% = 1}.

Es bezeichne P die Menge aller Langen von Polygonziigen von (1,0) nach (—1,0), entlang des oberen
Einheitshalbkreisbogens H := {(z,y) € K |y > 0}; also

P= {Z?:_lldeuk(gj+1,§j)|§j:(:vj,yj) €EHfirj=1,...,nmit —1=x,<...<z =1}.

S4
S5
S3

S6
<2

7 S1

(1,0):§1 <...<§7:(—1,0)
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Man erhélt P < 4; und zwar mit Hilfe der Abschétzung

lal + [o] = /(Jal + b)) = V]al> + 2+ [a] - [ + b2 > Va2 + 02 = [|(a,0) e VYa,bER. (113)

In der Tat, folgt zundchst fiir ¢; = (zj,y;) e Hftir j=1,...,nmit -1 =2, <... <z; =1, dass
-1 -1 -1 -1
>t dew(G1s ) = 22500 i — Sllew < D205 1m0 — 5 + 22500 [y — w4

gilt. Hierbei ist Z?;l |zj41 — x| = Z;le xj — xj41 = 2; und #hnlich folgt Z?;l lyj+1 — y;| < 2
durch geschicktes Aufteilen letzterer Summe.

Definition 30. Die Zahl Kreiszahl 7 ist definiert als das Supremum m := supg(?P); anschaulich
also als die Linge des oberen Halbkreisbogens. Die unendliche Dezimalbruchdarstellung von m ldsst
sich auf beliebig viele Nachkommastellen genau berechnen. Bis zur siebenten Nachkommastelle gilt
m=3,1415926 . ... Es lisst sich zeigen, dass m ¢ Q nicht rational (also irrational ist). Es lisst sich
weiterhin zeigen, dass m auch nicht algebraisch ist; also keine Gleichung der Gestalt

g+ g 4+ AT+ =0 mit qo,....,qn €Q und n>1
gilt. Reelle zahlen, die nicht algebraisch sind, heiffen transzendent.

Bemerkung 29. Wir werden die Kreiszahl m im Spdteren mit Hilfe der Kosinusfunktion, noch auf
eine andere Art definieren. Erst in der Analysis 2 Vorlesung werden wir dann im Kontext raumwer-
tiger Kurven strikt einsehen kinnen, dass diese beiden Definitionen wirklich ibereinstimmen; bzw.,
dass die Definitionen von Sinus und Kosinus, die wir im Rahmen dieser Analysis 1 Vorlesung in
Termen von Potenzrethen geben werden, mit den Definitionen tbereinstimmen, die Sie aus der Schule
kennen:

4.5 Die Komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt behandeln wir die komplexen Zahlen C. Als Menge sind diese einfach gegeben
durch den R?; also C = R?. Die Addition und die additive Inversenbildung auf C ist komponenten-
weise definiert durch

z+Z=(+T,y+7)

e (. —y) (114)

fiir alle z = (x,y) € C und Z = (Z,y) € C. Man sieht problemlos, dass (C,+, (0,0)) eine abelsche
Gruppe ist. Die Multiplikation ist definiert durch (man schreibt auch zZ anstelle z - Z)

z-Z2=(x-Z—y-y,x-y+2T-y) Vz=(z,y) €C, 2= (2,9) € C. (115)
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Bemerkung 30. Die Definition der Multiplikation wirkt moglicherweise zundchst fremdartig; hat
aber einen geometrischen Hintergrund:

Y
(0,r)
(rcos(w)vrs‘n(ga)? \ ~|rsin(e)
3 ¢
3 \ (r,0)
r cos() (0,0) x

Schreibt man ndmlich mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosz'nuﬂ
z = (r-cos(p),r-sin(p)) und Z = (7-cos(p), 7 -sin())
fir r,7 >0 und gb,(i € R, so folgt aus den Additionstheoremen (Schule):
z-Z=(rr-cos(p+ @),rr-sin(¢ + @)).

Anschaulich bewirkt also die Multiplikation von Z mit z, eine Rotation von Z um den Winkel ¢
entgegen dem Uhrzeigersinn, bei gleichzeitiger Streckung (Skalierung der Linge) um den Faktor r.

Man rechnet leicht nach, dass (C, -, (1,0)) ein abelscher Monoid ist (Assoziativitit), und dass das Dis-
tributivgesetz gilt. Um die multiplikative Inversion definieren zu kénnen — um also (Cy, -, (1,0))
zu einer abelschen Gruppe, und somit (C,+,(0,0),-,(1,0)) zu einem Koérper (kein angeordneter
Korper) zu machen — ist noch etwas Vorarbeit von Noten. Zunéchst definieren wir den Realteil sowie
den Imaginérteil einer komplexen Zahl durch

Re(z) ===z sowie Im(z) =y fiir z=(z,y) € C.
Weiterhin definieren wir die komplexe Konjugation auf C durch
zZ:= (z,—vy) Vz=(x,y) eC. (116)
Wir definieren den Betrag eine komplexen Zahl durch

12| := || 2]|ewc = VX2 + y? Vz=(z,y) € C. (117)

Wir erhalten mit (115]), dass (VRe(z-2) =|2|)
2z = (22 +92%0) = (]2%,0) Vz=(x,y) € C. (118)

Das multiplikative Inverse eines Elementes z = (z,y) € Cx ist nun gegeben durch
—1_=. (1 _
2 l=%. (W’O) = (ﬁ,fﬁ). (119)
In der Tat folgt ja mit den bisher erhaltenen Rechenregeln
227V =(2-2)- (#,O) = (|z[2,0) - (#70) = (1,0).
z

Wir notieren wieder % := z - 27! fiir alle # € C und z € Cx. Wir haben nun nachgewiesen, dass
(C,+,(0,0),-,(1,0)) ein Kérper ist.

9Wir werden die Funktionen Sinus und Kosinus spéter noch im Rahmen der komplexen Exponentialreihe exakt defi-
nieren und untersuchen. An dieser Stelle gehen wir davon aus, dass Sie mit den grundlegenden Eigenschaften dieser
Funktionen bereits aus der Schule vertraut sind.
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Lemma 26. Fir alle z,w € C gilt

Z-W=7% und lzw| = |z| - |w]. (120)

Beweis. Die linke Seite von (120]) rechnet man problemlos nach (Ubung). Fiir die rechte Seite von
(120)) bemerken wir zunéchst, dass fiir alle a,b € R gilt:

(a,0) - (b,0) = (ab,0) == Re((a,0) - (b,0)) = Re((a,0)) - Re((b,0)). (121)

Wir erhalten mit Hilfe der linken Seite von (120)) (zweiter Schritt), unmittelbar aus Ubung [52la)
(vierter Schritt):

Dies zeigt die Behauptung. O

Wir wollen nun die Notation entlasten, indem wir komplexe Zahlen mit Hilfe der imaginédren Einheit
darstellen. Hierfiir bemerken wir, dass R in natiirliche Weise in C eingebettet ist, ndmlich vermoge
der Korpereinbettung

o:R—C, x +— (z,0). (122)
Ubung 54. Machen Sie sich klar, dass (122)) eine Kirpereinbettung ist; also injektiv mit
O(x+y)=0(x)+ P(y) sowie O(x-y)=d(x) P(y) Va,yeR.

Bemerkung 31. ® ist keine ordnungserhaltende Korpereinbettung, da C nicht zu einem angeord-
neten Korper gemacht werden kann:

Beweis. Angenommen, es existiert eine Ordnung < auf C, sodass (C, <) ein angeordneter Korper ist.

Wir erhalten aus Lemma [17)8)| (erste Abschiitzung), sowie Lemma |[179)| und Lemma [17]I6)| (letzte
Abschétzung)

0,0) < (0,12 Z (1,00 & _(1,0) < (0,0), (123)
also einen Widerspruch. O

Wir betrachten nun im Folgenden R als Teilmenge von C, vermége der Identifikation von R mit der
Teilmenge R x {0} = ®(R) C C. Konkret identifizieren wir dann also das Element (Symbol) z € R
mit dem Element (Symbol) (x,0) in C, sodass dann insbesondere 1 = (1,0) und 0 = (0,0) gilt.
Weiterhin definieren wir i := (0, 1), womit nun (vgl. in Bemerkung

i” = (0,1)* = (-1,0) = —(1,0) = -1

gilt (genau so, wie Sie das bereits aus der Schule kennen). Eine komplexe Zahl z = (z,y) € C wird
dann iiblicherweise in der Form z = z + iy dargestellﬂ — némlich als Vereinfachung der formell
korrekteren Schreibweise

(#,0) - 14 (y,0) -1 = (2,0)- (1,0) + (3,0) - (0,1) = (,0) + (0,9) = (2, ).

2°0der z +i-y oder & + yi oder = + ¥ - i.
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Offensichtlich gilt x + iy = x — iy; und daher

Re(z) = z ;— & und Im(z) = S

fur alle z € C. Wir bemerken weiterhin:
e Es liest sich (123 nun einfach in der Form

0<i2=-1<0.

e Naives anwenden der iiblichen Rechenregeln (Distributivgesetz), liefert den korrekten Ausdruck
fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen (vgl. (115)):

(:U—i-iy)~(i+ig):xi%—xgj‘i—i-yi“'i—i—ygj'iQ:(xi—ygj)—i—(xgj—i—:f:y)i.

4.6 Vektorriume*

Vektorrdaume sind Kerngegenstand der linearen Algebra, und werden dort auch im Detail behandelt.
Wir werden daher nur die fiir uns unmittelbar relevanten Sachverhalte darlegen.

Definition 31. Sei (K, +,0x, -, 1) ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tupel (V,®,0y,®), beste-
hend aus einer (nichtleeren) Menge V', einem ausgezeichneten Element Oy € V' (Nullvektor), einer
Verkniipfung ®@: V x V.— V' (Vektoraddition), und einer Abbildungen (Skalarmultiplikation)

O:KxV =V, (N v) = AOw,

sodass (V,®,0v) eine abelsche Gruppe ist, und zusdtzlich gilt:

DAO@wdw)=A0v)®d Aow) fir adle X\ e K und v,w €V, (Distributivgesetz)
2) A+ p)ov=AN0v)®d (ko) fir ale \,u e K undv eV, (Distributivgesetz)
3) M) Ov=A0(pov) firadle\peKundveV, (Assoziativgesetz)
4) g -v=w fiir alleveV. (Neutralitit des Einselements)

Die Elemente von V werden Vektoren genannt.

Bemerkung 32. In der Situation von Definition[31] gelten automatisch die folgenden Rechenregeln
fir alle \ e K undv € V:

i) O0x ®v =0y, (OK:OK+OK)
ii))\@OVZOV, (OV:Ov—i-Ov)
i) A© (—v) = (=N ov=—-A0w), (wegen Oy = Oy + Oy )

i) N\oOv =0y = A=0 V v=0y.

Insbesondere folgt hiermit, dass das additive Inverse —v € V vonv € V automatisch mit dem Element
(—1x) ©® v € V dibereinstimmit.

Notation 19. Sind Uneindeutigkeiten ausgeschlossen, so spricht man vereinfachend von einem K-
Vektorraum V  anstatt (V,®,0y,®) zu notieren. Man notiert dann auch ® mit -, und & mit +,
benutzt also die selben Symbole wie fiir die Rechenoperationen auf K. Damit es hierbei nicht zu
Uneindeutigkeiten kommt ist stets darauf zu achten, aus dem Kontext heraus klarzustellen, welcher
Menge die zu verkniipfenden Elemente angehdren.

Sei K ein Korper, und V' ein K-Vektorraum.
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e Fine Basis von V ist eine Teilmenge B C V, sodass jedes Element von V' eindeutig als endliche
Linearkombination von Elementen in B geschrieben werden kann. In Formeln bedeutet dies:

Ist v € V' gegeben, so existiert eine eindeutige nichtleere endliche Teilmenge

{A,01)s o, (A, b))} CK X B mit neN, sodass v=> . A b gilt. (124)
— Gilt also v = > g - by fiir {(1,01), -+, (fbms b))} € K mit m > 1, so folgt m = n, und es
existiert eine Permutation 7 auf {1,...,n} mit (u;, a;) = (M), br)) fiiri=1,...,n.

— Es kann in (124)) auch der Fall n = 0 auftreten, ndmlich wenn v = Oy gilt. Nach unserer
Konvention fiir die leere Summe (in abelschen Gruppen) ist dann in der Tat > " ; X; - b; = Oy .

o V heifit endlichdimensional, wenn V' eine endliche Basis B besitzt (B besteht aus endlich vielen
Elementen). Die Anzahl der Elemente von B wird als die Dimension von V' bezeichnet, und mit
dim (V') notiert. Die Dimension von V' ist in dieser Form wohldefiniert, denn ist B eine weitere Basis
von V, so folgt bereits (lineare Algebra) |B| = |B|. Ein Vektorraum heiBt unendlichdimensional
genau dann, wenn er nicht endlichdimensional ist. Das sogenannte Lemma von Zorn impliziert,
dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt.

Beispiel 28. Zu einem Korper (K, +,0x, -, 1x) existieren automatisch auch immer die folgenden
K-Vektorrdume:

a) Der Nullvektorraum {0g} ist ein K-Vektorraum mit Basis 0; ist also Nulldimensional.

b) Fiir n > 1 ist das n-fache Produkt K" ein K-Vektorraum, vermdége den Operationen

+: K" x K" - K", (1, yzn), (Y1, o5 yn)) = (@1 + Y1y T+ Yn)

K x K" - K", N (1, cyxn)) = (N, A xp).
Der Nullvektor ist gegeben durch (O, ...,0x) € K. Die kanonische (natiirliche) Basis von V ist
{e1,...,en} mite; = ((€)1,...,(ei)n) € K", fir 1 <i <mn, das Element
Ok fiir 1 #j
(e)j := o
1y fir i =j.

Die Dimension von K" ist also n. Beispielsweise ist K ein eindimensionaler K- Vektorraum.
c) Sind Vi,...,V,, mit n > 1 K-Vektorriume, so ist das n-fache Produkt V := Vi x --- x V,, ein
K- Vektorraum, vermdge den Operationen
+: VXV =YV, (v, yvn), (w1, ..., wy)) = (V1 + Wi, ..., Uy + W)
S KxV =YV, A, (v1, -, 0p)) = (A v1, .0, X o).

Der Nullvektor ist gegeben durch (Ovy,...,0y,) € V. Ist nun B, eine Basis von V; firj=1,...,n,
dann ist U, <<, B; eine Basis von V mit

Bj = {0y} x - x {0y, } x B x {0y, } x--- x{0y,} V1<j<n.

Sind Vi, ..., Vy, endlichdimensional, so ist V endlichdimensional, mit dim(V) = >
Fir Vy,...,V, =K erhalten wir die Konstruktion aus Punkt zuriick.

d) Fiir jede Menge X # () und jeden K-Vektorraum V ist Abb(X, V) ein K-Vektorraum, vermdge
den (punktweisen) Operationen

7j=1 dlm(‘/])

+: Abb(X, V) x Abb(X, V) — Abb(X, V)
(f9) = [f+g: X =V, z— f(x)+g(z)],
: K x Abb(X,V) — Abb(X, V)
MO N X2V 2o f(a)].
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Der Nullvektor ist gegeben durch die konstante Funktion Oy auf X, also f[Oy]: X 3z +— Oy € K.
Ist X nicht endlich und dim(V') > 1, so ist Abb(X, V') unendlichdimensional. Ist X endlich mit
n:=|X| > 1, so erhalten wir die Konstruktion aus Punkt fiir den Spezialfall V1,...,V, =V
zuriick — also Abb(X, V) = V"™ (vgl. Bemerkung[17[1))).

5 Metrische und Normierte Riaume

Im Folgenden sei immer K € {Q, R, C}.

5.1 Normierte Vektorraume

Definition 32. FEin normierter Raum (Vektorraum) ist ein Tupel (V|| - ||), bestehend aus einem
K- Vektorraum V' und einer Abbildung || - ||: V — [0,00), sodass fir alle x,y € V und X € K gilt:

V1) z|=0 < z=0,
V2) |-zl = Al =],

V3) llz +yll < [zl + [[yll- (Dreiecksungleichung)
Es wird dann || - || als Norm auf V' bezeichnet; und es gilt automatisch fir alle x,y € V:
Va) |[lz| = [lylll < [lz — yl|. (inverse Dreiecksungleichung)

Beweis von|[V4): Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Lemma 25]4)} Wegen [V3)] sowie in
der Form || — z|| = ||| fiir z € V' (vgl. Bemerkung [32)), gilt

[zl =llz—y+yll <llz -yl +lyl = lzl=llyl <llz—-yl
Iyl =lly—z+zl <ly—zll+lzll = lyll=llzll < llz -yl

fiir alle x,y € V. Ist ||z||—||y|| > 0, so folgt die Abschétzung aus der ersten Zeile; und ist ||z||—||y|| < 0,
so folgt die Abschétzung aus der zweiten Zeile. O

Beispiel 29. Wir betrachten den R-Vektorraum V = R"™, mit n € Nyg.

o Esist (R™,] - |low) €in normierter Raum, nach den ersten drei Punkten in Lemma [25

o Esist (R, - |lmax) €in normierter Raum, mit der Mazimumsnorm (Ubung

| || max := max(|z1],...,|zn|) Vo= (x1,...,2,) € R". (125)

Die beiden Grafiken, zeigen die beiden Niveaumengen (||-|lew) " (1) (links) und (||-|lmax) "1 (1) (rechts),
im Falle n = 2:

(O’I)Ay—Achse (-1,1) y-Achse (1,1)
(—1,0) (1,0)
> >
x-Achse x-Achse
(0,—1) (-1,-1) (1,-1)
{(zy)eR? | [|(z,9) lew=1} {(2,y)€R? [ [|(z,y) [ max=1}

Generell erhdlt man die folgenden Abschitzungen fir alle n € Nsg und x € R™:

[ g s sowie 2 fewe < 70 2] ma- (126)
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Beweis der Aquivalenz: Sei x = (z1,...,oy) € R™ mit n € Ny vorgegeben.

e Offensichtlich gilt 22 + ...+ 22 < (|o1| + ... + |7,])?; also

22 < (22 + o+ |2a])? < (0 [[2]mar)® = [ lewse < 72 ([
e Offensichtlich gilt |z;| = /22 < ||z]|ew fiir i = 1,...,n; also auch [|z]|max < ||| cu- O

Anschaulich bedeutet fiir n = 2:

— die linke Seite von (126, das Enthaltensein der FEinheitskreisscheibe, in dem bei 0 zentrierten
Quadrat mit Seitenlinge 2 — siehe linkes Bild.

— die rechte Seite von (126)), das Enthaltensein des bei 0 zentrierten Quadrates mit Seitenlinge 2,
in der Kreisscheibe mit dem Radius 2 — siehe rechtes Bild.

(-11)  (0.1)7 y-Achse (1,1) (0,2)7 y-Achse
(-1, 1)
(—1,0) (1,0) 20 "\ o)
z-Achse z-Achse
(1N A1)
(-1,-1) (0,-1) (1,-1) (0,—-2)

Ubung 55. Zeigen Sie, dass (125) eine Norm auf R™ definiert.
Hinweis: Gegebenenfalls sind die Eigenschaften der Betragsfunktion gewinnbringend einsetzbar.

5.2 Metrische Riume

In Verallgemeinerung von normierten Vektorrdumen, haben wir das folgende Konzept:

Definition 33. FEin metrischer Raum ist ein Tupel (X,d), bestehend aus einer nichtleeren Menge
X, und einer Abbildung d: X x X — [0,00), sodass fir alle x,y € X gilt:

M1) d(z,y) =0 & 2=y,
M2) d(z,y) = d(y,z), (Symmetrie)
M3) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2), (Dreiecksungleichung)

Es wird dann d als Metrik auf X bezeichnet; und es gilt automatisch fiir alle x,y,z € X:
M4) |d(z,y) — d(y, z)| < d(z,2), (inverse Dreiecksungleichung)

Beweis der FigenschaftM4): Fiir alle x,y, z € X, gilt

V2]

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) d(z,y) —d(y, 2) < d(z, 2)

M3)
d(y,2) < d(y,a) +d(x,2) = d(y, 2) - d(z,y) < d(x, 2);
also |d(z,y) — d(y, z)| < d(=, z). O
Bemerkung 33. Ist (V.| -||) ein normierter Raum, so ist
djj: VxV—[0,00),  (z,9) = [lz =yl (127)
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eine translationsinvariante Metrik auf X =V (Ubung).

Ein Beispiel hierfir ist die euklidische Metrik aus Abschnitt — siehe Korollar[13 Insbeson-

dere sind also auch K = Q,R,C metrische Riume, vermdge der zugehirigen Betragsmetriken (vgl.

fiir )
d;: Kx K= [0,00), (z,y) — |z —y|. (128)

Terminologie 11 (Metrischer Unterraum). Sei (X,d) ein metrischer Raum; sowie Y C X eine
Teilmenge. Dann wird Y zu einem metrischen Raum, vermdge der eingeschrdankten Metrik

dy :=dlyxy: Y xY = [0,00), (z,y) = d(z,y). (129)

Im Folgenden werden wir uns Teilmengen von metrischen Rdumen stillschweigend immer mit der
eingeschrinkten Metrik ausgestattet denken. Insbesondere betrifft dies Teilmengen von K € {Q,R,C},
spezieller beispielsweise die Teilmenge Ky aller invertierbaren Elemente von K. Derartige Teilmengen
sind dann also mit der entsprechend eingeschrinkten Betragsmetrik ausgestattet.

Definition 34. Sei (X,d) ein metrischer Raum.
1) Firx € X und e > 0, definieren wir den offenen (metrische) e-Ball um x durch

Be(z) :={y e X |d(z,y) <e}. (130)

(Wegen M1)| gilt x € B-(x).)

2) Fir z € X und e >0, definieren wir den abgeschlossenen (metrische) e-Ball um x durch
B.(z) :={y € X |d(z,y) < e}

(Wegen gilt © € B-(x), sowie Bo(x) = {z}.)
3) Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x € X, wenn ein € > 0 existiert mit B.(z) C U.
4) Eine Teilmenge O C X heifit offen, wenn sie eine Umgebung aller ihrer Punkte ist, d.h.,

VoeO: Jer] > 0: By (r) CO. (131)
Offensichtlich gilt dann

0= UzeO Ba[m] (x) (132)

5) Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.
Notation 20. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

e Wir notieren wir die Menge aller offenen Teilmengen von X mit O(X).

o Wir notieren wir die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X mit A(X).

Notation 21 (Erweiterte Notation). Haben wir es im Spditeren mit mehreren metrischen Rdumen
gleichzeitig zu arbeiten, so schreiben wir — fir einen metrischen Raum (X,d) — die offenen bzw.
abgeschlossenen metrischen Bille auch in der Form

Bldlc(z) ={y € X | d(z,y) < &} Ve>0,ze X

_ (133)
Bld]c(z) ={y € X |d(x,y) < e} Ve>0, zeX.

Weiterhin schreiben wir O[d](X) anstelle O(X), sowie A[d](X) anstelle A(X) (vgl. Notation[20).
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Notation 22. Ist (V,|| - ||) ein normierter Raum, so verstehen wir Definition im Sinne des
metrischen Raumes (V,d.), wobei d;. wie in (127) in Bemerkung[35 definiert ist. Es ist dann also

Be(z) ={yeV||xz—y| <e} Ve>0,zeX
B.w)={yeVl|lz—yl<e}  Vez0,zeX

Beispiel 30 (zu Notation [22)).

e In dem normierten Raum (R,|-|) gilt

Bo(x)=(z—c,x+¢ Ve>0,ze X

B.(s) = ) .
Be(z) =[x — e, + €] Ve>0,zeX.

o Wir betrachten den normierten Raum (R2, || ||leu) (also (C,|-])); und fizieren € > 0 sowie x € R?:

— B:(z) ist die, bei x zentrierte Einheitskreisscheibe mit Radius £, und zwar ohne den Rand R :=
iﬂ? €ER? | ||1||eux = €}
— Be(x) ist die, bei x zentrierte Finheitskreisscheibe (mit Rand), mit Radius €.

Wie die Bezeichnung ,offener metrischer Ball“ in Definition [34l2) bereits erahnen lisst, gilt der
folgenden Sachverhalt:

Lemma 27. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Es gilt B.(z) € O(X) fir alle x € X und € > 0.

Beweis. Seien z € X und € > 0 fixiert. Fiir y € B.(x) setzen wir d[y] := ¢ — d(z,y), und erhalten

z € By (v) = d(y,2) <[y
— d(z,2) <d(z,y) + d(y,2) < d(z,y) + e —d(z,y) = ¢
= z € B:(x),

also B&[y] (y) C B&(SU)

Syl .~

¢ d ( z,y )
x

(X, d) = (R?, dew)

Dies zeigt, dass der metrische Ball B.(x) eine Umgebung aller seiner Punkte ist, also offen nach

Definition [3414 )| O
Ebenfalls sind die abgeschlossenen metrischen Bille abgeschlossen:
Lemma 28. Seien (X,d) ein metrischer Raum. Es gilt B.(x) € A(X) fiir alle x € X und £ > 0.

Beweis. Seien x € X und € > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass O := X \ B.(z) offen ist; dass
also fiir jedes y € O ein §[y] > 0 existiert, mit By, (y) C O:
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(X, d) = (R?, dew)

Sei hierfiir y € O = X \ B.(z) vorgegeben, gilt d(z,y) > &; und wir setzen 6[y] := d(z,y) — ¢ > 0.
Wir erhalten mit der inversen Dreiecksungleichung:

z € Bspy (y) = d(y,2) <4yl <d(z,y)
S ) 2 () — dly,2)| = d(z,y) — d(y, 2) > A, y) — dly] = ¢
= z¢B(x);
also By, (y) € X \ Ba(z) = O. 0

Bemerkung 34. Wegen Bo(z) = {z} fiir alle x € X, sind gemdfs Lemma insbesondere also auch
alle einelementigen Teilmengen von X abgeschlossen.

Proposition 3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Es gelten die folgenden Aussagen:

OM1) 0, X € O(X),
OM2) O1,...,0, € O(X) =—  OiN...N0, € 0(X),
OM3) U,cs O;j € O(X), fir jede Familie (O;);es von Elementen in O(X).

Beweis. OM1) Klar.

OM2) Sei z € O1 N ...N O, vorgegeben. Wegen Oy € O(X) fiir £ = 1,...,n, existiert fiir jedes
1 </ <mneine>0mit B, (z) C Op. Wir setzen € := min(ey,...,e,) > 0, und erhalten

Be(z) CB.(x) CO, fir £=1,...,n = Be(z) CO1N...NOy.

Dies zeigt die Behauptung.

OM3) Sei z € |J;c; O; vorgegeben. Dann existiert ein j € J mit z € O;. Wegen O; € O(X), existiert
ein & > 0 mit B.(z) C O; C ;¢ Oj; was die Behauptung zeigt. O

Wegen dem dritten Punkt in Bemerkung [§| gilt

MNY=M\(X\Y) fiir MY C X. (135)
Beispiel 31. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

O\ Ae0O(X) VO e€0(X), AecA(X).

Beweis der Behauptung: Wegen (135)) gilt A = X \ (X \ A). Nochmaliges anwenden von (135)) (mit
M =0und Y = X \ A) liefert

ONX\A) =0\ (X\(X\4)=0\A

Es gilt X \ A € O(X) per Definition, sowie O € O(X) per Annahme. Daher folgt die Behauptung
aus [OM2)| in Proposition O
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Lemma 29. Sei (X,d) ein metrischer Raum. FirY C X gilt
Y € O(X) = X\Y € A(X).
Beweis. Es gilt Y = X \ (X \Y) wegen (135) (M = X), also

Y € 0(X) X\(X\Y)eoXx) £ Xx\YecAX). 0

Korollar 13. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Es gelten die folgenden Aussagen:

AM1) 0, X € A(X),
AM2) Ay,... A, € A(X) = AU...UA, € AX),
AM3) N;e; Aj € A(X), fir jede Familie (A;)je; von Elementen in A(X).

* Beweis. AM1) Wegen Proposition BJOMI)| gilt X \ X = 0 € O(X) sowie X \ 0 = X € O(X); also
0,X € A(X).

AM2) Es gilt Oy := X \ Ay € O(X) fiir £ =1,...,n, sowie O1N...N O, € O(X) wegen Proposition
OM2)| Dann gilt X \ (O1N...N0O,) € A(X) wegen Lemma [29} und Bemerkung (8] liefert

A1U...UAn:(X\Ol)U...U(X\On):X\(Olﬁ...ﬂon)E.A(X).

AM3) Es gilt O; := X'\ A; € O(X) fiir alle j € J, sowie |J;c; O; € O(X) wegen Proposition |3jOM3)
Dann gilt X \ U;c; O; € A(X) wegen Lemma 29 und Bemerkung (8| liefert

ﬂjeJ Aj = ﬂjeJX \ 0;=X \ UjeJ 0; € A(X). O

*Beispiel 3. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt
A\ O € A(X) VAeAX), Oe€0(X).

Beweis der Behauptung: Wegen (135)) gilt O = X \ (X \ O). Nochmaliges anwenden von ([135)) (mit
M=AundY = X\ O), liefert

AN(X\0) = A\ (X \ (X\0)) = A\ 0.

Es gilt X \ O € A(X) nach Lemma [29] sowie A € A(X) per Annahme. Daher folgt die Behauptung
aus [AM3)|in Korollar O

Bemerkung 35. Wegen Proposition[3[OM1)| und Korollar [15JAM1)| sind die beiden Mengen () und
X sowohl offen als auch abgeschlossen: Dies ist keine Widerspriichlichkeit in den Definitionen — siehe

auch Beispiel[39 und Beispiel [33
Ubung 56. Wir betrachten den metrischen Raum (R,d,.), also (vgl. (128))

dij: Rx R —[0,00), (z,y) — |z —y|.
Machen Sie sich zundchst klar, dass
(x,y) = B%(az + 55) firalle R>z<yelR (136)

gilt; dass also wegen Lemma das Intervall (z,y) C R offen beziglich der Betragsmetrik d,, ist.
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a) Zeigen Sie, dass fir x € R auch die Intervalle (—oo,x) und (x,00) offen sind.

Hinweis: Proposition [§[OM3)] bzw. (131)).

b) Folgern Sie aus|a) durch Bildung geeigneter Komplemente (von geeigneten Vereinigungen), dass
die folgenden Mengen abgeschlossen sind:

[x,y] fir Ro>z<yeR,

(—o0,x| fir x€R,
ly,00) fir yeR, (37)
(—o0,z] U [y,00) fir Rox<yeR

c) Zeigen Sie, dass die Mengen in (137) nicht offen sind.

Hinweis: Betrachten Sie z.B. fiir die Menge (—oo, x|, die offenen Kugeln B.(x) mit e >0 — Was
gilt fiir diese Kugeln nicht?

d) Folgern Sie aus c), dass die folgenden Mengen nicht abgeschlossen sind:

(—o00,x) U (y,00) fir Roz<yeR,
(x,00) fir z€R, (138)
(—o0,y) fir yeR,
(x,y) fir Rozx<yeR

Ubung 57. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
a) Fir jedes x € X, gilt
(z) = {z}.
Der Schnitt von abzdhlbar vielen offenen Mengen ist also nicht notwendigerweise ebenfalls offen.
(Teil von Ubung zeigt ja, dass {x} = [z, z] im Falle (R,d,|) nicht offen ist.)
Dies ist kein Widerspruch zu Proposition [§JOM2)] da dort nur endlich viele Schnitt auftauchen.
b) Fliir jedes v € X, gilt

ﬂn€N>0 B

1
n

Uneri.o By 1 (2) = Bi(a).

Die Vereinigung von abzdhlbar vielen abgeschlossenen Mengen ist also nicht notwendigerweise
ebenfalls abgeschlossen. (Teil von Ubung zeigt ja, dass das Intervall (x — e,z + ¢) im Falle
(R,d,|) nicht abgeschlossen ist.)

Dies ist kein Widerspruch zu|AM2), da dort nur von endlichen Vereinigungen die Rede ist.

Bemerkung 36 (Metrischer Unterraum). Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teil-
menge. Wir betrachten den metrischen Unterraum (Y,dy) mit der eingeschrinkten Metrik (vgl. Ter-

minologie
dY = d’YXY: Y XY — [0700)7 (.’L‘,y)'ﬁd(%,y)
Es folgt zwanglos, dass gilt:

Bldy]e(y) = Bld]e(y) N Y Ve>0,yeY. (139)
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Bld]e(y)

Bldy]e(y)

Beweis von (139)): Wir erhalten

Bldy]e(y) ={z € Y |dv(y,2) <&}
={zeY |d(y,2) < e}
={zeX|zeY A dy,z2) <e}
={ze X |d(y,2) <e}nY
=Bld:(y) NY,
was die Behauptung zeigt. a

Man erhalt weiterhin:

a) Fine Teilmenge O CY ist offen im metrischen (Unter)Raum (Y,dy) genau dann, wenn eine im
metrischen Raum (X, d) offene Teilmenge U C X ezistiert, sodass O = UNY gilt — In Formeln:

O € Oldy](Y) = AU € 0[d)(X): 0=UnNY. (140)

Beweis der Behauptung:

=) Ist O € O[dy](Y), so existieren (vgl. (132)) e[y] > 0 fiir y € O, mit O = J, o Bldy]cpy (y)-
Wegen Lemma [27] und Proposition [3JOM3)| gilt dann

U := Uyeo Bldlepy (y) € O[d](X).

Wir erhalten

uvny=vYn UyEO B[d]a[y] (y) = UyeO (B[d]e[y] (y) N Y) UyeO B[dY]e[y] (y) = 0.

<) Sei U € 0[d](X). Wir wollen zeigen, dass O := U NY € O[dy|(Y) gilt. Sei hierfiir y € O
vorgegeben. Wegen y € U, existiert ein ¢ > 0 mit B[d].(y) C U. Wir erhalten

([T39)
Bldy |- (y) = Bldl.(y) nY CUNY = 0.
Da y € O beliebig war, folgt hiermit O € O[dy](Y). B
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b) (*) Fine Teilmenge A C 'Y ist abgeschlossen im metrischen (Unter)Raum (Y,dy) genau dann,
wenn eine im metrischen Raum (X,d) abgeschlossene Teilmenge B C X existiert, sodass A =
BNY gilt — In Formeln:

A € Aldy](Y) — IB e A[d|(X): A=BnY. (141)

Beweis der Behauptung:

=) Sei A € A[dy](Y) vorgegeben. Per Definition gilt O := Y \ A € O[dy](Y). Wegen ((140),
existiert ein U € O[d](X) mit O = U NY. Wegen Lemma [29| gilt B := X \ U € A[d](X);

und wir erhalten
BNY=(X\0U)nY=Y\U=Y\UNY)=Y\O=Y\(Y\A4) =A.

<) Sei B € A[d](X), und A := BNY. Per Definition gilt U := X \ B € 0[d](X); und wir

erhalten
(1140}
Y\A=Y\(BNY)=Y\B= (X\B)mY:UmYO[dy](Y).
Dies zeigt A € A[dy](Y). O

Die Punkte@ und mn Ubung konnten den Trugschluss verursachen, dass in einem metrischen
Raum (X,d) Mengen generell immer entweder offen oder abgeschlossen sind — Gemdfl Bemerkung
ist dies 2.B. fiir die Teilmengen (0, X C X nie der Fall, da diese immer sowohl offen als auch
abgeschlossen sind. Nichitrivialere Gegenbeispiele erhdlt man z.B., wenn man zu ,gewissen unzu-
sammenhdngenden® Teilmengen (,, Teilmengen mit Liicken®) von metrischen Riumen iibergeht; und
diese dann mit der eingeschrinkten Metrik ausstattet:

Beispiel 32. Sei (X,d) = (R,d},), sowie Y := {-3} U [-1,1) C X. Wir betrachten den metrischen
Unterraum (Y,dy) — d.h.

dy: Y xY — [0, 00), (x,y) = |z —y|.
Dann gelten die folgenden Aussagen (Ubung @:

a) Die Mengen {—3},[—1,1) sind offen im metrischen Raum (Y,dy).
Hinweis: Betrachten Sie offene Bdille um die Punkte —3 und 0.
b) Die Mengen {—3},[—1,1) sind abgeschlossen im metrischen Raum (Y,dy).

Hinweis: Komplemente.
Ubung 58. Zeigen Sie die Aussagen@ und@ in Beispiel .

Beispiel 33. Sei (X,d) = (R,d). Wir betrachten den metrischen Unterraum (Y,dy) = (Q,d,);
also Q aufgefasst als Teilmenge von R, mit der Betragsmetrik.

o Wie in Ubung|56| sieht man:

— Die folgenden Intervalle sind offen aber nicht abgeschlossen in (Q,d,,):

(z,y) fir Q3z<yeQ,
(r,00) fir xe€Q,
(—o0,y) fir yeQ.
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— Die folgenden Intervalle sind abgeschlossen aber nicht offen in (Q,d,,):

[z,y] fir Q3>z<yecQ,
(—o0,z] fir ze€Q,
[y,00) fiir yeQ.

o Wegen der ,Liickenhaftigkeit* von Q, existieren nun aber auch noch andere Intervalle in Q, die
nicht in obiger Form geschrieben werden kénnen:

Set 7 € R\ Q irrational, sowie U_ := (—oo,7) € O(R) und Uy = (1,00) € O(R). Wegen
Bemerkung gilt

{reQlz<t}:=0_:=U_NQe0(Q)
{reQ|r<z}:=04:=U;NQe0OQ).

Wegen 7 € R\ Q gilt nun
Q=QNR=QNR\{r}) =Qn((-o0,7)U(r,00)),
und daher
Q=0_UO0y mit O_NO; =10 - O+ =Q\ O+
= 0(Q) 2 O+ € A(Q).

Die Intervalle Oy sind also beide sowohl offen als auch abgeschlossen im metrischen (Unter)Raum

(Q.dy).
Ubung 59. Ein metrischer Raum (X,d) heifit diskret, wenn jeder Punkt in X isoliert liegt — wenn

also fiir jedes x € X ein ¢ > 0 emistiert, sodass B-(x) N X \ {x} = 0 gilt. Zeigen Sie die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

a) (X,d) ist diskret,

b) {z} € O(X) fiir allexz € X,
&) O(X) = P(X),

d) A(X) =P(X).

Beispiele fiir solche diskreten metrischen Rdume sind:
— (Z,d) mait
d: ZxZ —0,00), (m,n) — |m —nl.
— (X,d) mit einer beliebigen Menge X, sowie
1 fir x
dw={ g i 27

0 fir x=uy.

6 Konvergenz von Folgen und Reihen

In diesem Kapitel behandeln wir den Begriff der Konvergenz von Folgen und Reihen.
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6.1 Folgen

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Unter einer Folge in X, verstehen wir eine Familie (zy,)nen von
Elementen in X, wobei N = {n € Z |n > p} C Z fiir ein p € Z gilt (vgl. Notation [d). Alternativ
notieren wir auch (z,,),>p anstelle (z,)nen; sowie (2 )nen fir p =0 und (z,)nen., fiir p=1.

Gilt (X,d) = (K,d;,) mit K € {Q,R,C}, so wird (z,)nen auch als Zahlenfolge bezeichnet —
Beispielsweise (vgl. Beispiel :

e Die Q-Folge (X)nen.,- (z, = L fiir alle n € N = N5g)
e Die N-Folge (n?),en. (7, = n? fiir alle n € N = N)
e Die C-Folge (2")nen mit z € C. (x, = 2" fiir alle n € N =N)

Definition 35 (Teilfolgen). Sei (zy,)nen eine Folge in X. Gegeben eine Abbildung v: N — N mit
Nem>neN = t(m) > u(n).

(v ist dann notwendig injektiv), so wird die Folge (,(,))nen als Teilfolge von (zn)nen bezeichnet.

Beispielsweise:

e SeiN={n€Z|n>p}undi: N>nw n+p&cN;also (¥,0,))neNn = (Tn+p)nen-
Die Abbildung ¢ verschiebt daher nur den Anfangsindex p auf 0.
e SeiN=Nund: N> nw 2n €N; also (2,n))nen = (T2n)nen-

Die Abbildung v terminiert daher alle ungeraden Indizes (bzw. die dazugehdorigen Folgenglieder).

Der erste Punkt legt nahe, dass man sich eigentlich immer auf die Indexmenge N = N festlegen
konnte. Dies bringt aber listige technische Schwierigkeiten mit sich; sowohl in Beweisen, als auch
bereits in der Angabe von einfachen Folgen wie (%)ner.

Bemerkung 37 (Teilfolgen von Teilfolgen sind Teilfolgen). Sei (X,d) ein metrischer Raum, sowie
(wn)nEN; (yn)n€N7 (zn)nEN FOlgen in X.

o Sei (Yn)nen eine Teilfolge von (Tn)neN; also (Yn)neN = (Ty(n))nen fir t: N — N mit ((m) > u(n)
fir alle N € m >n € N.

o Sei (zn)nen eine Teilfolge von (Yn)nen; also (2n)neN = (Yr(n))nen fir ein k: N — N mit k(m) >
k(n) fir alle N € m >n € N.

Dann ist auch (zn)neN = (Yn(n)JneN = (T(xoi)(n)) Jnen eine Teilfolge von (T, )nen, wegen
Nem>neN = i(m)>in) = (kor)(m)=~r((m))>r((n)) = (kor)(n).

6.1.1 Grenzwerte von Folgen

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der Analysis.
Definition 36 (Konvergenz von Folgen). Sei (X,d) ein metrischer Raum.
a) Eine Folge (xy)nen in X heifft konvergent gegen x € X genau dann, wenn gilt:
Ve>0: 3N, €N: Vn> N.: d(z,z,) <e (142)

(wenn also x,, € B.(x) fir alle n > Ng, bzw. {z, |[N 3 n > N.} C B.(x) gilt). Man sagt dann
auch, dass fast alle (alle bis auf endlich viele) Folgenglieder von (xy)nen in Be(x) liegen.
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Man verwendet eine der folgenden Schreibweisen um anzugeben, dass (x,)nen gegen x konvergiert

(Tn)nen — , Ty — T, lim z, =z, limy, 00 Tn, = T, lim,, z,, = z.
n—oo

Es wird dann x als Grenzwert (oder Limes) der Folge (xyn)nen bezeichnet.

Beachte: Gilt d(xz,z,) < € fir ein € > 0, so gilt auch d(z,z,) < € fir alle e < €. Um
lim,, z,, = * nachzuweisen, reicht es daher Folgendes zu zeigen:

VmeN: IN,, e N: Vn> Ny, d(z,z,) < (143)

1
E.
In der Tat existiert gemdfl Proposition @ zu jedem € > 0 ja ein m € Nyg mit 0 < % <e.

b) Eine Folge (xp)nen in X heifit divergent, wenn sie keinen Grenzwert (in X ) hat — also gegen
kein x € X konvergiert — wenn also gilt:

VeeX: 3e>0: VN eN:In>N: d(z,z,) > ¢ (144)

(Fir jedes N € N ezistiert also ein n > N mit x,, ¢ B.(x); und zwar fir alle fixierten ¢ > 0 und
allex € X.)

Bemerkung 38. Sei (V,||-||) ein normierter Raum. Wir verstehen dann den Konvergenzbegriff im

Sinne des metrischen Raumes (V,d;. ) (vgl. Bemerkung[33). Es liest sich dann also als
Ve>0: 3N eN: Vn> Nt |z —ay,) <e (145)
sowie in der Form
VeeX: 3e>0: VNeN:In>N: |z —z,| >¢ (146)
Im Falle V =K € {Q, R, C}, ist dann wiederum einfach ||z — z,|| durch |z, — x| zu ersetzen.

Beispiel 34.

a) Es gilt (Y)nen., — 0. (x =0 sowie z, = L fiir allen € N = Ns)
Sei hierfir € > 0 vorgegeben. Wegen Proposition @ existiert ein N € Nyg mit 0 < NLE < €.
Daher gilt

gNLE<s Vn > N..

b) Es gilt (35 )nen — 1. (x =1 sowie x, = ;27 fiir allen € N=N)

Sei € > 0 vorgegeben. Wie in Teil ezistiert dann ein N; € N5 mit n%rl < ¢ fir alle n > Ng.
Wir erhalten

|lx —x,| = |1 —

n _Intl—m| _ 1
ol =15 =g <e Vn > N..

¢) Es gilt (5% )nen — 0. (x =0 sowie x, = 5 fir allen € N=N)
Der Binomische Lehrsatz (Satz@ liefert fiirmn € N

2" =(1+1)" :ZZ:O (Z) =14+n+ (g) +...>2n+ "'(7;*1) _ n-(T;Jrl) > %2
und daher 5 < % Fiir € > 0 vorgegeben, sei N. € N mit % < € fiir alle n > N.. Dann gilt

2 —ap| =0 =R <2<c¢ Vn> Ne.
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Beispiel 35 (Konstante Folge). Sei (X,d) ein metrischer Raum, (x,)nen eine Folge in X, sowie
x € X. Ezistiert ein N € N mit x,, = x fiir allen > N, so gilt

d(z,z,) =0 Vn>N — lim, z, = x.
Ubung 60. Zeigen Sie (#)nel\go — 0 fiir alle m > 2.
Hinweis: Zeigen Sie beispielsweise zundchst per Induktion m™ > n fir alle n € Nsg, falls m > 2.

Satz 12. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ezistiert der Grenzwert einer Folge in X, so ist dieser
eindeutig bestimmt (jede Folge hat hichstens einen Grenzwert).

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung wére falsch. Dann existiert eine Folge (x5, )nen in X, sowie
X >z # & € X derart, dass sowohl lim, x,, = z als auch lim, z, = % gilt. Wegen = # T ist
g :=d(z,z) > 0. Per definitionem (vgl. (142)) existieren N1, No € N mit

d(z,zy) < % Vn>N; sowie d(z,zy,) < Vn > Ns.

Fiir N := max(N1, N2) und alle n > N gilt daher d(z,z,) < § sowie d

—~

T, x,) < 5. Wir erhalten

d(z,7) < d(z,zy) +d(zy, 5) 2 d(z, on) + d(F on) < S+ £ = e = d(z, 3),

also einen Widerspruch. ]

Bemerkung* 8. Der geometrische Hintergrund zu Satz ist der, dass zu X 2 x # y € X
vorgegeben, ein € > 0 mit B.(z) N B:(y) = 0 existiert (es kénnen dann nicht gleichzeitig fast alle
Folgenglieder sowohl in B.(x) als auch in B¢(y) liegen).

Beweis der Behauptung: Angenommen, die Behauptung ist falsch. Fiir jedes ¢ > 0, existiert dann
ein z € Bz (x) N Bz (y); womit gilt:

d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) <5+ 5==¢.

Da ¢ > 0 beliebig war, gilt d(z,y) = 0 wegen Lemma Wegen [M1)| gilt also x = y, was im
Widerspruch zur Annahme x # y steht. O

Lemma 30 (Erhalt von Ungleichungen unter Limiten). Seien (an)nen — @ und (bp)nen — b kon-
vergente Folgen in R. Existiert ein N € N mit a,, < b, fiir alle n > N, so gilt a < b.

Beweis. Angenommen es gilt b < a. Wir setzen ¢ := aT*b > 0, und finden (wegen lim, a,, = a und
limy, b, = b) ein m > N, mit |a — a,,| < € und |b — by,| < e.

e Es gilt a,, > a — £ wegen:

a> anm = a—am=la—ap|<e = Qm > a— €
—

Am > @ am > a > a— €.

e Es gilt b, < b+ ¢ wegen:
b> b, = b <b<b+e¢
by, > b = b —b=1b—bp| <e = b < b+e.
Wir erhalten mit a — b = 2¢ (also b+ ¢ =a —¢), dass
b <b4+e=a—c<anm

gilt, was wegen m > N der Voraussetzung a,, < b,, widerspricht. O
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Korollar 14. Sei (an)nen — a eine konvergente Folgen in R, sowie ¢ € R.

e FEuxistiert ein N € N mit a, < c¢ fiir alle n > N, so gilt a < c.
e FEuxistiert ein N € N mit ¢ < ay,, fiir alle n > N, so gilt ¢ < a.

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma wenn man c als konstante Folge auffasst. O

Bemerkung 39. Fir konvergente R-Folgen (an)nen — a und (by)nen — b, folgt aus a,, < by, fiir alle
n € N im Allgemeinen nicht a < b, sondern auch nur a < b. Ist beispielsweise N = Nsq, sowie a, =0
und b, = % fir allen € N, so gilt zwar a,, < b, fir alle n € N, aber es st lim, a,, = 0 = lim, b,,.

Korollar 15. Seien (an)nen — @, (bp)nen — b, (¢n)nen — ¢ konvergente Folgen in R. Existiert ein
N e N mit a, <b, < cp, fir allen > N, so qilt a < b < c¢. Insbesondere impliziert a = c, bereits
a=b=c.

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma O

Ubung 61. Seien R 3 a < b € R, (¢y)nen — ¢ € R eine konvergente Folge in R, sowie N € N.
Zeigen Sie die Implikation

cn € [a,b] Vn>N = c € [a,b].

Lemma 31 (Quetschlemma). Seien (an)nen; (bn)nen, (¢n)nen Folgen in R. Es gelte (ap)nen — T
sowie (Cp)neN — T, fir ein T € R; und weiterhin existiere ein N € N mit a, < b, < ¢, fir alle
n > N. Dann gilt lim, b, = 7.

Beweis. Fiir € > 0 vorgegeben, existiert ein Ny € N mit a,, € (1 —¢&,7 +¢) fiir alle n > Ny, sowie ein
Ny € N mit ¢, € (1 —e,7 +¢) fiir alle n > Na. Fiir alle n > N, := max(N, Ny, Na), gilt dann

T—e<a,<b,<c,<T+e¢ = by € (T —e,7+¢).
Dies zeigt lim,, b,, = 7. ]

Proposition 4. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (xyn)nen — © € X eine konvergente Folge in
X. Sei zudem v: N — N injektiv. Dann gilt limy, z,(,) = x.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben, und N = {n € Z |n > p}.

o Wegen (z,,)nen — , existiert ein N € N mit z,, € B.(x) fiir alle n > N..
e Da ¢ injektiv ist, ist die Menge M := = *({p,..., N:}) C N endlich (es gilt |M| < N. +1 — p).

e Sei N, := 1+ max(M). Fiir n > N, gilt dann n ¢ M; also +(n) > N, + 1, und somit T, () € Be(w)
wegen dem ersten Punkt ]

Dies zeigt (7,(n))nen — - O

Korollar 16. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,)nen — « € X eine konvergente Folge in X .
Dann konvergiert auch jede Teilfolge (z,(n))nen von (Tn)nen gegen .

Beweis. Klar wegen Proposition {4 denn fiir eine Teilfolge (,(;))neN VOn (Zn)nen, ist t: N — N
notwendig injektiv (N€m >neN = ((m) > (n) — siehe Definition [35)). O

Ubung 62. Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X, und (x,)nen eine Folge in X. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a) Es gilt (zp)nen — .

21Beachte, dass nicht notwendigerweise t(max(M)) = N. gelten muss, da ¢ nur als injektiv vorausgesetzt wurde.
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b) Es gilt (d(z,xn))nen — 0.

¢) Es existiert eine Folge (an), . in [0,00) mit lim, ap, = 0, sodass ein N € NN N existiert mit

d(z, x,) < ay VY n > N.

Ubung 63. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Fir eine komplexe Zahl z = x + iy gilt
max(|z, ly) < |z < |z| + [yl.

Hinweis: Ubung bzw. Beweis von ([126]).
b) Sei (zn)neN = (Tn + 1Yn)nen €ine komplexe Zahlenfolge. Dann gilt

(Zn)neN A= (x,y) — ((xn)neN — l‘) A ((yn)neN — y)
c) Zeigen Sie: lim, (ni_i_l + 1#) =1.

Ubung 64.

a) Sei M DR <z € R mit M #0. Zeigen Sie, dass supgr(M) = x genau dann gilt, wenn eine Folge
(n)nen in M ezistiert, sodass lim,, x,, = x gilt.

b) Sei R> 2 < M CR mit M #0. Zeigen Sie, dass infg (M) = x genau dann gilt, wenn eine Folge
(Tn)nen in M ezistiert, sodass lim, x, = x gilt.
6.1.2 Beschrinktheit

Terminologie 12. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heif$t beschrinkt, wenn
ein C' > 0 existiert, mit

d(z,y) <C Vz,yeY. (147)

(Wegen der Dreiecksungleichung, ist es dquivalent zu fordern, dass ein T € X und ein C' > 0 existiert,
sodass d(1,y) < C fir alley € Y gilt — also Y C Be(7).)

o Ist (V,||-]|) ein normierter Raum, so verstehen wir obige Definition wieder im Sinne des metrischen
Raumes (V,d;.). In diesem Fall ist Y CV genau dann beschrinkt, wenn ein C' > 0 existiert, mit

Iyl <C VyeY. (148)

Beweis der Aquivalenz:

— Es gelte (147)) fiir d = d;.;. Wir fixieren z € Y, und erhalten

Iyl =lly— 2+ 20l < lly = 2l + 2l = dyyzo9) + 2l S C+ 2 = € WyeV.
— Gilt , so folgt
dp(zy) = lly =2l =lly+ )l <yl + |zl < 2-C=C Vzy €Y. m
o IstV=Ke{QR,C} und||-||=1-|, so liefit sich in der Form
ly| < C VyeY. (149)

(Beachte: Fir K € {Q,R} ist (149) gleichbedeutend mit der Beschrinktheit von Y in K im Sinne
von Definition |15 (Ubung).)
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Terminologie 13. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (xy)nen in X heifst beschrinkt, wenn
die Teilmenge {xy |n € N} C X beschrankt ist, d.h.,

o Allgemeiner Fall: FEs existiert ein C > 0 mit

d(zm,xn) < C Vm,n € N. (150)

o (X,d)=(V,d,): FEs ezistiert ein C > 0 mit

|zn|| < C VneN. (151)

e (X,d)=(K,d): Es existiert ein C > 0 mit

|z, < C VneN. (152)

Satz 13. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und (zy)nen — * € X eine konvergente Folge in X. Dann
ist (xn)nen beschrinkt.

Beweis allgemeiner Fall: Wegen (x,,)nen — @, existiert ein N € N mit
d(z,z,) <1 Vn>N.
Sei C := 1+ max({d(z,z,) [N>m < N}).

e Fiir alle N > m < N, gilt d(x, z,) < max({d(z,zm,)|N>m < N}) <C.
e Fiir alle n > N, gilt d(z,z,) <1< C.

Fiir alle m,n € N folgt dann mit [M2)| und [M3)| (Dreiecksungleichung)

M3)
d(zm, zn) < d(zm,z) + d(z, 24) d(:c,xm) +d(z,z,) <C+C =2C.

Dies zeigt die Beschrianktheit von {z,, | n € N}. O
* Beweis fir (K, d;,): Wegen (z,)nen — @, existiert ein N € N mit

|z —x,| <1 Vn>N.
Sei C' :=1+ |z| + max({|zm| [N > m < N}).

e Fiir alle N > m < N, gilt |z,,| < max({|z,,| [N>m < N}) < C.

e Fiir alle n > N, folgt mit der Dreiecksungleichung
|2n| = (2 = 2n) + 2] <[z —2nf +[2] < T+ [z < C.
Dies zeigt die Beschrénktheit von {z,, | n € N}. O

Die nichste Proposition zeigt insbesondere, dass die beschrénkte Folge ((—1)™),en divergent ist; dass
also die Umkehrung von Satz [13]im Allgemeinen nicht gilt.

Proposition 5. (Konvergenzverhalten der geometrische Folge) Sei z € C, und (2")nen die zugehirige
geometrische Folge. Dann gilt

1 firz=1
2Z" —
(") nen {O fir |z| <1,

und (2" )nen ist divergent falls z # 1 mit |z| > 1 gilt.
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Beweis. o Sei z = 1. Dann gilt 2" = 1 fiir alle n € N; also (2"),eny — 1.
e Sei |z| > 1. Die Bernoullische Ungleichung (Satz (8)) liefert dann
2" = [z[" = 1+ ([] = 1))" = 1+ n-(Jz] - 1).

Dabher ist (2")nen nicht beschrénkt wegen Proposition [2f3)| (und |z] — 1 > 0); kann also nach Satz
[[3 nicht konvergent sein.

e Sei |z| < 1.Ist z =0, so gilt 2" = 0 fiir alle n € N; also (2"),eny — 0. Sei also z # 0 und € > 0
vorgegeben. Dann gilt |z|~! > 1. Wir erhalten wie im vorherigen Fall

2T = () T = (T = A (T =) 2 T (2T - 1),
Wegen Proposition existiert ein N; € Nmit 1+ n- (|21 = 1) > 1 fiir alle n > N;; also

T 1l4n-(z|7t=-1)

0—2"= |z <e Vn > N..

Dies zeigt (z™)nen — 0.

e Sei |z| = 1 sowie z # 1. Wir argumentieren durch Widerspruch; nehmen also an, dass (z")nen — w
fiir ein w € C gilt. Dann existiert ein N € N mit [s" — w| < - |2 — 1| fiir alle n > N (beachte
z — 1% 0). Wir erhalten (wegen |z| = 1)

|z =1 = |2|V - |z = 1] = [V = 2N = 2V —w +w — 2|

< b= < b a1+ 1 = 2 1)
also einen Widerspruch. ]
Terminologie 14 (Bestimmte Divergenz). Sei (an)nen eine Folge in R.

e Man schreibt (ap)nen — 00, wenn fir jedes C > 0 ein N € N existiert, sodass a, > C fir alle
n > N gilt. In diesem Falle sagt man, dass (ap)nen bestimmt gegen oo divergiert.

e Man schreibt (an)nen — —00, wenn fir jedes C < 0 ein N € N existiert, sodass a, < C fir alle
n > N gilt. In diesem Falle sagt man, dass (an)nen bestimmt gegen —oo divergiert.

Definition 37 (Erweiterte reelle Zahlen). Die erweiterten reellen Zahlen sind definiert durch R :=
RU{—00,00}.
e Divergiert eine reelle Folge bestimmt gegen +£00, so sagen wir auch, dass sie gegen +o0o konvergiert.

o Wir sagen, dass eine reelle Folge konvergent in R ist, wenn sie gegen ein T € R konvergiert.
Beispiel 36.

a) Es gilt (£n)peny — oo da R archimedisch angeordnet ist.

b) Es gilt (£ )pen., — 0.

Beweis. Wegen Beispiel gilt (55 )neny — 0. Fiir C > 0 vorgegeben, setzte ¢ := % Dann
existiert ein N € N mit

s =10—gx|<e Vn>N —

=[N

V
m |

=C Vn>N.

Dies zeigt die Behauptung. O
Ubung 65. Sei (an)nen eine Folge in (0,00). Zeigen Sie die folgenden Implikationen:
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® (an)pen — 0 == ( 1 )neN — 00.

an

o (an)pen 00 = ( L )nEN — 0.

an

Hinweis: Verallgemeinern Sie die Argumentation in Beispiel .
Ubung 66. Zeigen Sie lim,, {/a, = oo, fir jedes k € Nsg und jede Folge (an)nen in [0,00) mit

lim,, a,, = co.

Hinweis: Ubung .

6.1.3 Grenzwertsitze fiir Folgen

In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall normierter Raume; sowie der Kérper Q, R, C. Im
Folgenden sei also immer K € {Q, R, C}.

Proposition 6. Sei (V, ||-||) ein normierter K- Vektorraum, sowie A, i € K. Seien weiterhin (v,)nen —
v €V und (wp)nen — w € V' konvergente Folgen in V', sowie (Ay)nen — A eine konvergente Folge
in K. Dann gelten die folgenden Aussagen:
1) (vn + wWp)pen — v+ w.
2) (—Vn)neNn — —v.
3) (An - Un)neN = A - 0.
4) ()\'Un+ﬂ'wn)n€N =AU+ p-w.
Beweis. 1) Sei € > 0 vorgegeben, sowie N1, No € N mit
lv—wnl| <§ Vn>N und lw—wy| <5 Vn>Ns.
Dann folgt mit der Dreiecksungleichung

[(v+w) = (vn +wn)|| < v =vp| + Jw—wp| <5+ 5=¢ Vn > N, = max(Ny, No),

was die Behauptung zeigt.
2) Dies ist unmittelbar klar wegen || — v — (—vy,)|| = [[v — va]| (vel. M2)).
3) Zunéchst erhalten wir aus und dass
IAN-v—=An ol = [(A-v=Xp - 0) + (An v = Ay - 0|
<A =An) ol + [[An - (v = wn)] (153)
= A= Anl - l[oll + [An] - [l — o

fiir alle n € N gilt. Wegen Satz existiert ein C' > 0 mit |\,| < C fiir alle n € N. Fiir e > 0
vorgegeben, wihlen wir nun Ni, Ny € N mit (beachte, dass v = 0 gelten kann)

€ €
A—A _ Vn>N i - < — Vn > Ns.
I nH<2-max(1,Hv||) n > Ny sowie lv — vp| 5C n > Ny
Fiir N := max(Ny, N2) und n > Ng, erhalten wir
(L53)
[A-v=An-onll < A= Anl - [v]] 4+ [An] - [[(v = vp)]]
€ € e €
s c.-= < S4° - ¢
> qop 1M+ C 56 = 33 = ¢

4) Dies sofort folgt aus Teil 1)l und Teil wenn man A und u als konstante Folgen auffasst. O
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Fasst man K als eindimensionalen K-Vektorraum auf, so ist dieser normiert vermége |- |. Daher erhélt
man aus Proposition [6| unmittelbar{??]

Korollar 17. Seien A\, u € K, sowie (an)nen — a € K, (bn)nen — b € K konvergente Folgen in K.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) (an -+ bn)neN —a-+ b

2) (—ap)neNn — —a.

3) (an : bn)nEN —a-b.

4) ()"an+ﬂ’bn)n€N _>)\'a+ﬂ'b'

Beweis. Folgt unmittelbar aus Proposition [6} O
In K=Q,R,C, gilt nun Weiterhin@

Lemma 32. Sei (an)nen — a € Ky eine konvergente Folge in K .

a) Dann gilt (ﬁ)neN — 1

b) Ist (bn)nen — b € K eine konvergent Folge in K, so gilt (b—") .y

an/neN a

Beweis. Der Teil @ folgt unmittelbar aus Teil sowie Korollar Wir erhalten die Aussage in
Teil @ wie folgt:

e Sei zundchst a = 1. Wir erhalten (beachte: 1= |z -2t = |z|- |27 fiir v € Ky)
1= ant| =l(an = 1) a5 = lan = 1] - |ag ' = |an — 1] - |an| 7. (154)

Sei nun € > 0 vorgegeben, und N € N mit |1 — a,| < min(§, ) fiir alle n > N.. Dann folgt fiir
alle n > N. (wegen 1 = |1 — ap, + ap| < |1 — ap| + |an|)

54
1<l —anl +lan] = lanl 211 —an|>1 = |aa| 7t <2 l-ajl|<g-2=c
e Gilt a # 1, so setzten wir b, := a~! - a,, € Ky fiir alle n € N. Dann gilt (b,)pen — a~!-a =1,
wegen Korollar Aus dem vorhergehenden Punkt folgt somit lim,, b, = 1; und nochmaliges
anwenden von Korollar [L7}{4)| liefert

a ! =lim,(a7! b1 =lim,(a~!-a-a;!) =lim,a,?,

n
was die Behauptung zeigt. a
Beispiel 37. Sei (an)nen eine K-Folge der Gestal@

a — xk-nk+xk_1-nk_l+...+x0
n

= — VneN
Ym N+ Tp—1 -+ Yo

fir k,m € N, sowie xg, ..., Tk, Y0,---,Ym € K mit xg, ym # 0. Dann gilt

=:bp
L, Tk o
ap=n""". n n Vn e N.
Ym—1 Yo
Ym + Tt
n
=:cn
22Um Korollar [17| zu erhalten, kann man im Beweis von Proposition |§| alternativ auch einfach || - || durch | - | ersetzen.

2Gemif Terminologie ist hier Ky als metrischer Raum beziiglich der eingeschrankten Betragsmetrik aufzufassen.
21GemiB Satz besitzt ein Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen. Wéhlt man daher p > 1 grofl genug, so
kann man gewéhrleisten, dass der Nenner ungleich 0 ist.
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— Wegen lim, % =0 und Korollar gilt lim,, % =0 fiir alle p € Nxg.
— Mt Korollarfolgt somit limy, b, = xp und limy, ¢, = Y, -

— Wegen Lemma gilt dann lim,, IC’—Z = ;—T’;
Es sind die folgenden 8 Fille zu unterscheiden:

Tk
Ym

o Ist k <m, so gilt n*~™ — 0 — also a,, — 0 (Komllar.

o Ist k> m, so divergiert (an)nen-

e Ist k=m, so gilt a, —

In der Tat, andernfalls gilt a, — a fiir ein a € K; und somit

bn

= lim,, o= limn(nm_k cap)=0-a=0

T
Ym
(wegen lim,, n™ % = 0 und wegen Korollar , was % =% 0 widerspricht.

6.1.4 Monotone Folgen
Wir betrachten nun Folgen in R.

Terminologie 15. Fine Folge (ap)nen in R heifst

e monoton wachsend an < Gpi VneN,

e streng monoton wachsend an < Aptl VnéeN,

e monoton fallend Qn > Apt1 Vn €N,

rrut

e streng monoton fallend Qpn > Apt1 VnéeN.

Die Folge (ap)nen heifit monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist; sowie
streng monoton, wenn sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Weiterhin heif$t die Folge (ap)nen

e nach unten beschrénkt, wenn ein C <0 mit C < {ay | n € N} existiert.
e nach oben beschrénkt, wenn ein C > 0 mit {a, | n € N} < C existiert.

e beschrinkt, wenn sie sowohl nach unten, als auch nach oben beschrinkt ist.

(Dies ist gleichbedeutend zu (152)) in Terminologie[15)

Der folgende Satz ist grundlegend in der Analysis.
Satz 14 (Monotone Konvergenz). Sei (ap)nen €ine Folge in R. Es gelten die folgenden Aussagen:

1) Sei (ap)nen nach oben beschrinkt und monoton wachsend. Dann ist (ap)nen konvergent in R,
mit lim,, a,, = supgr({an | n € N}).

2) Sei (apn)nen nach unten beschrinkt und monoton fallen. Dann ist (ap,)nen konvergent in R, mit
lim, a, = infr({a, | n € N}).

3) Sei (an)nen beschrinkt und monoton. Dann ist (an)nen konvergent in R.
Beweis. Der dritte Teil folgt dann unmittelbar aus den ersten beiden Teilen. Wir zeigen hier nur den
ersten Teil — Der zweite Teil folgt analog; bzw. aus [1), wenn man (ay)nen durch (—ap)nen ersetzt

und Proposition [1] anwendet.
Wir argumentieren nun wie folgt:
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e Da (a,)nen nach oben beschrinkt ist, existiert a := supg({a, |n € N}) € R. (R ist vollstindig)

e Fiir ¢ > 0 vorgegeben, existiert nach Lemma [20|ein N € N mit ay > a — €. Da (ay)nen monoton
wachsen ist, mit a, < a fiir alle n € N (per Definition des Supremums), erhalten wir fiir alle
n>N,dass a —e < ayn < ap < a gilt (also |a — a,| < ¢ fiir alle n > N). O

Beispiel 38 (Babylonisches Wurzelziehen). Fiir a > 0 und k € Nsq, betrachten wir die wie folgt
induktiv (rekursiv) definierte R-Folge (apn)nen:

_ k
ap:=a-+1 und Gn+1 :—an-(l—i—m) VnéeN.

Dann gilt fiir alle n € N (siehe Beweis weiter unten):
(i) an >0, (ii) (an)* > a, (i1) any1 < ap. (155)

Daher ist (ap)nen monoton fallend, sowie nach unten beschrinkt durch 0. Satz zetgt lim, a, — b
fiir ein b € R; wobei b > 0 wegen Korollar[14) und (i) gilt.

o Aus Korollar Korollar und (ii) folgt, dass b* =lim,(a,)* > a > 0 gilt (also auch b > 0).

e Durch Limesbildung (auf beiden Seiten) erhalten wir aus den Grenzwertsdtzen

a— (an)* a— bk
wi=a (L) = e (1455

Kiirzen und umstellen liefert 1 =1+ “kfbik; also b* = a. Dies zeigt b= ¥/a.

Beweis von per Induktion:

(TA) Es gilt ap =a+ 1> 0 (wegen a > 0), also ().
Zudem gilt (ap)* = (a+1)* > a+1 > a (wegen Ubung und a +1>1), ().
SchlieBlich gilt (7ii), wegen (ag > 0 und a/(ap)* < 1)

a— (ag)” 1 1 a 11
— . pad Sl VAR R . . < . —Z4+2) =aqn.
me (”k-(awk) “0 <1 E (ao)k>_a0 <1 Nk) “0

(IS) Es gelte nun ([155)) fiir ein n € N. Dann folgt:

(i) Wir haben a, 1 > 0, wegen a, > 0 sowie (beachte £ > 1 und a/(a,)* > 1 > 0)

a—(an)f _(k=1)-(an)f+a k-1

1 > = .
PR @)f T ke (an) PR
(ii) Wir erhalten aus Satz |8 (Bernoulli-Ungleichung)
kN K
k a— (an
(ant1)" = (an)" - (1 + k- (an) )
k
> () (14 k- 22 (an
N L
= (Gn) +a— (an)k = a;
denn nach (IV) gilt L] T S (5 L (9 LS | (vgl. Voraussetzungen von
k-(an)k k-(ap)k  k-(an)* =  k(an)k = :

Satz .
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(iii) Wir erhalten aus (i) (also a,,1 > 0) und (ii) (also (a,41)* > a), dass

<0
k
a — \Anp+1
(py2 = Qpil - (1 + k((anjl))k> < apt1
n
gilt, was die Behauptung zeigt. O

Ubung 67. Die R-Folge (a,)nen sei rekursiv definiert durch

ap =1 und i1 =1+ %” VneN. (156)

Zeigen Sie:

a) Es gilt 1 < a, <2 sowie a, < apt fir alle n € N.

b) Folgern Sie, dass (an)nen konvergiert.

¢) Bestimmen Sie den Grenzwert von (an)neN-
Lemma 33. Jede Folge in R besitzt eine monotone Teilfolge.

Beweis. Sei (an)nen eine Folgen in R mit N = {n € Z | n > p}. Wir setzen
N:={neN| ay, > apym firalle meN} CN.

e Sei N nicht endlich:

Wir erhalten eine streng monotonﬂ Injektion ¢: N — N, indem wir induktiv definieren:
¢(0) := min(N) sowie tn+1):=min({p e N|p>(n)}) firalle neN.

Die Teilfolge (a,(n))nen ist dann per Konstruktion monoton fallend.
e Sei N endlich: Wir setzen

o fiir N =0
0 max(N) +1 fiir N # 0.

— Wegen (o ¢ N, existiert ein N 3 ¢; > 19 mit a,;, > a,,.

— Wir wenden nun das gleiche Argument auf ¢; an (beachte ¢; ¢ N wegen N < 19 < ¢1), und
erhalten N < 19 < ¢t1 < 12 mit a,, < a,; < ay,.

— Induktive Anwendung des gleichen Argumentes, liefert N < g < ¢1 < 12 < ... mit a,, < a,, <
Ay < ovv

Sei ¢: N3 n > 1, € N. Dann ist (a,(,))nen €ine monoton wachsende Teilfolge von (an)nen- O

Satz 15 (Bolzano-Weierstrass). Jede beschrinkte Folge in R, besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (ap)nen eine beschriankte Folge in R. Mit Lemma (33| existiert eine monotone Teilfolge
(@y(n))nen von (an)nen- Offensichtlich ist dann (a,(,))nen ebenfalls beschrénkt; konvergiert also gegen
ein Element in R wegen Satz (Monotone Konvergenz). O

Korollar 18. Seia,b € R mit a < b, sowie (xy)nen eine Folge in [a,b]. Dann besitzt (xn)nen eine
in [a,b] konvergente Teilfolge.

BFiir N> m > n € N gilt ¢(m) > 1(n).

114



Beweis. Wegen Satz (15| besitzt (z,)nen eine in R konvergente Teilfolge (7,(,))neny — @ € R. Wegen
Ubung [61] (siehe auch Korollar , gilt dann bereits x € [a, b]. O

Bemerkung 40. Sei (zp,)nen €ine Folge in R, mit N = {n € Z|n > p}.

o Ist (xp)nen nicht nach oben beschrinkt, so existiert zu C' >0 und N € N, ein £ > N mit z;, > C.

(Andernfalls ezistieren C > 0 und N € N, mit x;, < C fiir alle £ > N; also x, < max(xp,...,zn,C)
fiir alle n € N, was der Beschrinktheit widerspricht.)

o Ist (xn)nen nicht nach unten beschrinkt, so existiert zu C < 0 und N € N, ein £ > N mit z;, < C.

(Andernfalls existieren C < 0 und N € N, mit x, > C fiir alle { > N; also x,, > min(zp,...,znN,C)
fiir alle n € N, was der Beschrinktheit widerspricht..)

Unter Zuhilfenahme von Bemerkung [40] erhalten wir aus Satz

Korollar 19. Jede reelle Folge besitzt eine in R konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (an)nen eine Folge in R mit N = {n € Z |n > p}.

e Ist (an)nen beschrinkt, so folgt die Behauptung aus Satz

o Ist (an)nen nicht nach oben beschréinkt, so definieren wir induktiv ¢(0) := p und
tn+1) :=min({¢ > ¢(n) | ag > n}) VneN.

Dann ist (a,(n))nen eine Teilfolge von (an)nen mit (a,(m))nen — 0.
e Ist (an)nen nicht nach unten beschriinkt, so definieren wir induktiv +(0) := p und
t(n) :=min({¢ > v(n) | ag < —n}) VneN.

Dann ist (a,(n))nen eine Teilfolge von (an)nen mit (a,(n))neny — —00. O

6.1.5 Haiufungspunkte von Folgen

Definition 38 (H#éufungspunkt einer Folge). Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (Tn)nen eine
Folge in X. Fin Punkt x € X heifst Haufungspunkt (Limespunkt) von (x,)nen, wenn eine Teilfolge
von (Tn)nen existiert, die gegen x konvergiert.

(Die Menge der Hiufungspunkte zu einer gegebenen Folge, ist also die Menge aller Grenzwerte
von Teilfolgen dieser Folge.)

Beispiel 39. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (zy)nen — © € X eine konvergente Folge in X.
Dann hat (xn)nen genau einen Hiufungspunkt, und zwar x (siehe Korollar .' Jede Teilfolge einer
konvergenten Folge konvergiert gegen den gleichen Grenzwert).

Wir betrachten nun reelle Zahlenfolgen, und beachten, dass dann Haufungspunkte per definitio-
nem Elemente von R sind (nicht von R):

Beispiel 40. Die Folge (an)nen = ((—1)")nen besitzt die Hiufungspunkte 1 und —1; denn es
gilt (a2n)nen = (Dnen — 1 und (ag2nt1)nen = (—)nen — —1. Zudem existiert kein weiterer
Hiufungspunkt von (an)nen; denn fir a ¢ {—1,1} gilt

g:=min(|l —al,|—1—al) >0 mit t1¢(a—e,a+¢),

also ap ¢ (a —e,a +¢) fir allen € N.
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Der folgende Satz klédrt einige grundlegende Eigenschaften von H#ufungspunkten von reellen
Zahlenfolgen:

Satz 16. Fiir reelle Zahlenfolgen gelten die folgenden Aussagen:

1) Jede beschrinkte reelle Folge hat mindestens einen Hiufungspunkt.
2) Eine konvergente Folge hat genau einen Héiufungspunkt.

3) Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkte ist und genau einen Hdufungspunkt
besitzt.

4) FEin Punkt a € R ist genau dann ein Hiufungspunkt der Folge (ay)nen, wenn jede Umgebung von
a unendlich viele Folgenglieder enthdlt.

Erinnerung: Eine Umgebung U C R von a, enthdlt per definitionem einen metrischen Ball um a,
d.h., es gilt Bo(x) = (a —e,a+¢) CU fir ein € > 0. Insbesondere ist jeder metrische Ball B.(x)
um x (€ > 0) eine Umgebung von x, da er sich ja selbst enthilt.

Beweis. 1) Das ist die Aussagen von Satz (15| (Bolzano-Weierstrass). (Jede beschrinkte reelle Folge
hat eine reell konvergente Teilfolge.)
2) Das ist die Aussage von Beispiel

3) Gemif Satz ist jede konvergente Folge beschrinkt; und wegen hat diese genau einen
Haufungspunkt. Es bleibt daher nur noch nachzuweisen, dass eine beschrinkte Folge (ap)nen
(N={n € Z|n > p}) konvergiert, wenn sie nur einen Haufungspunkt a hat:

Angenommen, es gilt nicht (a,,),en — a. Dann existiert ein € > 0 mit
VmeN: IN[m|>m: ayp & (a—¢€,a+¢). (157)
Dann tritt (mindestens) einer der folgenden beiden Fille aufﬁ
VmeN: IN[m|>m: ayp > a+e
VmeN: IN[m] >m: aypy, <a—e.

Im ersten Fall (der zweite Fall folgt analog), erhalten wir eine Teilfolge (a,(n))nen in [a + &, 00),
indem wir induktiv definieren:

1(0) :== NJp] sowie tin+1):= N[(n)] VneN.

Dann ist (a,(n))nen beschrénkt, weil (a;,),en beschrénkt ist; hat also nach Satzeine konvergente
Teilfolge (aﬁ(b(n)))neN —beR:

o Wegen Korollar [I4 gilt b > a + ¢ # a.

o Wegen Bemerkungist (@(k01)(n))nen auch eine Teilfolge von (ay )nen- Daher ist b ein Haufungspunkt
von (an)nen. Wegen b # a, widerspricht dies nun der Voraussetzung, dass (a,)pen nur einen
H&aufungspunkt besitzt.

4) e Sei a ein Haufungspunkt von (ay,)nen, sowie U C R eine Umgebung von a, und € > 0 mit
(a—e,a+e) = B.(a) C U. Per definitionem, existiert eine Teilfolge von (an)nen mit (a,(n))nen —
a. Daher existiert ein N. € N mit a,(,) € B:(a) = (a — ¢,a + ¢) fiir alle n > N..

26Gelten beide Zeilen nicht, so existieren my, mo € N mit ap > a+ ¢ fir alle p > m1, sowie aqg < a — ¢ fiir alle ¢ > ma;
also as € (a —g,a + ¢) fiir alle £ > N := max(m1,mz), was (157)) widerspricht.
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e Es enthalte jede Umgebung U von a unendlich viele Folgenglieder von (a;,)nen. Dann gilt
VimeN A neNsg): IN[m,n| >m: anpmy € B%(a) =(a—21,a+1).
(Beachte: Die Negation obiger Aussage ist
F(meN A neNs): VN >m: ay ¢ Bi(a) = (a—Lta+1) )
Wir erhalten eine Teilfolge (a,(,))nen, indem wir induktiv definieren: (ab(nﬂ) €B 1 (a))
t(0) := Nlp, 1] sowie t(n+1) := N[u(n),n] VneN.

Dann gilt (a,(,))nen — a; denn ist € > 0 vorgegeben, so gilt fiir N. € N5 mit N% <e:

Qy(n+1) = AN[i(n),n] S B%(a) - BNL(G) - Bs(a) Vn > Ne.
Dies zeigt, dass a ein Haufungspunkt von (ay)nen ist. O

Bemerkung* 9. Satz gilt in der gleichen Form auch fiir Folgen in C. Die Beweise von Tez’l
und Tez'l sind komplett analog; und die anderen beiden Teile erhdlt man wie folgt:

Beweis von Satz fiir C: Sei (zn)neN = (n + 1Yn)nen eine beschrinkte Folge in C. Dann sind
(1) nen und (4, )nen beschriinkte Folgen in R (vgl. Ubung . Wegen Satz existiert eine
konvergente Teilfolge (z,(n))nen — = € R (von (n)nen). Nach selbigem Satz, existiert eine kon-
vergente Teilfolge (Yy(,(n)))nen — ¥ € R (von (y,(n))nen). Wegen Korollar gilt dann ebenfalls

(Zi(u(n))Jnen — o5 und daher (z,(,(n)))Jnen — = + iy € C wegen Ubung O
Beweis von Satz fir C: Sei (2n)neNn = (n + iyn)nen eine Folge in C.

e Konvergiert (2zp)nen in C, so ist sie beschrinkt wegen Satz und hat genau einen Hiufungspunkt
wegen Beispiel
e Es sei (zp)nen beschrankt, mit genau einen H&ufungspunkt. Dann sind (zp)nen und (yn)nen

beschriinkte Folgen in R (vgl. Ubung . Wegen Satz (reeller Fall) und Ubung reicht
es nun zu zeigen, dass (Tp)nen und (yn)nen ebenfalls genau einen Haufungspunkt haben:

Angenommen, (z,),en besitzt die Hiufungspunkte R 3 x1 # z2 € R (fiir (y,)nen argumentiert
man analog). Dann existieren Teilfolgen (z,,(s))nen — p mit p = 1,2. Die Teilfolgen (y,,(n))nen
(von (yn)nen) sind beschriinkt, und haben daher konvergente Teilfolgen (Y, (,,(n)))nen — yp € R
(p = 1,2). Wegen Korollar gilt nun ebenfalls (z,(,,(n)))neny — zp € R fiir p = 1,2; und mit

Ubung folgt
(Zp (1)) JneN = (e (1)) + Wiy (1)) JmeN = Tp +1yp  fir p=1,2.
Die widerspricht der Voraussetzung , dass (z,)nen genau einen Haufungspunkt hat. O
Beispiel 41.
a) Die Folge (an)nen-o = ((—1)" 4+ L)nen., besitzt die Hiufungspunkte 1 und —1; denn es gilt
(a2n)nen = (1 + ﬁ)neN — 1 und (a2n+41)neny = (=1 + ﬁ)neN — -1

Eine leichte Variation des Arguments in Beispiel zeigt, dass auch (ap)nen keine weiteren
Hiufungspunkte hat (Ubung @)

b) Die Folge (an)neny = (n)nen besitzt keinen Héiufungspunkt, da jede Teilfolge unbeschrinkt ist; und
daher wegen Satz[13 nicht konvergieren kann.
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¢) Die Folge

n  falls n gerade
ap =
% falls n ungerade

ist unbeschrdnkt, hat aber wegen (a2p+1)neN = (ﬁ)neN — 0 den Hiufungspunkt 0.

Ubung 68. Machen Sie sich klar, dass die Folge aus Beispiel @ nur die Haufungspunkte —1,1
hat. Machen Sie sich weiterhin klar, dass die Folge aus Beispiel nur den Hdaufungspunkt 0 hat.

Terminologie 16 (Erweiterterte reelle Zahlen). Wir erinnern an die erweiterten reellen Zahlen
R =RU{—00,00} aus Definition .

o Wir definieren eine Anordnung auf R, indem wir setzen:
—oo <z <00 VexeR sowie — 00 < 00.
Weiterhin setzen wir [—o0o, ] := R, sowie fiir z € R:
[—00,2) :={r €R| —c0o <2< 2} ={—00} U(~00,2)
(2,00 :i={z€R|z2<z <00} = (z00)U o0}
o Hiermit gelten die folgenden Regeln fir Suprema und Infima:
Fiir eine Teilmenge ) < M C R, gilt (vgl. Notation

supg(M) falls M nach oben beschrinkt ist,

supz(M) = supp(M) =
pz(M) Pr (M) {oo falls Mnicht nach oben beschrdinkt ist.

infm(M) = infg (M) =
r(M) r(M) —0o0 falls M nicht nach unten beschrdnkt ist.

{infR(M) falls M nach unten beschrdinkt ist,
Weiterhin gilt
supg({—o0}) = —o0 sowie infz({o0}) = o0
supg({—oo} U M) = supg(M) sowie infz(M U {oo}) = infx(M)
fiir O #= M C R; sowie
supg(M) = oo falls ©x€eMCR
infg(M) = —o0 falls —o00€MCR.

Definition 39 (Limes superior und Limes inferior). Fiir eine reelle Folge (ay)nen, definieren wir

Limes superior: lim,ap ;= infg({zx eR|INEN|a, <z Vn>N})eR (158)
Limes inferior: lim, a, := supg ({zx e R|IN eN|z <a, VYn>N}) €eR.
In anderen Worten:
e Esist lim, a, das Infimum (grofite untere Schranke) in R, der Menge
O :={x eR|a, <z fir fast allen € N} (159)

der quasi-oberen Schranken von (ap)neN-

Wegen oo € O # 0 (a,, < oo fiir alle n € N), ist dann lim,, a, = infz(0) < oo definiert.

Beispielsweise:
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— (an)neN = (2 )nenso: Es gilt O = (0,00],  also @n a, = infg(0) = 0.
— (an)neNn = (N)pen: Es gilt O = {o0}, also hﬂn an = infx(0) = oo.
— (@n)nen = (—n)nen:  Es gilt O = (—o0,00], also lim,, a, = infg(0) = —oo.

e Es ist lim, a, das Supremum (die kleinste obere Schranke) in R, der Menge
U:={zeR|x<a, fir fast allen € N}. (160)

der quasi-unteren Schranken von (an)neN-

Wegen —oo € U # 0 (—oo < ay, fiir alle n € N), ist dann lim,, a,, = supg(U) > —oo definiert.
Beispielsweise:

(—L)neneo: Es gilt U = [—00,0), also lim,, a, = supg(U) = 0.

neN —
- (an)neN = (_n)nGN: Es qilt U = {_oo}) also lim, a,, = sup@(U) = —.
— (an)nen = (N)pen: Es gilt U = [—00,00), also lim , a,, = supg(O) = oo.
Beispiel 42.
a) Fir (ap)neny = ((=1)")nen gilt lim, a, = 1 und lim,, a,, = —1.

b) Fiir (ap)nen = ((—1)" + L)pen gilt im, ay, = 1 und lim,, a,, = —1.
Bemerkung* 10. FEine alternative Definition des Limes superior und des Limes inferior ist
lim,, ay, := lim,, supg ({m >n| am}) eR

lim,, a,, := lim,, infg ({m >n| am}) cR.

Hierfiir muss man dann noch zusdtzliche Konvention beziiglich der Konvergenz von Folgen in R
einfiihren; denn beispielsweise gilt fiir die Folge (an)nen = (n)nen ja supgr({m > n|ap}) = oo fir
alle n > N.

Ubung 69. Sei (an)nen eine reelle Folge, sowie ¢ > 0. Zeigen Sie, dass
lim,(c-a,) = c-lim, a, sowie lim,(c-ap) =c-lim, a,

gilt; sofern man 0 - £oo := 0, sowie ¢ - £oo := £oo fiir ¢ > 0 setzt.

Lemma 34. Fir eine reelle Folge (ap)nen gelten die folgenden Implikationen:

a) lim, a, € R — lim,, a,, ist gréfter Haufungspunkt von (ap)nen-

b) lim,a, € R — lim,, a, ist kleinster Haufungspunkt von (ap)neN-
Beweis. a) Sei 0 :=lim, a,, und O wie in (159). Wir bemerken zunéchst, dass fiir 7 € R gilt:
VNeN:I3n>N:7<aq, - T <O. (161)
(Denn fiir jedes x € O, existiert ja geméf ein N € N mit a,, <z fiir alle n > N.)

e Angenommen, o ist kein Haufungspunkt von (a,)nen. Wegen Satz [16}4)] existiert dann eine
Umgebung von o, die nur endlich viele Folgenglieder a,, enth&lt. Somit existiert ein € > 0,
sodass (0 — €,0 + ¢) nur endlich viele Folgenglieder a,, enthilt. Daher existiert ein N € N mit

(an<o—e V ap>o0+¢) Vn > N.

Es gibt nun zwei Mo6glichkeiten:
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— Es existiert ein N > N mit a, < o — ¢ fiir alle n > N. Wir erhalten
an<o—e Vn>N — 0—e€cO - o =infg(0) <o—¢e <o,

also den Widerspruch o < o.
— Fiir jedes N > N, existiert ein n > N mit

n>N>N
=

an £ 0—¢€ anp > o0+¢e <— T:=0+¢<a,,.

Dann gilt die linke Seiten von (161)), also 0o + ¢ = 7 < O. Wir erhalten den Widerspruch
0 < o+¢e <infg(O) = o.
Dies zeigt, dass o ein Hiufungspunkt von (a,)nen ist.
e Sei (a,(n))nen — a € R eine konvergente Teilfolge. Angenommen, es gilt 0 < a. Dann gilt

a—o

g := %52 > 0; und wir finden ein N. € N mit a,(,) € (a —¢,a+¢) fiir alle n > N.. Wir erhalten

(161])

Ti=o0+te=a—¢c <aqp) Vn > N 0o+e<0
= 0 < o+¢e <infg(O) = o,
also den Widerspruch o < o.
Dies zeigt, dass o der grofite Haufungspunkt von (ay)nen ist.
b) Folgt analog zu Teil [a)] O

Korollar 20. Sei (an)nen eine reelle Folge. Es gelten die folgenden Implikationen:

a) lim, a, € R — lim, a, = lim, a, = lim,, a,

b) lim, a, = lim,, a, = lim,, a, = lim,, a,, = lim,, a,

Beweis. Seien U, O wie in (159) und (160j).

a) e Sei lim, a, = a € R. Wegen Satz [162)| ist a € R der einzige Haufungspunkt von (a,)nen-
Weiterhin existiert ein N € N mit

a—1<a,<a+1 Vn > N, — O>a—-1€U N U<a+1€0.

Hiermit folgt a —1 < infz(0) < a+1 sowie a —1 < supg(U) < a+1, also lim, a,,lim,, a, € R.
Dabher folgt die Behauptung sofort aus Lemma [34]
e Sei lim, a, = oo. Fiir C' > 0, existiert dann ein N € N mit

C<a, VYn>N oy C<O A CeU

— C <limja, A C<lim,a,.
Da C > 0 beliebig war, folgt lim,, a,, = oo = lim,, a,.

Analog sieht man lim, a, = —co = lim,, a,, im Falle lim,, a,, = —oc.

b) Sei a :=lim,, a, = lim,, a, € R:

e Sei a € R. Fiir € > 0 vorgegeben, existieren gemifi Lemma [20] gewisse 0 € O und u € U mit
o< a+eund u > a — . Weiterhin existieren Ni, Ny € N mit

apn<o<a+e Vn>N; und a—e<u<a, Vn>Ns.

Fiir n > N := max(Ny, Np), gilt dann a,, € (a — €,a + €), was lim,, a,, = a zeigt.
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e Sei a = 00, also sup@(U) = lim, a,, = oo. Dann ist co die einzige obere Schranke von U. Fiir
R 5 C > 0 vorgegeben, existiert daher ein w € U mit C' < u. Per definitionem, existiert nun
ein N € N mit C < u < a,, fiir alle n > N. Dies zeigt lim,, a,, = oco.

e Sei a = —o0, also infg(0) = lim, a, = —oo. Dann ist —oc die einzige untere Schranke von O.
Fiir R 3 C' < 0 vorgegeben, existiert daher ein o € O mit o < C. Per definitionem, existiert
nun ein N € N mit a, < o < C fiir alle n > N. Dies zeigt lim, a,, = —o0. O

Ubung 70. Sei (X,d) ein metrischer Raum, z € X, sowie (2n)nen und (Yn),eq Folgen in X. Es
existiere ein N € NNN mit 2, = yy fir alle n > N. Zeigen Sie:

(Tn)neNn — 2 = (Yn)neN — 2. (162)

Lésung: Es gelte (zp,)nen — 2. Fiir € > 0 vorgegeben, existiert dann ein N. € N mit d(z, z,,) < ¢ fiir

alle n > N.. Fiir N, := max(N;, N) und n > N, gilt dann

n n>Ne
d(z, yn) gNd(z,xn) < e

Da e > 0 beliebig war, folgt hiermit (y,),en — 2. Die umgekehrte Implikation in (162), zeigt man
analog. O

Ubung 71. Seien (an)nen und (by), i Folgen in R. Es eristierte ein N € NN N mit z, = yn fiir
alle n > N. Zeigen Sie:

lim,, a, = lim,, b, sowie lim, a, = lim,, b,
Hinweis: Was gilt fiir die entsprechenden Mengen in (159)) sowie (160)).

Ubung 72. Sei (an)nen eine Folge in R. Zeigen Sie lim,, a, < lim,, a,.

Hinweis: Seien U, O wie in (159)) und (160)). Zeigen Sie, dass x <y fiir alle x € U und y € O gilt.
Folgern Sie hieraus die Behauptung.

Ubung 73. Sei (an)nen eine Folge in R. Zeigen Sie:

a) Ist (an)nen nach oben beschrinkt, so gilt lim,, a,,lim, a, < cc.
b) Ist (an)nen nach unten beschrinkt, so gilt lim,, a,,lim,, a, > —oc.

c) Ist (ap)nen beschrinkt, so gilt lim,, a,,lim, a, € R.

Ubung 74. Seien (an)nen und (bn) e Folgen in R, sodass ein N € NN N ezistiert, mit a, < by
fiir alle n > N. Zeigen Sie

lim, a,, < lim,, b, und lim, a, <lim b,.
6.1.6 Cauchy-Folgen
Definition 40. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (zy,)nen in X heifft Cauchy-Folge, wenn
Ve: AN € N: Vm,n> N.:  d(zpm,z,) <¢ (163)
gilt (anschaulich also, ,wenn die Folgenglieder fir grofie Indizes immer niher zusammenriicken®).
Bemerkung 41. Ist (V.|| -||) ein normierter Raum, so liefit sich in der Form
Ve: AN €N: Vm,n > Nz: ||z — 2y <e. (164)

Im Falle V =K € {Q, R, C}, ist dann wieder |z — x| durch |x, — x| zu ersetzen.
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Lemma 35. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

1) Jede konvergente Folge in X ist eine Cauchy-Folge.
2) Jede Cauchy-Folge ist beschrinkt.

3) Konvergiert eine Teilfolge einer Cauchy-Folge, so konvergiert auch die Cauchy-Folge; und zwar
gegen den gleichen Grenzwert.

(Eine Cauchy-Folge hat hichstens einen Haufungspunkt.)
Beweis. Sei (zp,)nen eine Folge in X.

1) Es gelte (z,)nen — = € X. Fiir € > 0 vorgegeben, sei N; € N mit d(z,z,) < § fiir alle n > N..

Mit [M2)| und [M3)| (Dreiecksungleichung) folgt
d(zm, zn) < d(z,2m) +d(z,2,) < §+§5 =¢ Vm,n > Ng,

was die Behauptung zeigt.

2) Sei (xy)nen eine Cauchy-Folge; sowie N € N mit d(xy,, x,) < 1 fiir alle m,n > N. Wir setzen
C:=1+max({d(zn,zn) |[N>n < N}).
Dann gilt d(z¢, xn) < C fiir alle £ € N; und wir erhalten
d(@m, zpn) < d(zpm,zn) +d(zp,2n) <C+C=2-C Vm,n €N,

was die Beschranktheit von (z,,),en zeigt.

3) Sei (75)nen eine Cauchy-Folge, und (z,(,))nen — = € X eine konvergente Teilfolge. Sei ¢ > 0
vorgegeben:

e Wir wihlen N. € N mit d(z,, z,) < § fiir alle m,n > N.. (Cauchy-Bedingung ((163)))
e Wir wihlen ¢ € N mit ¢(£) > N, (Injektivitit von ¢); sowie L > £ mit d(z,z,1)) < §.

Fir alle n > N, gilt dann wegen ¢(L) > ¢(¢) > N¢:
d(z, zn) < d(z,z,1)) + d(zyp), o0) < 5+ 5 =¢,
was die Behauptung zeigt. O
Definition 41.
e FEin metrischer Raum (X,d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge in X (in X ) konvergiert.

e FEin normierter Raum (V|| - ||) heifit Banachraum, wenn (V,d;.) vollstindig ist.

Satz 17. Der metrische Raum (R, d,,) ist vollstindig (im Sinne von Definition , d.h., eine Folge
reeller Zahlen konvergiert genau dann in R, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis. Wegen Lemma bleibt nur noch nachzuweisen, dass jede Cauchy-Folge in R auch in R
konvergiert.

Sei hierfiir (ap)nen eine Cauchy-Folge in R. Dann ist (a,)nen beschrinkt wegen Lemma
hat also eine in R konvergente Teilfolge wegen Satz (Bolzano-Weierstrass). Wegen Lemma
konvergiert somit auch die Folge (ay)nen, und zwar gegen den gleichen Grenzwert. O

Korollar 21 (Cauchy-Kriterium fiir komplexe Folgen). Der metrische Raum (C,d,)ist vollstindig,
d.h., eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.
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Beweis. Wegen Lemma bleibt nur noch nachzuweisen, dass jede Cauchy-Folge in C auch in C
konvergiert.
Sei (zn)neNn = (Zn + iYn)nen eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen. Wegen (vgl. ({126]))

|$m _l‘n|7 |ym _yn| < max(|xm - xn|> |ym _yn’) < ‘Zm - Zn| Vm,n €N,

sind dann (z,)nen und (yn)nen Cauchy-Folgen in R, also nach Satz konvergent in R, d.h.,

(n)nen — = € R und (yn)nen — y € R. Nach Ubung [63l]b)| gilt dann (zp)nen — 2 + iy € C,
was die Behauptung zeigt. a

Bemerkung 42. Der metrische Raum (Q,d,) ist nicht vollstindig; denn fir a = 2 und k = 2,
konvergiert die rekursiv definierte (in diesem Fall) Q-Folge (an)nen aus Beispiel [38 (Babylonisches
Wurzelziehen) gegen /2 € R (und sonst gegen keinen anderen Grenzwert wegen Satz . Gemdf
Lemma ist (an)nen eine Cauchy-Folge im metrischen Raum (R,d,|); und dann klarerweise
auch in Q. Wegen /2 ¢ Q (vgl. Korollar , ist somit (Q,d) nicht vollstindig.

Bemerkung* 11. Satz[17und Bemerkung[{3 lassen bereits erahnen, dass der Begriff des vollstindigen
metrischen Raumes im Kontext angeordneter Kérper mit der Vollstindigkeit im Sinne von Definition
tibereinstimmen. Weifs man ndmlich, dass (R, d,|) ein vollstindiger metrischer Raum ist, so kann
man hieraus Schlussfolgern, dass eine nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge ) # M < C € R
von R, ein Supremum in R hat:

Fir jedes n € N, wdhlt man a[n] € N mazimal mit M < ap, := C — afn] - 107". Man dberlegt sich
dann, dass a, monoton fallend und (wegen M # () nach unten beschrinkt ist — genauer folgt per
Induktion, dass ein L > 0 existiert, sowie ,Ziffern“ o; € {0,...,9} fir j € N, sodass gilt:

an] =L+ y0,-107¢ V{eN

Hiermit folgt, dass (an)nen eine Cauchy-Folge ist, also wegen der Vollstindigkeit gegen ein a € R
konvergiert. Wegen Korollar gilt dann M < a; und aus der Definition von (an)nen schlussfolgert
man weiterhin, dass fir jedes C € R mit M < C, bereits a < C gilt.

Bemerkung* 12 (alternative Konstruktion von R). Es bezeichne R die Menge aller Cauchy-Folgen
in Q mit Indexmenge N. Man erhdlt eine alternative Konstruktion von R, indem man setzt R :== R/
~ mit

def,
<

(Qn)nEN ~ (‘jn)nGN fﬂT (Qn)nGNa (gn)nGN €ER hmn(Qn - Cjn) =0.

Die Operationen sind dann punktweise auf den Reprdsentanten definiert — Beispielsweise:

[(gn)nen]~ + [(Gn)nen]~ =[(gn + Gn)nen]~
[(Qn)nEN]N ) [(Qn)nEN]N ::[(Qn : Cjn)nEN]N'

Die Anordnung erhdlt man, indem man [(gn)nen|~ > 0 definiert, falls 0 < ¢ € Q und N € N mit ¢, >
q fiir allen > N gilt. Es ldsst sich dann nachweisen, dass man hiermit einen vollstindig angeordneten
Korper erhdlt, bzw., vermdge der zugehorigen Betragsmetrik, einen vollstandigen metrischen Raum.
Im letzteren Falle muss man dann beispielsweise zeigen, dass dass jede Cauchy-Folge (Yn)nen von
Aquivalenzklassen v, € R/ ~ von Cauchy-Folgen in Q, gegen eine Aquivalenzklassen v € R/ ~ von
Cauchy-Folgen in Q konvergiert (dies ist womdglich nicht weniger technisch und abstrakt, als unsere
Konstruktion von R in Form von Dedekindscher Schnitten).
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6.1.7 Folgenabgeschlossenheit

Definition 42. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heifit folgenabgeschlossen,
wenn die folgende Implikation gilt:

(Yn)nen Folge in Y mit (yn)pen = x € X = reY. (165)
Lemma 36. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge. Dann gilt
Y folgenabgeschlossen —= Y € A(X).

Beweis. o Sei Y abgeschlossen, aber nicht folgenabgeschlossen:

— Dann gilt nicht die Implikation ((165)); d.h., es existiert eine Folge (yn)nen in Y, mit (yn)nen —
reX\Y.

— Da X \ Y per Definition offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(z) C X \ Y.
— Wegen (ypn)nen — , enthélt B.(z) mindestens ein Folgenglied y,,, mit m € N.
— Wir erhalten den Widerspruch Y 3 y,,, € Bo(z) C X\ Y.

e Sei Y folgenabgeschlossen, aber nicht abgeschlossen:

— Dann ist X \ Y nicht offen; d.h., es existiert ein 2 € X \' Y mit B.(z)NY # 0 (B.(z) € X \Y)
fiir alle € > 0.

— Zu jedem n € Ny existiert daher ein y,, € B1(2)NY CY; und es gilt dann (ypn)nen., —

Fiir € > 0 vorgegeben, sowie N. € Ny mit 0 < N% < e, folgt (% < N% <e)
mEBL#) CBY (1) CB(s)  Vn2N.
— Da Y folgenabgeschlossen ist, gilt € Y'; was der Wahl 2z € X \ Y widerspricht. O
6.2 Reihen

In diesem Abschnitt behandeln wir Reihen in normierten Vektorrdumen; hauptséchlich in den Kérpern
R und C.

6.2.1 Grundlegendes zu Reihen

Sei K € {Q, R, C}, sowie (V, || - ||) ein normierter K-Vektorraum.
Reihen sind besondere Folgen:

Definition 43. Sei (vg)ken eine Folge in V:

e Die n-te Partialsumme der Folge (vy)ken, ist definiert durch Sy := 3 ¢_ vy fir alle n € N.

e Die Folge (Sy)nen der (n-ten) Partialsummen heifit unendliche Reihe (in' V') mit den Gliedern vy,.
Man notiert sie auch mit

Zzozp Uk -= (STL)HGN = (ZZZP Uk)neN-

o Man sagt, dass die Reihe Ez’;p v konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert;
wenn also (Sp)nen — S € V' gilt. In diesem Falle schreibt man trotz der Doppeldeutigkeit, fiir den
Grenzwert auch S =372 v

o Man sagt, dass die Reihe ZZOZP v divergiert, wenn sie nicht konvergiert, d,h, wenn die Folge der
Partialsummen (Sp)nen divergiert.
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Beispiel 43. Es gilt > 7, m =1, denn fir n > 1 erhalten wir

. 1) 1 1 1
n'—Zk 1k;k+1) Zk 1( +1)—ZZ:1;—ZZ:M+1 Zk 1k

also > 72, m =lim, S, = 1.

E—_Hl—l—L~

k=2 k —

n+1’

Ubung 75. Sei Ziip v konvergent mit Grenzwert S. Sei ZZiq wy, eine Rethe, sowie N > p,q mit

v = wyg, fiir alle k > N. Dann konvergiert Zzozq wg, und hat den Grenzwert

R:=5- ch\[:p Vi, + Ziv:q W -

Wir haben die folgende notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung fiir die Konvergenz von

Reihen:

Lemma 37. Konvergiert die Reihe Zzozp Vg, so gilt (vi)ken — 0.

Beweis. Sei S, := ZZZP v fiir alle n € N. Nach Lemma ist (Sp)nen eine Cauchy-Folge. Fiir

jedes € > 0 existiert daher ein N. € N mit

[Sm = Sull <& Vmn>Ne = |lop = 0] = [[on]| = [|Sn = Snall <€

was die Behauptung zeigt.

Proposition [o| liefert das folgende Beispiel:

Korollar 22 (Die geometrische Reihe >"°° 1 2™). Sei z € C vorgegeben.
1) Fiir z # 1, gilt die geometrische Summenformel

n+1

= 1—-2
Y o= VneN.
11—z
k=0
2) Fir |z| < 1, konvergiert die geometrische Reihe mit

oo
I

k=0

3) Fir |z| > 1, divergiert die geometrische Reihe.

Beweis. 1) Fiir alle n € N, gilt

ZLHL% 2k
| |
(1—2) - Ypo 2 =G0 =Yg 2 =1 -2 =

2) Wegen Proposition || gilt (2")neny — 0 fiir |z| < 1; also wegen Teil

1—zntl 1

00 k _1; n k _ 13 _
Doheo 2t =1lim, Y ) 2" = lim, =1

> k=0 2 =

Vn>N:+1,

1— Zn+1

1—2z

O]

3) Es ist (2")nen konstant 1 fiir z = 1; sowie geméf Proposition [5| divergent fiir z # 1 mit |z| > 1.

Daher folgt die Behauptung aus Lemma [37]

Proposition [f] liefert die folgende Rechenregel:

Korollar 23. Seien fozp Uy und fozp wy, konvergente Reihen in V, sowie A\, u € K. Dann gilt

Doy N vn - wy) = X300 v e 30wy,
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(Selbiges gilt natiirlich insbesondere im Falle V' = K.)

Beweis. Fiir n € N, sei Sy, := Y ) v sowie Ry, := > ) wy. Es gilt
Zzzp()\-vk-i-,u-wk):)\-Zzzpvk—ku'zzzpwk:)\'Sn—l—,u'Rn Vn e N. (166)

Proposition [6}{4) liefert daher (dritter Schritt)

S v e wa) = limg S (- v+ - )
T Jimn,, (A- Sy + 1+ Ra)
= X-limy, S, + g - limy, Ry,
= A D hep Ukt D, Wy

was die Behauptung zeigt. O

6.2.2 Monotone Konvergenz und das Leibniz-Kriterium

Wir betrachten nun den Fall V' =K € {R, C}. Satz [14] (monotone Konvergenz) motiviert die folgen-
den Definitionen:

Terminologie 17.

1) Eine K-Reihe (Reihe in K) Z;.],O:p ¢n, heifst beschriankt, wenn die Folge der Partialsummen (Sp)nen =
(Zzzp Ck)neN beschrinkt ist; wenn also ein C > 0 existiert, mit

1Sn| =2 k—pexl < C Vn € N.

Beachte: Ist eine K-Reihe Zzo:p cn konvergent, so auch beschrinkt; und zwar wegen Satz
angewandt auf die Folge der Partialsummen (Sp)nen-

Die K-Reihe Zflo:p cn, heifit unbeschrinkt, wenn sie nicht beschrinkt ist; wenn also die Folge der
Partialsummen (Sp)nen unbeschrankt (nicht beschrdankt) ist.

2) Eine R-Reihe Z;’o:p a, heifit positiv, wenn a, > 0 fiir alle n € N gilt.

Beachte: Eine R-Reihe > 7 a, ist genau dann positiv, wenn die Folge S,, = ZZZP ay (firn € N)

n=p
monoton wachsend ist mit ap > 0:

o [st Zzo:p an positiv, dann gilt ap > 0, sowie
Sn+1 :Z};Li;ak:sn"i‘an-l-l > Sp Vn e N.

o Ist (Sp)nen monoton wachsend mit ap > 0, so gilt an41 = Sp41 — Sy > 0 fiir alle n € N.

3) Eine R-Reihe 3702 ¢, in R heift alternierend, wenn eine Folge (an)nen in [0,00) ezistiert mit

(co=(-1D"-an VneN) v (cn=(-1)"""a, VneN).

Satz 18 (Monotone Konvergenz fiir Reihen). Eine positive Reihe (R-Reihe) D32 ay konvergiert
genau dann (in R), wenn sie beschrankt ist; und dann gilt 232 ar, = supr({d_j_, ar | n € N}).

Beweis. o Konvergiert die Reihe, so ist sie beschrénkt wegen Terminologie [L7}{1);

126



e Ist die Reihe E?’:p ay beschrinkt, so ist per definitionem die Folge der Partialsummen (Sy,)nen =
(> _k=p @k )neN beschrénkt.

Geméfl Terminologie [17}f2)[ist nun (S, ),en monoton wachsend. Satz zeigt daher
> nep @k = limy, Sy, = supr({Sn [ n € N}) = supr({D_y_, ax | n € N}). O

Notation 23. Sei ) ;2 ay eine unbeschrinkte positive Reihe; sowie Sy := > p_ ay fir alle n € N.
Dann gilt lim,, S, = co; und wir setzen Zgozp ag 1= 00.

Gemdfs Satz gilt fiir eine positive Reihe EZ‘;p ay also immer ZZOZP ay € [0, 00].
Beweis von lim,, S, = 00: (Sp)nen ist nicht nach oben beschrinkt, da (S,)pen durch 0 nach un-
ten beschrénkt ist. Zu jedem C' > 0 existiert daher ein N € N mit C < Sy. Da (Sp)nen geméis

Terminologie [L7J2)| monoton wachsend ist, erhalten wir C' < Sy < S, fiir alle n > N. Dies zeigt
lim,, S,, = oo. ]

Beispiel 44. Es gilt Y 2, k:% < 00. In der Tat, wegen Bez'spiel und Satz gilt
2 k=1 m < supp ({25 m [neN}) =302, m =1
Firn € N, erhalten wir
Sn = ot 1 _1+Zk 2 S1+H 300 2 D)k 1 =100 1k:(k:+1 =l+1=2
Daher ist die Reihe Y 2| 1z beschrinkt, und konvergiert somit nach Satz

Satz 19 (Leibniz- Krlterlum). Sei (an)nen eine monoton fallende Folge in [0,00). Es konvergiert die
(alternierende) Rethe > ;" ((—=1)" - ayn genau dann, wenn (an)neny — 0 gilt.

Beweis. o Konvergiert die Reihe > 07 ((=1)" - ap, so gilt ((—1)" - ap)nen — 0 wegen Lemma
Offensichtlich impliziert dies (an)nen — 0. (lan, — 0| = [(=1)" - a,, — 0])

e Es gelte (an)neny — 0. Wir setzen S, = > _(—1)"-a, fiir alle n € N. Da (ay)neny monoton fallend
ist, gilt fiir alle n € N:

(1) Son+2 = Son — agn41 + aznt2 < Son,

(2) Son+3 = Son+1 + G2n42 — A2n+3 = Soant1,

(3) Son > Sop — aop+1 = Sopt1 > St, (letzter Schritt folgt induktiv aus |(2)))
(4) Son — Sany1 = aznt1-

Wegen ist (Son)nen ist monoton fallend; und wegen ist (S2n)nen durch S; nach unten
beschrénkt. Wegen Satz (monotone Konvergenz) gilt daher

S :=lim,, S2, = infr({S2, | n € N}).

Fiir € > 0, existiert somit ein Ny € N mit |S — Sa,| < § fiir alle n > N;. Wegen (an)nen — 0,
existiert weiterhin ein Ny € N mit |a,| = |a, — 0| < § fiir alle n > N. Fiir N := max(N1, N2) und
n > N, gilt somit

3
|S—52n’<§<5

A I g
1S — Sonsa] < IS = Son| + |Som — Sonsa| VIS = Son| + azmsa] < il

2
Wir erhalten |S — S| < ¢ fiir alle £ > 2N + 1 =: N. 7| O
Beispiel 45. Die folgenden beiden Reihen sind konvergent:
el-f+t-%+5+...(=9
1—§+*—*+5—...(:10g(2))

2"Fiir N. < £ =2n (neN)gilt n > (Ne —1)/2 = N; und auch fir N. <£=2n+1(neN)gilt n > (N. —1)/2=N.
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6.2.3 Cauchy-Kriterium und absolute Konvergenz von Reihen
Im Folgenden sei K € {R, C}.
Satz 20 (Cauchy-Kriterium). Eine K-Reihe Y2  cn konvergiert genau dann (in K), wenn gilt:
Ve>0: AN, eN: Vm,n> N | D), ckl <e. (167)
Beweis. Sei Sy, = ;_ ¢ fiir alle n € N. Dann gilt
1Sn — Sm—1] = | > pem k| Vp+1<m,neN.

Die Behauptung folgt nun aus dem entsprechenden Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz von Folgen in
R bzw. C; also aus Satz [I7] bzw. Korollar O

Beispiel 46 (Divergenz der harmonische Reihe). Die harmonische Reihe Y o0, 1
die zugehérige Folge der Partialsummen (Sp)nen.,, gilt namlich

20 1 20 1 l 1
1S20 = Sel = 2k—ps1 % 2= 2h—tr13 =% = 3 V€ N>o,
womit (L67)) nicht erfillt sein kann.

Definition 44. Fine K-Reihe Eflo:p cn, heifft absolut konvergent, wenn die positive Reihe ZZOZP len]
der Betrage (in R) konvergiert (d.h., 3372 |cn| < 0o gemdfs Notation .

divergiert. Fiir

Satz 21. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Sei ) 2 ¢, absolut konvergent; also » ¢ |c,| < oco. Satz angewandt auf die Reihe

n

> mep lcn| liefert

Ve>0: AN, eN: Vm,n> Nz >0 e =D p, lekl] <e. (168)
Wegen der Dreiecksungleichung gilt nun
Sl € Xilel  YmmeN;
sodass (168)), die Bedingung (167) impliziert. Satz zeigt nun die Behauptung. O

Reihen, die nicht absolut konvergieren, zeigen ein etwas merkwiirdiges Konvergenzverhalten. Sei
beispielsweise

die Summe der alternierenden harmonischen Reihe, die nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert,
aber geméf Beispiel [46| nicht absolut konvergiert. Wir erhalten dann (Konvergenzsétze)

1 1 1 1 1 1 1

e
S 2737175 67778
1 1 1 1 1
5 S =05 40— +0+o+0— k..
3 1 1 1 11
5 S=l 40— o0+,

wobei die zweite Zeile durch Multiplikation der ersten Zeile mit dem Faktor % und dem Einfiigen
von Nullen entsteht; sowie die letzte Zeile durch aufaddieren der ersten beiden Zeilen. Lésst man
die Nullen in der dritten Zeile weg, so entsteht nach geeigneter Umordnung aus der Reihe in der
letzten Zeile wieder die alternierende harmonische Reihe. Die fithrt zu dem scheinbaren Widerspruch
S = % - S, welcher sich durch die Feststellung auflésen lédsst, dass sich im Allgemeinen der Grenzwert
einer Reihe bei einer Umordnung dndert (vgl. Satz .

Wie der folgende Satz zeigt, treten derartige Effekte bei absolut konvergenten Reihen nicht auf:
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Satz 22. Die K-Reihe E;’O:p cn sei absolute konvergent, und es sei a: N — N eine Bijektion. Dann
konvergiert auch die (umgeordnete) Reihe Zzozp Ca(n) absolut, und hat den selben Grenzwert.

(Es gilt sowohl > 2 en = 302 cany, als auch 2% Jfen| = D207 leamyl-)

*Beweis. Fir n € N, sei Sy, 1= Y 1 ¢k sowie Ry, == D} cq(r)- Sei zudem e > 0 vorgegeben.

e Wegen Satz angewandt auf Z;’O:p len|, existiert ein M € N mit (vgl.(168))
D k=mr1 okl =1 pnpa el < 5 Vn>M+1. (169)

e Wegen der Surjektivitdt (Bijektivitidt) von «, existiert ein N > M + 1 mit

{p,-..,M} Cal{p,...,n}) also max(a({p,...,n}))>M+1 Vn>N
Fiir jedes n > N, gilt dann
ShipCh
—l—
D k=p Ca(k) = Lkea({prm}) b = D2okelpM} kT 2kea({p,..n})\{pr.M} Ck (170)
. (169) max(a({p,...,n})) €
mit Zkea 4p,....nH\{p,..., M} ‘Ck-| S Zk M+1 Y |Ck’ < bR (171)
Fir n > N, erhalten wir
|Sn — Ry = ‘ Zzzp Ck — ZZ:,) Ca(k)‘
n

- ‘ D k=M1 Ck — Zkea({p,...,n})\{p,‘..,M} Ck‘
< kv k] | o keal(po )\ o) CE|
<

D b=ni+1 1%+ ke (pn )\ (p,....} |k
7< -
2

526.

Dies zeigt lim, (R, — S,) = 0; und wir erhalten mit Korollar [23| (zweiter Schritt)

Zzo:p ¢n = lim, S, = lim, (S, + (R, — Sp)) = lim, R, = Z;’O:p Ca(n)-

Wendet man nun die gleiche Argumentation auf die Reihe ZZOZP |cn| an, so folgt gleichsam Z;L.O:p len| =
> mep [Ca(n)l; also die absolute Konvergenz von > % cq(n)- O

Der folgende Satz zeigt auf, wie instabil konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen
gegeniiber Umordnungen sind:

Satz 23 (Riemannscher Umordnungssatz). Ist die R-Reihe Y .- ci konvergent aber nicht absolut
konvergent, so existiert zu jedem beliebigen x € R, eine Bijektion o : N — N myt ZZO:,) Ca(k) = T-

% Beweisidee: ® Da Y p° ¢ nicht absolut konvergiert, existieren unendlich viele £ € N mit ¢; < 0,
sowie unendlich viele £k € N mit ¢ > 0.

— Existieren nur endlich viele £ € N mit ¢, < 0, so existiert ein N € N mit (¢ = |cx|) ¢ > 0 fiir
alle £ > N. Dann konvergiert Y~ |cx| wegen Ubung im Widerspruch zur Voraussetzung.

— Existieren nur endlich viele £ € N mit ¢; > 0, so existiert ein N € N mit (¢, = —|cg|) ¢, < 0 fiir
alle k¥ > N. Dann konvergiert Y .~ —|ci| wegen Ubung also auch — > 77 o —|ck] = Doy lexl
wegen Korollar 23] im Widerspruch zur Voraussetzung.
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e Wir setzen c[+], := max(c,,0) und c[—], := —min(c,,0) fir alle n € N. Dann sind (¢[2],)nen
(positive) Folgen in [0, 00), mit ¢, = c[+], — ¢[—], und ¢[+], =0 V ¢[—], = 0, fir alle n € N.
Wegen Lemma gilt lim,, ¢, = 0; und somit auch lim,, ¢[+],, = 0.

e Aus der Annahme, dass ;- ¢ nicht absolut konvergiert, folgt
Yo ocl=ln =00 also auch Yoo ncHn =00 VNelN (172)

(Es gelte beispielsweise Y o0 ¢[+], # 00, also Yo c[+]n < oo (vgl. Notation 23). Da Y72 cx
per Annahme konvergiert, folgt aus Korollar dass auch

D kzo = 2520 n = 20820 (et n —en) = 2o cl=In
=c[-]
konvergiert; und somit 27 c[+]k + D pep cl=lk = Dpeo clHE + =1k = D pep ekl

Man summiert nun abwechselnd (in steigender Reihenfolge) immer Folgenglieder von (¢,)nen mit
¢n = c[+]n (positive Folgenglieder) und ¢, = —c[—],, (negative Folgenglieder) auf; und zwar derart,
dass die Summe im positiven/negativen Fall gerade wieder > / < z wird. Dies ist wegen
moglich; und definiert eine Bijektion a: N — N. Aus der Eigenschaft lim, c¢[t+], = 0, folgt dann

Zzozp Ca(k) =x. O

Satz 24 (Die Cauchy-Produktformel). Es seien Y -7 an und Y .o by, zwei absolut konvergente
K-Reihen. Wir setzen

Cn =Y oo An—Fk - bk VneN. (173)
Dann ist die Reihe " ¢y absolut konvergent, und es gilt

2 om0 = (Lnzoan) - (XonZobn) - (174)
Beweis. Wir setzen

Ap =1 ak, By =1 bk, Cn =3 1_oChks D, = A, - B,
A :=lim, A,, B :=lim,, By;
d.h., lim, D, = A- B gemif} Korollar sowie
Ch =Yk Xt @kt - by = D_{0<ij<n |i+j<n} @i - j (175)

e Wir zeigen zunéchst (174), also > 7 ¢, = lim,, C, = A - B:
Hierfiir gentigt es, lim,, (Cy, — Dy,) = 0 nachzuweisen; denn dann zeigt Korollar [23| (dritter Schritt):

A - B = lim,, D,, = lim,,(C,, — D,,) + lim,, D,, = lim,,((C,, — Dy,) + D,,) = lim,, C,,.
Wir argumentieren wie folgt:
— Fiir jedes n € N, sei
Py = (X lakl) - Oh—o [be]) = 220 Z?:o |ag| - [bs] = Zogi,jgn |a;| - [bj].

Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen )7 ja, und ) ° by, existiert nun geméf Ko-

rollar [17}13)| der Grenzwert
Pi=Timy, Py = (32520 lar]) - (2520 [bx]) € K.

Fiir e > 0 vorgegeben, existiert daher wegen dem Cauchy-Kriterium Satz 20| (oder auch Lemma

35[1)]), ein V. € N mit
|P, — Pp| <e Vn,m > Ne. (176)
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— Fiir n € N, setzen wir J[n] := {(5,7) € {0,...,n}?|i+j >n+1}.
Fir n > 2N, gilt dann

0<4j<N. =  i+j<2N.<n = (i,j) ¢ Jn],
und daher
Jn)n{0,...,NJ> =0 also Jn) € {0,...,n}*\{0,...,N.}? (177)
{0,...,N.}> Cc{0,...,n}> (178)

Hiermit erhalten wir fiir n > 2N,

(176)
e > |P,— Py

5

= |20§i,j§n |ai| - by - ZOSi,jSNE |ag - |bj’|

| Y iyeqo,mz lail - 1051 = Y yeqo.. nuy2 lail - 1b;] (179)
= D (.)e{0,..n12\{0,...N. )2 |ai] - [bj]

> Z(i,j)eJ[n} |ag| - [b;.

— Wir erhalten fiir n > 2N, dass (vgl. (175))

|Dy, — Co| = |Ap - By — Cy| = (Zak> : (Zbk> - > a; - b;
k=0 k=0

{0<i,j<n | i+j<n}

2 (i,j)€{0,...n)2 @i * b

= Z ai-bj— Z ai-bj

(i,5)€{0,...,n}? (2,5)€{0,...,n}2\J[n]
= X b | < D allyl<e
(i-4)€J[n] (i,4)€J[n]

gilt; und somit folgt lim, (C, — D,,) = 0.

e Es bleibt die absolute Konvergenz von Y ° ¢, nachzuweisen. Hierfiir betrachten wir die Ab-
solutreihen ) > |a,| und "7 |by|, die per Annahme ebenfalls konvergieren (und da positiv,
ebenfalls absolut konvergieren). Fiir alle n € N, setzen wir

ap = ’an|a l;n = |bn‘7 Cp = ZZ:() Ap—k - l;k = ZZ:() |an—k| : |bk’ > 0;

sodass also ¢, wie in (173)) definiert ist, sofern man dort die Reihen >~>° ja, und Y ° b, durch
die Reihen Y 02 (@, =Y 00 o lan| und D07 (b, =D 02 |by]| ersetzt.

— Da die Reihen Y 7 g an, > ooy by, absolut konvergieren, konvergiert nach dem bereits Gezeigten
auch "7 é,. Da die Reihe ) &, positiv ist, zeigt Satz

supp({d_p_oCk | n € N}) = > 1 &, < c0.

— Fiir alle n € N, gilt nun
len] = | om0 @n—t - b| < 34— lan—k| - [bk] = &n; (180)

also erhalten wir fiir die n-te Partialsumme von 7 |cp|:

|2 k=0 lenll = 2Zk=o len] < 32k &n < supR({D 25— & | n € N}) < oo

Daher ist die positive Reihe > 2 |¢,| beschrinkt, konvergiert also geméf Satz O
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Bemerkung 43. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihen ist essentiell fiir die
Giiltigkeit der Cauchyschen Produktformel. Als Beispiel betrachten wir die durch

an:bn:% VneN

gegebenen Rethen Y 7 (an = > 0" by, die nach Satz (Leibnizkriterium) und Ubung konver-
gieren@ Andererseits ergibt sich

Cn 1= Ypmg @nt b = (1) Yilo e e

=:Cn

Um zu zeigen, dass die Reihe Y . ¢, divergiert, geniigt nach Satz (Leibnizkriterium) nachzu-
weisen, dass (cp)nen keine Nullfolge ist: Fir alle n € N gilt

1 o1 1 1 _ 1
Vn—k+1  VE+1 \/(nfk+1)-(k+1)2\/(n+1)2 n+ Vosksn

[y

o 1 . 1 n 1 _ ndl
- Cn =D k=0 Vn—k+1  VEk+1 > 2 k=0 nt+l =~ nt+l 1,

und daher ist (cn)nen keine Nullfolge.

6.3 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Im Folgenden sei K € {R, C}.

Das Majorantenkriterium

Definition 45. FEine positive Reihe > oo ay heifft Majorante der K-Reihe Zzo:p Cn, wenn ein

n=q

N > max(p,q) mit |c,| < ay, fir alle n > N existiert.
Satz 25 (Majorantenkriterium). Eine K-Reihe mit konvergenter Majorante konvergiert absolut.

Beweis. Sei ) ;2 ai, eine konvergente Majorante der K-Reihe 3 7% 'c,; und sei C' = Z]kvzp |lex| fiir
N > max(p,q) wie in Definition {45 Wir erhalten mit Satz [1§| (letzter Schritt):

dheplerl SC+ 30y ar < C+ 370 ap < C+supp({dp_qak | n € N}) < oo Vn e N.
D oheq Ok
Dabher ist die positive Reihe Zfzp |cn| beschriankt, also konvergent nach Satz O

Beispiel 47 (Minorantenkriterium). Sei Zzo:q an eine Majorante der K-Reihe Zzo:p cn . Konvergiert
> mep Cn Micht absolut, so divergiert Y a, wegen Satz .

o0
n=p

(Beispielsweise konnte > ¢, eine divergente positive Reihe sein, d.h., 33 cn = 00.)

Satz 26 (Verdichtungskriterium von Cauchy). Sei (cp)nen eine monoton fallende Folge in [0,00).

Dann gilt die Aquivalenz:

Y02 ¢n konvergiert = >0 12" - con konvergiert.

n=1
Anschaulich folgt diese Aussage, wenn man die Glieder der Reihe wie angedeutet gruppiert:
< 2.¢o <4-cy < 8-cs
cp+c+c3+cey+...+cr+cg+...+cis5+. ..

61+CQ+I63—{—64I—|—IC5—|—...—|—08I—|— |69++Cl6|+
> 2:cq > 4-cg > 8-c16

28Wie wir in Proposition E weiter unten sehen werden, konvergieren diese Reihen nicht absolut.
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* Beweis. Fiir k > 1 gilt offensichtlich

2k+1 1 2[+1 1

. ok k 2t
don—a  Cn = Zf 12 m—ot  Cn sowie Don=3Cn =201 D p—2t-141 Cn-

e Da (¢;)nen monoton fallend ist, gilt

ok+1_1

S e <2ey V1<K = S e < 28 (181)
Ist nun » 7, 2" - con konvergent, so wegen Satz auch beschriinkt. Dann ist >~ ¢, wegen
(181)) ebenfalls beschrénkt, sodass Satz|18| die Konvergenz von )7 ¢, zeigt.
o Umgekehrt gilt

2.2, 16 =220 e =200y V1< U<E = 2.2 e >0h 20 ey

Konvergiert Y ° ¢, so auch >, 2" - ¢on; und zwar nach der gleichen Argumentation wie im
vorherigen Punkt. O

Proposition 7. Sei o € Q. Die Reihe > °° | L konvergiert genau dann, wenn o > 1 gilt.

n=1 no

*Beweis. o Fiir a < 0 und n € Ny¢ gilt n% =n"">1"% =1 wegen Ubung also konvergiert
(n%)n EN-o nicht gegen Null. Wegen Lemma [37|ist die Reihe Y n% daher divergent.

e Sei o > 0. Fiir alle n € Nxg, gilt dann n® < (n + 1)® gemif Ubung [52llc)| also
zeigt daher

1 1
CESE < -&. Satz

foona<oo — 220:0%<00-
Fiir R> 2z > 0 und o, 3 € Q, gilt nun (siche Ubung |76/ oder Bemerkung in Abschnitt (7.3.2))
sowie ()P = 2F.
Hiermit erhalten wir

Y1 E = Yanep 2007 =300, (21

Dies ist eine geometrische Reihe, die gemif Korollar 22| genau dann konvergiert, wenn 2!~ < 1
gilt; also 1 — a < 0 wegen Ubung [52lc)F°] und daher o > 1. O

Mit Hilfe der Theorie der Fourierreihen, kann man zeigen:
4

o'¢) 1 _ 72 0 1 _ = 0 1 _ «b
done1nz = 5 Y el T = 95> D nel 7% = 915

Ubung 76. Sei R > x > 0, sowie o, B € Q. Zeigen Sie x* - 28 = 2°1F sowie (%) = 5.

Das Quotienten- und das Wurzelkriterium

Im Beweis von Proposition [7] hatte wir bereits die Konvergenzeigenschaften der geometrische Rei-
he verwendet. Ein weiteres Konvergenzkriterium, welches aus den Eigenschaften der geometrischen
Reihe folgt, ist das sogenannte Quotientenkriterium:

Satz 27 (Quotientenkriterium). Sei Y2 ¢, eine K-Reihe, sodass N € N und 0 < a < 1 existieren,

mit |cpi1| < o |cy| fir allen > N. Dann konvergiert die Reihe ) 7 ¢, absolut.

PIst 1 —a > 0, so folgt 2% > 117 = 1 wegen Ubung c) Ist 1 —a =0, so folgt 217% = 1.
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Beweis. Fir m € N, folgt induktiv |eyim| < o™ - |en|. Wegen Korollar 22 (geometrische Reihe)
sowie Korollar [23| (Rechenregel fiir Limiten), gilt

SN len o N =ley| - 2 o™ = |en| - 7 mit cp <len|-a*N  VE>N.
k—N

Somit ist > 72 v [en] - eine konvergente Majorante von ) ¢  ¢,; und die Behauptung folgt aus
Satz O

Korollar 24. Sei fozp ¢n eine K-Reihe, sodass ein N € N existiert mit ¢, # 0 fiir allen > N.

a) Gilt lim,, % < 1, so konvergiert die Rethe >

b) Gilt lim,, ‘C|"+|1| > 1, so divergiert die Reihe Y °°

—pCn absolut.

n= P

(Wegen Ubung héngen die entsprechenden Bedingungen nicht von der expliziten Wahl des
Index N € N ab.)

Beweis. Sei N := {n€Z|n> N}, und a, := |C\Z:|1| fiir alle n € N. Seien weiterhin U, O wie in 1’
und (160) (fiir die Folge (a")neN)7 d.h., also

len1]
len

p :=infg(0) = lim,, a,, = lim,,

lent1]

len|

v:=supg(U) = lim,, a, = lim,,

a) Sei lim,, % = pu < a < 1 fixiert, und setzte € :== a — p > 0.
Wegen Lemma [20] existiert ein z € O mit < p+ ¢ = . Wegen = € O, existiert weiterhin ein
N > N mit
|l
|cnl

—ag,<z<a VYn>N = lent1] < a-eq| Vn > N.

Daher folgt die Behauptung aus Satz
b) Seiliimn%:u> 1, und setzte e := v — 1 > 0.

Wegen Lemma existiert © € U mit © > v —e = 1. Wegen z € U, existiert ein N > N, mit

‘Cn+1‘
|enl

—ap,>z>1 VYn>N == lcng1] > lea]  ¥n > N.
Induktiv erhalten wir |cg_ | > [eg| > 0 fiir alle m € N; sodass die Folge (¢,)nen nicht gegen 0
konvergieren kann. Die Behauptung folgt nun aus Lemma [37] O

Beispiel 48. Die Reihe > 7 (5= k‘onvergzert Sei ndmlich ¢, == 5 75 0 fiir alle n € Nsg. Dann gilt
wegen Beispiel [34|[b), Lemma[39 und Korollar [17[4)] (dritter Schritt):

(n+1)2

’Cn—i-l’ . on il . (n+1)? 1 1

Korollar .I zeigt lim,, le Z:f' = lim,, % < 1. Die Behauptung folgt daher aus Korollar .

Bemerkung 44.

a) Fiir die (divergente) harmonische Reihe Y 00 | L. gilt |C‘TCL:|1| = g < 1 fir alle n € Nso:
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. Satz liefert keine Konvergenzaussage; denn wegen lim,, nLH =1 (Beispiel @), existiert

kein0 <a <1 mz’tn%_l Sow% (bzw. 25 < «) fiir fast alle n € Nxo.

e Das Quotientenkriterium in Form von Korollar[2] ist ebenfalls nicht anwendbar; bzw., liefert
keine Information iber Konvergenz oder Divergenz; denn es gilt (Korollar @):
1 = lim, nLH = lim

n I n
n = lim,, rEn

Die Bedingung lim ,, ‘C"é:ﬁ‘ > 1 ist daher nur hinreichend fiir die Divergenz der Reihe, aber nicht
notwendig.

b) Trotzdem die Rethe # konvergiert (vgl. Beispiel 44| bzw. Proposition @), gilt

- 2 . 2
ostl — Tim, (25)7 = limy (;2)° = 1.

lim,,
Die Bedingung lim,, % < 1 ist daher nur hinreichend fiir die Konvergenz der Rethe, aber nicht
notwendig.

Das niichste Kriterium ist hiufiger anwendbar (vgl. Bemerkung [46[b)|), allerdings oft schwieriger
auszuwerten.

Satz 28 (Wurzelkriterium). Sei > > ¢, eine K-Reihe.

n=p

a) Die Reihe Zzo:p cn konvergiert absolut, falls gilt

Tim,, ¥/ea| < 1. (182)
b) Gilt ¥/|cn] > 1 fiir unendlich viele n € N, so divergiert die Reihe D mep Cn-
Insbesondere ist dies der Fall fiir lim,, m > 1.
Beweis. Sei a,, := W fir alle n € N, sowie O wie in ; also

p:= infg(0) = lim,, ap, = lim,, V/|cy].

a) Sei lim,, ¥/|c,| = p < a < 1 fixiert, und setzte ¢ :== a — pu > 0.
Wegen Lemma existiert ein x € O mit © < g+ € = a. Wegen z € O, existiert ein N € N mit

Vien| =ap<zx<a Vn>N = len] <a Vn > N.

Daher ist die geometrische Reihe > >° ;™ eine konvergente Majorante von Z;’Lo:p cn; also folgt
die Behauptung aus Satz 25| (Majorantenkriterium).

b) e Gilt {/|c,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so gilt (wegen ["Jbung auch |¢,| > 1 fir unendlich
viele n € N. Daher kann die Folge (c;,)nen nicht gegen 0 konvergieren; also divergiert die Reihe

Y onoy ¢ gemif Lemma
e Es gelte lim,, {/|c,| > 1. Dann gilt 1 < infg(0) < O, also 1 ¢ O. Daher existiert fiir jedes
m € N, ein £ > m mit {/|cy| > 1. Also gibt es unendlich viele n € N mit {/|c,| > 1. a

Bemerkung 45. Man beachte den Unterschied zwischen den Divergenzkriterien in Korollar
und Satz @ (lim bzw. lim ).

Um das Wurzelkriteriun anwenden zu kénnen, ist es wichtig Grenzwerte von Folgen der Art {/|c,|
zu kennen. Das néchste Lemma ist hierfiir sehr hilfreich:
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Lemma 38. FEs gilt

lim, ¢/n=1 sowie lim, c=1 Ve>0,
und daher wegen Korollar|[17

lim,, V¥ = lim, ({/n)* = (lim, {/n)* =1 VEkeZ.

x Beweis: o Wir zeigen lim,, {/n = 1:

Sei € > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass ein N. € Ny existiert, sodass |1 — /n| < e fiir
alle n > N, gilt.

— Wegen 1 < {/n fiir alle n € Nyg (Ubung geniigt es nachzuweisen, dass ein N. € Ny mit
Un < 1+ ¢ fiir alle n > N, existiert.
— Es geniigt dann lim,, ﬁ = 0 zu zeigen; denn dann existiert ein N € N mit

<1 Vn > N

(I4e)m n<(l+e)" Vn > Ne

Un<1l+e Vn > N..

117

— Satz [6] (Binomischer Lehrsatz) liefert

(L+e) =S5 (1) - h 2 (5) €2 = M e

(da alle Summanden nichtnegativ sind). Damit erhalten wir

0< < 20— __ 2 mit limn( =0.

2
(I4+e)” = n-(n—1)-e2 = (n—1)-e2 (n—1)-e2
Das Quetschlemma (Lemma zeigt nun lim,, ﬁ =0.

e Wir zeigen lim,, {/c = 1:

— Sei zunéchst ¢ > 1; sowie N € N mit N > ¢. Fiir alle n > N gilt dann 1 < ¢ < n, d.h.,
1 < e < /n gemiB Ubung Wegen lim,, /n = 1 (vorheriger Punkt), zeigt Lemma
(Quetschlemma) lim,, {/c = 1.

—Ist 0 <c<1,s0giltct >1mit /e = (Ve 1)t wegen Lemma Die Behauptung folgt
nun aus dem bereits Bewiesenen, sowie Lemma ]

Bemerkung 46.
a) Das Wurzelkriterium ist nur hinreichend fiir Konvergenz bzw. Divergenz, aber nicht notwendig:

o Wir betrachten die (divergente) harmonische Reihe S°° X d.h., ¢, = % fiir alle n € Nsg.

n=1n’

Satz ist in diesem Fall nicht anwendbar: (Lemma @
lim,, /|c,| = lim,, ¥/|c,| = lim, (/n)~!' =1
Vel = (/n)"t <1 Vn € Nso.

e Wir betrachte die (konvergente) Reihe >.°0 | 2 d.h., ¢, = # fiir alle n € Nxg.

n=1 n2’

Satz st in diesem Fall nicht anwendbar: (Lemma @

lim,, {/|e,| = lim,, ¥/|c,| = lim, ({/n) "2 =1
Yiea| = (/)2 < 1 Vn € Nyo.
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b) Ist das Quotientenkriterium (Satz anwendbar, so auch das Wurzelkriterium (Satz @

Sei Y07 ¢y, eine K-Reihe; sowie 0 < o < 1 und N € N mit |cpi1| < a - |ep| fiir alle n > N

n=p

(Voraussetzungen von Satz . Dann gilt lim,, {/|c,| < a < 1 (Voraussetzung Satz .

Beweis der Behauptung: Wir erhalten induktiv

|CN+m!§am-|cN|:aN+m-EJ]\\7,’ Vm e N.

Ubung [74| (zweiter Schritt), Ubung |69| (dritter Schritt), und Lemma zeigt (vierter Schritt)
i, 4/Jen] = T %/ fen ] < Ty (- 44/ 1)
:a'mmN+m\/|;—%l:a'limmN+m\/E—%lza<1. O

¢) Fir x € R, betrachten wir die Reihe > > | ¢, mit

x™  fiirn gerade
Cp 1=
" 22" fiir n ungerade.

e Es gilt lim, {/|c,| = lim,, /|c,| = |z| wegen lim /2 = 1 (Lemma @) Das Wurzelkriterium
liefert daher Konvergenz fir |x| < 1 sowie Divergenz fir |xz| > 1.
o FEs gilt

|enti] 2-|x| falls n gerade

|cnl ‘;U’ falls n ungerade,

also wegen Lemma und Ubung

o el I
sowte 1m = —.

— lensal
n

" |enl

Das Quotientenkriterium liefert daher Konvergenz fir |z| < % und Divergenz fiir |x| > 2.

Wie wir in Punkt|b)| bereits gesehen hatten, lisst das Quotientenkriterium im Allgemeinen also
weniger scharfe Schliisse zu als das Wurzelkriterium.

6.4 Potenzreihen und die Exponentialfunktion

Im Folgenden sei K € {R, C}.

6.4.1 Potenzreihen

Definition 46. FEine Potenzrethe P in K, ist eine Reihe der Gestalt P(z) =Y 7 ¢y - 2™ mit einer
fizierte K-Folge (¢,)nen, sowie z € K. Konvergiert fir ein z € K, die Reihe Y .7 ¢y - 2", so wird
mit auch der entsprechenden Grenzwert mit P(z) bezeichnet.

(Formell priziser ist P eine Abbildung von K in den Raum der K-Reihen, die jedem z € K die
K-Reihe P(z) =Y 07 ¢y - 2™ zuordnet.)

Beispiel 49. Sei (¢p)nen eine beschrinkte K-Folge. Dann konvergiert P(z) = Y% (cn - 2" fiir alle
z € K mit |z| <1 absolut.
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Beweis. Sei C' > 0 mit |¢,| < C fiir alle n € N. Dann gilt
len - 2" < C - |2]" VneN.
Da die geometrische Reihe >~>°  |z|™ geméB Korollar [22] konvergiert, zeigt Korollar dass gilt:
Yoo O 12" =C - 3202 |2 < oo

Daher ist Y 2 C - |z|" eine konvergente Majorante von Y ~° ¢y - 2", womit die Behauptung aus
Satz [25] folgt. O

Definition 47. Sei P(z) =Y 77 (¢, - 2" eine Potenzreihe in K.
e Der Kovergenzbereich von P, ist definiert durch (beachte 0 € O[P] # 0)
O] :={w e K| X0 cn-w" konvergiert in K}.
e Der Kovergenzradius von P, ist definiert durch
R[P] := supg({ |w| ‘ w € O[P]}) € [0, o).

e Der Konvergenzkreis von P, ist definiert durch K[P] := {z € K| |z| < R[P]}, d.h.,

Wir setzen K[P] := {z € K| |z| < R[P]}, d.h.,
Bgpp)(0)  fiir  R[P] € (0,00)
K[P] = K fir  R[P] = oo
{0} fir  R[P] =0.
Satz 29. Sei P(z) = > 07 ¢, - 2" eine Potenzreihe in K. Es gelten die folgenden Aussagen:
a) P(z) divergiert fiir alle z € K mit |z| > R[P]. (O[P] C
b) P(z) konvergiert absolut fiir alle z € K[P]. (K[P] C
c) Es gilt die Formel von Hadamard:
1 1 1
P:fE0,00 mit - = —
= e 0 =
Beweis. a) Sei z € K mit |z| > R[P]. Dann gilt
|2 > {lw[ | w € O[P]} — z ¢ O[P].
Daher konvergiert die Reihe Y > ¢, - 2™ nicht — divergiert also.
b) Sei z € K[P] ( 0 < |z| < R[P]). Dann existiert ein w € ©[P| mit |z| < |w|, und wir setzen

ap =cCp - 2" sowie by, = cp - wW" fiir alle n € N.

Beweis der Ezistenz: Sei e := R[P]—|z| > 0. Gemé&f Lemma existiert ein A € { |w| ’w € O[P]}
mit A > R[P] — & = |z|. Per definitionem gilt dann A = |w| fiir ein w € O[P], also |z| < |w|. O
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Wegen w € O[P], konvergiert P(w) = >77° b, (divergiert also nicht). Wegen Satz (Kontra-
position), gilt daher lim,, {/|b,| < 1. Wir erhalten mit Ubung (linke Seite), sowie Ubung

und % < 1 (rechte Seite):
o/Tan] = ”Z“ U] YneN T, o = "Z" T, /o] < 1.
Somit zeigt Satz dass P(z) = > 7 ¢, - 2" absolut konvergiert.
¢) Fiir z € K, gelten wegen Ubung|52lla)l Lemma [26, und Ubung 69| (linke Seite), die Implikationen:

_ - 1
|z| - limy, v/|cn| = limy /e, - 27 < 1 = 2| < = (184)
_ - 1
|z| - lim,, V/|cn| = lim,, V/|cn - 2] < 1 — 2| < = (185)
(unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir 0 und oo in (183))). Wir zeigen nun R[P] < (lim,, ¥/|c,|)~*

(erster Punkt), sowie (lim,, {/|c,|)™! < R[P] (zweiter Punkt):

e Fiir z € O[P], konvergiert P(z) = Y 77 ¢, - 2" per Definition. Wegen Satz (Kontraposi-
tion), gilt daher die linke Seite von (184)) — also auch die rechte. Wir erhalten:

e Fiir z € K gelte die rechte Seite von ([185) — also auch die linke. Dann zeigt Satz [28lla)l dass
o0

die Reihe P(z) = Y 7 ;cpn - 2" absolut konvergiert; also konvergent ist nach Satz Wegen
Teil [a)] (Kontraposition), muss dann |z| < R[P] gelten. Wir erhalten daher:

ekK A <—21 - < R[P )
€ ol < =t 2| < R[P]
1 1
= — — ¢ < R[P Vi<e< ————
limn ¥/|cn| €= [ ] < limn Y/|cn|

1
limn, Y/|en| = [ ]’

wobei wir in der letzten Implikation Korollar [9] (fiir den Fall R[P] < co) benutzt haben. [

Bemerkung 47.
a) Jede Potenzreihe P(z) =3 02 ¢y - 2™ in K, definiert eine Abbildung

P: ©P] = K, z +— P(z),

indem man P(z) (fir z € ©[P]) als den Grenzwert Y >~ jc, - 2" € K auffasst.

(In der Prazis ist eher die Einschrinkung Plkp): K[P] — K wvon Belang, da hier sogar
absolute Konvergenz der entsprechenden Reihe vorliegt.)

b) Jede Potenzreihe P(2) = Y702 gcy - 2™ in R (d.h., ¢, € R fir alle n € N), ldsst sich auch als
Potenzreihe P in C auffassen; und zwar indem man (¢, )nen als komplexe Zahlenfolge interpretiert.
Dann gilt (Ubung

R[P] = R[P] also K[P] = RNK|P] sowie O[P] = RN O[P]. (186)
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Ubung 77. Zeigen Sie die Identititen in (186]).

Hinweis: Fir die linke Seite ist Satz niitzlich. Fir die rechte Seite ist Ubung@ hilfreich. (Es
folgt zwanglos, dass ©[P] C RN O[P] gilt. Fiir die umgekehrte Inklusion, miissen Sie P(z) € R fiir
alle z € RN O[P] nachweisen.)

Bemerkung 48. Fir z € K mit |z| = R[P] > 0, liefert Satz[29 (bzw. das Wurzelkriterium) keine
Konvergenzaussage. Daher miissen diese Fille jeweils gesondert betrachtet weren@

a) Sei P(z) = > 3%, 2" die geometrische Reihe (also ¢, =1 € K fiir alle n € N). Die Formel von
Hadamard liefert R[P] = 1, und Korollar[29 zeigt dann: O[P] = {z € K| |z| < 1} = K[P].

(Es sei angemerkt, dass die Abbildung z — i natiirlich sogar auf C\ {1} definiert ist,

1—z
obwohl die geometrische Reihe fir alle |z| > 1 nicht konvergiert.)

b) SeiP(z) =32, nz—jl, also ¢, = n%rl fiir alle n € N. Dann gilt

o Sat= ] 1
it /o] = i, ] =i g =1 BB R

( Die linke Seite gilt wegen Lemma |31 (Quetschlemma); denn Lemma [3§ zeigt lim,, {/n = 1 =
lim,, /2, und es gilt

1< Yn<Yn+1<V2n=V2 n.)
In diesem Fall gilt K[P] C O[P] C K[P], wegen K[P] Z —1 € O[P] und ©[P] # 1 € K[P]:

o Fir z = —1, konvergiert P(z) =3 (;lr)ln nach dem Leibnizkriterium (Satz .
o Firz=1, ist P(2) = Y00, L die divergente harmonische Reihe (Beispiel@).
c) SeiP(z) =322, fl—z, also ¢, = # fiir alle n € N. Dann gilt
R[P|=1 sowie {zeK]||z|] <1} =K[P)Cc OP] =K[P] = {z € K| |2| < 1}.
In der Tat, gilt
lim,, {/Jen] = lim, ¥/n=2 = lim,(3/n) > =1 Satz ] R[P]:mzl.
Fiir alle z € K mit |2 < 1, ist zudem Y00, 5 eine konvergente Majorante von P(z) (Proposition
@ bzw. Beispiel ; also gilt K[P] = {z € K| |z| <1} C O[P] (wegen Satz .
Die bisher besprochenen Sachverhalte, lassen sich wie folgt verallgemeinern:

Terminologie 18 (Potenzreihe in einem Entwicklungspunkt). Eine Potenzreihe Q in K im Entwick-
lungspunkt p € K, ist eine Reihe der Gestalt Q(z) = > 0"y cn - (2 — )", mit einer K-Folge (cn)nen
sowie z € K. Wir definieren den Konvergenzbereich von Q durch

0[Q]:={wekK | S gcn - (w—p)" konwergiert in K}.
Sei P(z) =Y 7 gcn - 2" fiir alle z € K. Offensichtlich gilt dann ©[Q| = p + O[P]; und wir setzen:

e R[Q] := R[P] (Konvergenzradius von Q)
e K[Q] :=p+ KJ[P] (Konvergenzkreis von Q)
e K[Q] :=p+K][P]

Satz[29 zeigt:

a) Q(z) divergiert fir alle z € K mit |z — p| > R[Q]. (0[Q] CK[Q])
b) Q(z) konvergiert absolut fiir alle z € K[Q]. (K[Q] € ©[Q])

¢) RIQ] = (lim, m)_l € [0, o).

30Die folgenden Beispiele kann man sowohl als Beispiele in K = R als auch als Beispiele in K = C auffassen.
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6.4.2 Die Exponentialreihe

Definition 48. Die FExponentialreihe ist die komplexe Potenzreihe

[e.o] n
z

z

e’ :=exp(z) := Z .l VzeC. (187)
n=0

Satz 30. Die Exponentialreihe konvergiert absolut fiir alle z € C (hat also notwendig Konvergenz-

radius oo ). Die Exponentialfunktion

on
exp C — C, Zb—>ez—n§%n!
hat die folgende Figenschaften:
a) TV =e* . e® fiir alle z,w € C, (Funktionalgleichung)
b) e =(e*)! fir alle z € C, (exp: C— Cy)
c) e =¢e* fiir alle z € C,
d € >0 fir alle z € R.

Beweis. Sei z € C, sowie ¢, := %7: fiir alle n € N. Dann gilt

Daher konvergiert > '%T,L gemifl dem Quotientenkriterium (Satz absolut.
a) Wegen der absoluten Konvergenz der Reihen > 07 ) & " und > oo 2, gllt nach Satz |2
e e = (3%, 2777) (X len) = 2o ( Xk m 2R )
(Cauchy-Produktformel). Nun folgt aus dem binomischen Lehrsatz (zweiter Schritt)
Zzzom-z”_kwkzﬁzzzo(@-zk_”-wk: Lo (z4+w)" VneN.

Daher gilt e -e¥ =32 L. (2 4 w)" = e,

n=0 n!

b) Dies folgt wegen [a)l einfach aus e ™ - e* = e *7% =0 = 1.
k
¢) Firue Cund n €N, sei Sylu] :=3)_ %, dh
e = lim,, Sy, [u] VueC.

Per Induktion folgt (mit Lemma [26] sowie v + w = v + @ fir v,w € C):

Snlz] :Zkzo ya —Zk 0 k; = Sy [Z] VneN.
Wir erhalten (mit |u| = |u| fiir u € C im dritten Schritt):
o= — e[ = |e% — Sule] + Sule] — €|
= [e# = Su[] + Sl] - &7
< |e* = Sul2]| + | Sulz] — €7
=[e” = Sulz]| + | Sulz] — 7).

Wegen lim,, S,[z] = e* und lim,, S,,[z] = €%, folgt ‘67 - ez‘ < ¢ fiir alle € > 0, also |e7 - ez} =0
wegen Lemma Dies zeigt die Behauptung.
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d) Wegen [b)| gllt 1m(exp) C Cy; also €” # 0. Offensichtlich gilt weiterhin exp(R) C R; also zeigt [a)]
dass €* = ez -e2 = (e2)? > 0 gilt (vgl. Lemma [178)) O

Bemerkung 49 (Eulersche Zahl). Die Zahl e := e! = ZZO:O % heifst Eulersche Zahl. Wegen
e=14+1+5+5+... gilt e > 2,6.
Ftwas genauer ist e = 2, 7182871826198 . . ..
FEine andere Darstellung der Zahl e, liefert der folgenden Satz:
Satz 31. Fir alle z € C gilt e* = limy,(1 4 )", also insbesondere e = lim, (1 + L)

* Beweis. Sie z € C, sowie z,, := (1 + 2)" und y, :== >}, %’f fiir alle n € N. Sei weiterhin € > 0
vorgegeben. Wir zeigen, dass ein N, € N existiert, sodass |z, — y,| < ¢ fiir alle n > N, gilt. Hiermit
folgt lim, (z, — y») = 0; und dann lim,, z,, = lim,, y,, = €*.

e Wegen Satz 30| (absolute Konvergenz) und Satz [20] (Cauchy-Kriterium), existiert ein N € N mit
N k
Srovan B = | Zio i - S 1l < Vn=N.
e Aus Satz[6] (Binomischer Lehrsatz) folgt

= (1+3)" =Yk () &

- k=0 k! nk
_<xn zF n(n=1)-...(n—k+1)
- k=0 k! nk
k k-1 L
=0 ar ILo (1—7),
€10,1]
und daher gilt
=: dk,n (S [0,1}

k —
yn_xnzzzz()%'[l_ kzl(l_ﬁ)]‘
Fiir jedes 0 < k < N, gilt dann lim,, dy,, = 0. Daher existiert ein N. > N, sodass dj,, < SNED)

N+1)
fir alle 0 < k < N gilt, sofern n > ..
Fiir n > N¢, erhalten wir (mit dj,, € [0, 1] im zweiten Schritt)

||k k

N
[Yn — Tn| =D 5 Na1 Er 0 Bk + D k—o @ “din
|z

< D ko1 T + ko k' ~dyn

<3+ (V41 gy

=g,
was die Behauptung zeigt. O
Bemerkung 50. Eine Mdglichkeit, den Grenzwert aus Satz zu interpretieren, stellt die konti-

nuterliche Verzinsung dar. Wir stellen uns z als jihrlichen Zinssatz vor, und bezeichnen mit k, das
Anfangskapital:

e Bei jihrlicher Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das neue Kaptial zu ki = kq- (1 + 2).

e Bei halbjihrlicher Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das neue Kaptial zu ko = kq- (14 %)Q
e Bei monatliche Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das neue Kaptial zu k1o = kq- (1 + 1%)12.
e Bei %—jdhriger Verzinsung ergibt sich nach einem Jahr das neue Kaptial zu ky = kq- (14 2)".

e Im Grenzwert n — oo (kontinuierliche Verzinsung), ergibt sich nach einem Jahr das neue Kaptial
2u koo = kg - €°.
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7 Stetigkeit

In diesem Kapitel behandeln den Begriff der stetigen Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, im
spezielleren wieder R und C. Im Folgenden sei zunichst K € {Q, R, C}.

7.1 Stetige Abbildungen

Stetige Funktionen R — R haben Sie bereits in der Schule kennengelernt. Anschaulich gesprochen, ist
eine Funktion stetig, wenn ihr Graph in einem Zuge zeichenbar ist (also ohne absetzen des Stiftes).
Vorab einige Beispiele:

e Firne N, ist R> z — 2" € R stetig.

e Die stiickweise konstante Funktion R 5 z — [z] := max({k € Z | k < z}) € Z C R, wird als
GaufSklammer bezeichnet. Sie ist in allen Punkten x € Z unstetig.

S N W e Ot

e Die Sigezahnfunktion R 5 x — x — [x] € R, ist ebenfalls in allen Punkten x € Z unstetig.

[ 22277

e Die Funktion
falls |z| > 1,

falls 1 < |z| <25 fir N2 n#2,
falls x <0,

R — R, T~

O 3= =

ist in allen Zahlen der Form % mit Z 3 n # 0 unstetig, aber stetig in 0.

Die Idee hinter der Stetigkeit ist der, dass sich bei geniigend kleiner Variation des Argumentes um
einen vorgegebenen Punkt, der Funktionswert auch nur wenig dndert. Die exakte Definition lautet
wie folgt:

Definition 49. Seien (X1,d;1), (X2,d2) metrische Riume, sowie f: X; — Xo eine Abbildung.

1) f heifst stetig in dem Punkt x € X1 genau dann, wenn gilt:

Ve>0: 36 >0: f(B[di]s(x)) S B[da]e(f(x)). (188)
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f Blda]- (f(z))

Bld1)s(z) f(Bld1]s(x))
X, X2

2) f heifit stetig genau dann, wenn f stetig in jedem Punkt ist; wenn also gilt:

V(izeX; AN e>0): 30 >0: f(B[di]s(z)) C B[da]-(f(x)). (189)
Notation 24 (Raum der Stetigen Abbildungen). Gegeben metrische Raume (X1,d1), (X2,d2), so
wird der Raum aller stetigen Abbildungen X1 — Xo mit C (X1, X2) notiert.

Terminologie 19. Die Formulierung des Stetigkeitsbegriffes in Definition [[9, wird auch als das
e-6-Kriterium fiir Stetigkeit bezeichnet. Der Hintergrund ist, dass auch alternative bzw. gleichwerti-
ge Formulierungen des Stetigkeitsbegriffes existieren, welche wir in Abschnitt noch behandeln
werden.

Terminologie 20 (Unstetigkeit). Seien (Xi,d1), (X2,da) metrische Riume, sowie f: X1 — Xo
eine Abbildung.

o f heifft unstetig in x € X1, wenn f nicht stetig in x ist; wenn also ein € > 0 existiert mit
V6 >0: f(Bldi]s(z)) € Blda]-(f()).
(Vd>0: 3y €Bdi]s(z): f(y) ¢ Bldale(f(2)) )

Sei beispielsweise f: R — R gegeben durch

1 fir =0

flz) = )

0 fir #0

fiir alle x € R. Dann ist f unstetig in 0; denn ist 0 < & < 1 vorgegeben, so gilt fiir alle § > 0:

f(Bs5(0)) = f((=6,0)) > f(6/2) =0 ¢ (1 —&,1+¢) = B(f(0))-

o f heifst unstetig, wenn f nicht stetig ist; wenn also ein © € X7 existiert, sodass f nicht stetig in
x 1st.

Bemerkung 51 (e-6-Kriterium). Die Bedingung (188|) in Definition (Stetigkeit in x € X1),

lasst sich offensichtlich auch wie folgt formulieren (analog fiir Bedingung (189) in Definition .'

Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, sodass gilt:

Gey) <6 fir yeXo = &) /) << (190)

o Sei (V1,|| - |l1) ein normierter Raum; sowie X1 C Vi, und dy die auf X1 eingeschrdinkte Metrik
d.y,). Dann liest sich die linke Seite von (190) auch in der Form ||z —y|1 < 0.

o Sei (Va,| - ||2) ein normierter Raum; sowie Xo C Vi, und do die auf Xo eingeschrinkte Metrik

dy.,- Dann liest sich die rechte Seite von (190)) auch in der Form || f(z) — f(y)|l2 < e.
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Ist beispielsweise Vi = K = Vs, so liest sich (190) in der Form
lx—y|<é fir yeXy = |f(z) = fy)] <e.

Terminologie 21 (Lipschitz-Stetigkeit). Seien (Xi1,d1) und (X2,ds) metrische Riume. Eine Abbil-
dung f: X1 — Xo heif$t Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 (Lipschitz-Konstante) existiert mit

do(f(2), f(y)) < L-di(z,y) Va,ye Xy (191)
In diesem Fall ist f stetig; denn fiir x € Xy und € > 0 vorgegeben, erhalten wir fiir 6 .= 7:
di(z,y) <d fir ye X = do(f(z), f(y)) < L-di(z,y) < L-d=ce.
Beispiel 50.

a) Seien (X1,d1) und (Xg,d2) metrische Riume, und z € Xo. Dann ist die konstante Abbildung
flz]: Xivzx—2z€ Xy

Lipschitz-stetig (also stetig). In der Tat ist ja (191)) sogar fir alle L > 0 erfillt, da die linke Seite
immer gleich 0 ist.

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Identitit idx: X > x — = € X ist Lipschitz-stetig (also
stetig), da (191) fir L =1 gilt (auch fir alle L > 1).

c) Sei (X,d) ein metrischer Raum, und z € X fiziert. Dann ist die Abstandsfunktion
d;: X = [0,00), x+— d(z,x)
Lipschitz-stetig (also stetig); denn aus der inversen Dreiecksungleichung folgt
4,1 (d:(2), d2(9) = |da (@) — d.(y)] = |(z @) - d(z,9)]| < (2, ),

womit (191) fir L =1 gilt.
d) Sei (V.| - ) ein normierter Raum. Mit der Notation aus Teil[c), gilt dann fir d;. und z = 0:

dz(2) = do(z) = dj(2,0) = [z = Of| = [l] VeeX =V
Gemdayf Teil ist daher
[-1: V' =10,00),  z|z|

Lipschitz-stetig. Wihlt man nun V- =K mit || - || = | - |, so folgt hiermit auch die Stetigkeit der
Betragsfunktion.

Beispiel 51. Sei X1 = K = Xy (mit der Betragsmetrik). Fir jedes w € K ist
fw: K=K, Zrw-z
Lipschitz-stetig (also stetig), wegen (L = |w|)
di((fuw(@), fu() = [fu(@) = fuy)] = v (z —y)| = || - |z —y| = [w] - d\;(2,y) Va,y eK

Ubung 78. Zeigen Sie, dass die kompleze Konjugationsabbildung C 3 z — Z € C eine Lipschitz-
stetige Abbildung ist.
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7.1.1 Alternative Formulierungen von Stetigkeit

In diesem Abschnitt behandeln wir zwei alternative Formulierungen von Stetigkeit; welche in der ein
oder anderen Situation sehr niitzlich sind, um Stetigkeiten von gegebenen Abbildungen nachzuweisen.

Definition 50 (Folgenstetigkeit). Seien (X1,d1), (X2,d2) metrische Riume, und f: X; — X eine
Abbildung.

1) f heifst folgenstetig in dem Punkt x € X, wenn fiir jede Folge (xyp)nen in X1 gilt:

(Tn)nen — @ = (f(@n))nen = f(2).
2) f heifit folgenstetig genau dann, wenn f folgenstetig in jedem Punkt ist.

Proposition 8. Seien (X1,d1), (X2,ds) metrische Riume, sowie f: X1 — Xo eine Abbildung. Dann
gelten die folgenden Aquivalenzen:

f stetig in x € X3 — f folgenstetig in x € X,
f stetig = f folgenstetig.

Beweis. Die zweite Aquivalenz folgt sofort aus der ersten Aquivalenz. Wir zeigen nun die erste
Aquivalenz:

e Sei f stetig in x € X7; sowie (z,,)nen eine Folge in X7, mit (z,,),en — 2. Fiir € > 0 vorgegeben,
sei 0 > 0 mit f(B[di]s(x)) C B[da]c(f(z)). Wir wihlen Ns € N mit x,, € B[d;]s(x) fiir alle n > Ns,
und erhalten

f(mn) € f(B[d1]5(x>) g B[dQ]s(f(x» Vn Z N(S-

Dies Zeigt (f(xn))neN — f(.%’)
e Wir beweisen die Implikation ,,<=*“ durch Kontraposition:

Ist f nicht stetig in x, so existiert ein € > 0 mit

f(Bldi]s(x)) € Blda]e(f(x)) V3> 0.
Fiir jedes n € Ny, existiert daher ein z,, € B[di]|1 (z) mit f(z,) ¢ Bld2]:(f(x)).

1
n

— Es gilt (2n)nen., — #; denn fiir € > 0 vorgegeben, existiert ein N € Ny mit 0 < % < &, d.h,,

xy € B[d1]1(z) € Bldi] 1 (z) € Bldi]s(x) Vn > N.

3=
=

—

— Es konvergiert (f(zy))nen., nicht gegen f(z), wegen f(z,) ¢ Blda]o(f(z)) fiir alle n € Nxy.
Dies zeigt, dass f nicht folgenstetig in x ist. O

Wir erinnern an die Begrifflichkeiten aus Definition

Proposition 9. Seien (X1,d1), (X2,d2) metrische Rdume, und f: X1 — Xo eine Abbildung.

1) f ist genau dann stetig in x € X1, wenn gilt:

Uy C X5 ist Ungebung von f(x) = fHU,) C Xy ist Ungebung von z.  (192)

2) f ist genau dann stetig, wenn gilt: (Urbilder offener Mengen sind offen)

f710) € 0(Xy) VO € 0(X2). (193)
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Beweis. 1) o Es gelte (192)). Fiir € > 0, ist dann B[da]-(f(z)) eine Umgebung von f(z). Per Voraus-
setzung, ist dann Uy := f~1(B[dz]c(f())) eine Umgebung von z. Per definitionem, existiert
daher ein 6 > 0 mit B[d;]s(z) C Uy; und es folgt

f(Bldi]s(x)) € f(U1) = B[da](f(x)).
—_——

=W
Dies zeigt, dass f stetig in x ist.
f Bld2]< (f())
Ux
@ — f(z)
Bldi]s(x) w
X
X; 2

e Es sei f stetig in x € Xj, und es sei Uy C Xy eine Umgebung von f(z). Per definitionem,
existiert ein € > 0 mit B[da].(f(z)) C Us. Per Annahme, existiert ein ¢ > 0 mit

JBldils(@)) € BlA2)-(f(2) =¥ Bldils(@) € F7HC) € FN Bl (@) € £ (T,
C

womit f~!(Us) eine Umgebung von z ist.

Us
/
fH(Ua)
» — . f(a)
c
Bld1]s(x) Bldz]c (f(x))
Xs
Xy

2) e Es sei f stetig, sowie O € O(X3) vorgegeben. Per definitionem

— ist f stetig in jedem x € Xj.
— ist O eine Umgebung aller ihrer Punkte.
Gegeben z € f~1(0) C X, so ist daher O eine Umgebung von f(x) € O. Wegen Teil [1)| ist
somit f~1(0O) eine Umgebung von z. Da = € f~(O) beliebig war, ist die Teilmenge f~!(O)
eine Umgebung aller ihrer Punkt, also per Definition offen.

e Es gelte ; und es sei x € X1, sowie € > 0 vorgegeben.
— Wegen Lemma [27] ist B[da].(f(z)) € O(X3) offen.
— Per Annahme, ist dann O := f~(B[da].(f(x))) € O(X1) offen mit x € O.
— Per definitionem, existiert somit ein § > 0 mit B[d]s(z) C O.
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— Wir erhalten f(B[di]s(z)) C f(0) = B[da]-(f(z)).
Da z € X; und € > 0 beliebig waren, folgt hiermit die Stetigkeit von f in jedem z € X;. O

Ubung 79. Seien (X,d) und (X', d’) metrische Riume, sowie f: X — X' eine Abbildung. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

a) Sei U eine Umgebung von x € X, sodass f|u beziglich der eingeschrinkten Metrik d|y stetig in
x ist. Dann ist auch f stetig in x.

b) Sei O € O(X) offen, und f|o stetig beziiglich der eingeschrinkten Metrik do. Dann ist f stetig
in jedem x € O.

c¢) Sei X = ;c; 05 mit O; € O(X) offen fir alle j € J. Ist flo, fir jedes j € J stetig beziiglich
der eingeschrdnkten Metrik d|o,, so ist f stetig.

Ubung 80. Seien (X,d) und (X',d") metrische Riume, sowie f: X — X' eine Abbildung. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

a) f ist genau dann stetig, wenn f~1(A’") € A(X) fir alle A’ € A(X") gilt.

b) (%) Sei X = U?:oAj mit A; € A(X) fir alle j = 0,...,n € N. Ist f|a, fir jedes j € J stetig
beziiglich der eingeschrdnkten Metrik d|a,, so ist f stetig.

Hinweis: Bemerkung und Korollar|15JAM3)|

Ubung 81. Seien (X,d) und (X',d’) metrische Riume, v € X, und f: X — X' eine Abbildung.
Seien Yi,...,Y, C X Teilmengen, mit X = |J;_,Y; und x € Y1 N...NY,, sodass fly, fir jedes
1 <i < mn stetig (beziiglich dy;) ist. Zeigen Sie, dass f stetig in x ist.

Hinweis: Gegeben € > 0, so existiert zu jedem 1 < i <mn ein §; > 0 mit f(B[dy,]s,(z)) C B[d'](f(x)).
Betrachten Sie den Ball B[d]s(x) fir § := min(dy,...,0,), und benutzen Sie (I139) sowie Ubung .

7.1.2 Stetigkeitskriterien

In diesem Abschnitt behandeln wir einige Stetigkeitskriterien.

Lemma 39 (Verkettung stetiger Abbildungen). Seien (X,d), (X',d’), (X”,d”) metrische Riume,
sowie f: X' — X", g: X — X' Abbildungen.

1) Sei g stetig in x € X, sowie f stetig in g(x) € X'. Dann ist f o g stetig in x.
2) Sind f und g stetig, so ist auch f o g stetig.

Beweis. 1) Sei € > 0 vorgegeben.

e Da f stetig in g(x) ist, existiert ein 7 > 0 mit f(B[d];(g(z))) C B[d"]:(f(g(x))).
e Da g stetig in z ist, existiert ein § > 0 mit g(B[d]s(z)) C B[d']-(g(z)).

Wir erhalten

(f 0 9)(Bld]s(z)) = f(9(Bld]s(z))) € f(B[d]-(g9(x))) € B[d"]-(f(9())).

Da € > 0 beliebig war, folgt hiermit die Stetigkeit von fogin x € X.
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g B[d']-(g(x)) f Bld”]e (f(g(x)))

- — 3 - g(x) — 3
B[d]s () f(B[d]s(z)) - f(g(x))
F(BId]-(9(2)))
X X' X
2) Klar wegen Teil O

Ubung 82. Beweisen Sie Lemma nochmals, und zwar jeweils mit Hilfe der Stetigkeitskriterien
aus Proposition [§ sowie Proposition[9

Lemma 40 (Einschrinkung und Koeinschrinkung). Seien (X,d), (X', d") metrische Riume, sowie
f: X = X' eine Abbildung. Seien weiterhin Y C X und Y' C X' Teilmengen, sowie (Y,dy) und
(Y',dy,) die zugehdrigen metrischen Unterrdume.

1) Ist f stetiginy €Y, so ist fly: Y — X' stetig in y (beziiglich dy ).

2) Ist f stetig, so ist fly:Y — X' stetig (beziiglich dy ).

FEs sei nun im(f) = f(X) CY'. Dann gilt weiterhin:

3) Ist f stetig in x € X, so ist f|¥ : X — Y stetig in x (beziiglich dy. ).

4) Ist f stetig, so ist f|¥': X — Y stetig (beziiglich ).

Zudem gilt fiir die Koeinschrinkung auch die Umkehrung der beiden vorhergehenden Aussagen:
5) Ist f|Y' 1 X =Y’ stetig in x (beziiglich d’,,), so ist f stetig in x € X (beziiglich d').

6) Ist f|¥': X — Y stetig (beziiglich d.,), so ist f stetig (beziiglich d’).

Beweis. Es folgt jeweils [2)| aus EL aus |3), sowie @ aus [5)l Weiterhin folgen unmittelbar
aus der Charakterisierung (190f), sowie der Definition der eingeschrénkten Metrik (129)):

1) Sei € > 0 vorgegeben. Wegen , existiert ein § > 0 mit
d(y,z) <o fir ze€X = d'(f(y), f(2)) <e.
Wir erhalten
dy(y,2) <d fir zeY = d(y,z) <9 = d(f(y), f(2)) <-,

also (190]) fiir die metrischen Réume (Y, dy) und (X', d’).
3) Sei e > 0 vorgegeben. Wegen ([190)), existiert ein ¢ > 0 mit

d(z,y) <6 fir yeX - d'(f(z), fly)) < e.
Wegen f(X) C Y”, gilt nun
v (1 @) 1Y () = (@), f () = d'(f(2), f(y)) Vo,yeX;  (194)
Dies zeigt die Implikation
d(z,y) <5 fir yey — v (1 @), 11 ) <&,

also (190) fiir die metrischen Réume (X, d) und (Y, d}.).
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5) Sei e > 0 vorgegeben. Wegen (190) (fiir die metrischen Raume (X, d) und (Y”,d})), existiert ein
0 > 0 mit

d(z,y) < fir yeXx = Yo (1 @), 11 () <e.
Wegen gilt dann ebenfalls
d(z,y) <6 fiir yeV = d'(f(2), f(y) <+,
also fiir die metrischen Raume (X,d) und (X', d’).
O

Ubung 83. Machen Sie sich klar, dass im Kontext der ersten beiden Teile von Lemma @ m
Allgemeinen nicht die Umkehrungen gelten — dass also beispielsweise die Stetigkeit von fly iny €Y,
nicht notwendigerweise die Stetigkeit von f in y impliziert. Betrachten Sie hierfiir zum Beispiel die

Abbildung
0 firx<0
flz) = )
1 fir x>0,

sowie die Menge Y = [0,00) und den Punkt y = 0.

H
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~N

—2 -1 1 2

7.1.3 Operationen mit stetigen Abbildungen
Notation 25. Sei X eine Menge, und V ein K- Vektorraum.
1) Gegeben f,g € Abb(X,V), h € Abb(X,K), A € K, so definieren wir

ABB(X, V)3 (f4+9): X =V,  xe f(z)+g(z),

Abb(X, V)3 (h- f): X =V, x— h(z) - f(x), (195)
Abb(X,V)> (=f): X =V, z— —f(2),

Abb(X,V)> (A- f): X =V, x = - f(x).

Die letzte Operation ist ein Spezialfall der zweiten Operation (konstante Abbildung).

2) Fir f € Abb(X,Ky), g € Abb(X,K) und h € Abb(X,C), definieren wir (siche (L16)) fir die
dritte Zeile)

1 1
ABD(X,K) 3 1 X 5 Koy wr s

Abb(X,K) > %: X 5K, z <g : })(m) = ;Eg (196)
Abb(X,C) > h: X — C, z — h(z)



Es gilt der folgende Satz:

Satz 32. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (V,|| -||) ein normierter K-Vektorraum.

1) Sind f,g € Abb(X,V) sowie h € Abb(X,K) stetig in x € X, so sind die Abbildungen in (195
ebenfalls stetig in x. Insbesondere ist (\- f 4+ - g) stetig in x fir alle \, p € K.

2) Sind f € Abb(X,K), g € Abb(X,K) und h € Abb(X,C) stetig in x € X, so sind die Abbildungen
in (196) ebenfalls stetig in x.

Selbiges gilt natiirlich insbesondere fiir den Spezialfall V' = K.

Beweis. 1) Sei (xy)nen eine Folge in X, mit lim,, x,, = z. Wegen Proposition [§| gilt

lim, f(z,) = f(x), lim,, g(x,) = g(x), lim,, h(z,) = h(z).

Wegen Proposition [6] gilt dann

limy, (f + g)(zn) = limp (f(zn) + g(25)) = limy, f(zn) + limy, g(zn) = f(2) + 9(z) = (f + 9)(z)
limy,(h - g)(zn) = limy(h(2y) - g(2n)) = limy, h(zy) - limy, g(2,) = h(z) - g(z) = (h - g)(z)
limp (= f)(zn)  =limp, —f(zn) = = f(2) = (= f)(2).

Daher zeigt Proposition [§| die Stetigkeit besagter Abbildungen im Punkte x. Wéhlen wir h =
f[A]: K> z+— X\ € K konstant, so folgt nun auch die Stetigkeit von A - f.

2) e h stetig in z, wegen Lemma (Verkettungen) und Ubung (Stetigkeit der komplexen
Konjugation).
e Sei (xn)nen eine Folge in X mit lim, z, = . Wegen Proposition [§ gilt lim,, f(x,) = x; und
Lemma zeigt dann

lim,, (})(mn) = lim,, f(i“n) = f(lx) = <?>(l’)

Proposition |8 zeigt daher die Stetigkeit von % in x.

e Wegen dem vorherigen Punkt ist 1/f stetig in . Wegen Lemma ist dies immer noch
der Fall, wenn wir 1/f als Abbildung X — K auffassen. Die Stetigkeit von g/f in z, folgt

daher aus Teil |1)| mit V = K. O
Korollar 25. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (V, || -||) ein normierter K-Vektorraum.

1) Gegeben f,g € C(X,V), h € C(X,K) und X € K, so gilt
(f+9) e C(X,V), (h-f) e C(X,V), —feCX,V), A-feC(X,V)
Insbesondere gilt (A- f +p-g) € C(X,V) fir alle A\, p € K.
2) Gegeben f € C(X,Kx), so gilt

1
?EC(X,KX) und somit %GC(XJK) Vg e C(X,K).

Selbiges gilt natiirlich insbesondere fiir den Spezialfall V = K.
Beweis. Klar wegen Satz 32 O

Beispiel 52.
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a) Eine Funktion P: K — K heifit Polynomfunktion (Polynom) vom Grad n € N, wenn ag, ..., a, €
K mit an, # 0 existieren, sodass gilt: (P =7 oar- (idk)¥)
P(2) zzzzoak-zk =ap+ai-z+...+ap1-2" 1 +a, " VzekK.

Wir bezeichnen die Menge aller Polynomfunktionen auf K mit Pol(K). Per Induktion folgt aus
Korollar sowte den ersten beiden Teilen von Bez'spz'el dass jedes P € Pol(K) stetig ist.

b) Gegeben zwei Polynomfunktionen (z € K)
Piz)=ayt+ar-z+-+ap-2" und Q(z)=bo+bi-z+ 4byn-2" mit by#0
auf K, so ist die Menge Z := Q~1(0) endlich (Satz , und die Funktion

P P(z) ap+ar-z+-+ap- 2"
—: K\ Z =K, Z =
Q \ Q(z) bo+by-z+-+by-2m

ist stetig (Teilla), Lemma und Korollar[25]2)). Beispielsweise ist die Funktion f: C\{1} 3

zZ zﬂ € C stetig.

z—

c) Unter Zuhilfenahme von Korollar erhdlt man, dass jede Funktion der Form

Ky 320 >0 gar-2 % €K,
mit ag, . ..,a, € K fiirn € N, stetig ist@
Ubung 84. Machen Sie sich die Stetigkeitsaussage in Beispz'el klar.
Satz 33. FEine Polynomfunktion vom Grad n € Nsg besitzt hochstens n Nullstellenﬂ

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach dem Grad des Polynoms:

e Ist n =1, so ist die Behauptung klar: agp+a;-2=0 <& z= —ap/a;.

e Es gelte nun die Behauptung fiir ein n € N5 g; und es sei P(z) = ZZE] aj-2* eine Polynomfunktion
vom Grad n+1. Hat P keine Nullstelle, so ist die Behauptung klar. Sei andernfalls zg eine Nullstelle
von P. Der Binomische Lehrsatz (zweiter Schritt) liefert

P(z) = Y3 2gar - (20 + (2 — 20))F

=ity ak - Z?:o (];) (20)F77 - (2 = 20)
= Yo<jerentr k- (§) - (20087 - (z = 20)!

=250 (Ch an - (5) - (20)77) - (2 — 20)

bj:=

fir alle z € K. Wir erhalten
0=P(z0) =225 b (20— 20) =bp = Pla)=(2—20)- >0 bj-(z—2) "
= (2= 20) - 2o bjt1 - (2 — 20)
Q(z) =
3 Man kombiniere beispielweise Korollar mit Beispiel sowie Lemma [39|2)] (Verkettungen) mit Teil

32F{ir n = 0 kann diese Aussage nicht gelten, da die konstante Funktion 0 unendlich viele Nullstellen hat.
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fiir alle z € K. Die Funktion Q: K 3 z — Q(z) € K ist eine Polynomfunktion vom Grad n; denn
der Binomische Lehrsatz (Satz [6]) liefert

Q) = by g () (a0 54

= Zogkgjgn bjt1 - (i) . (_Zo)j—k .ok

= > heo (=g by - (1) - (—z0)7F) - 2k

Ck

fiir alle z € K, mit ¢, = bp11 = an+1 # 0. Da @ nach Induktionsvoraussetzung hochstens n
Nullstellen besitzt, kann P somit héchstens n + 1 Nullstellen besitzen; denn aus P(z) = 0, folgt

z = zp oder Q(z) = 0 wegen Lemma O

7.1.4 Gleichmiflige Stetigkeit

Definition 51 (GleichméBige Stetigkeit). Seien (X1,d1) und (Xa,d2) metrische Riume. Eine Ab-
bildung f: X1 — Xo heifsit gleichmdfig stetig, wenn gilt:

Ve>0: 36>0: Vz e Xy: f(B[di]s(z)) C B[da]c(f(2))
197
(V€>O: 36 >0: (di(z,y) <6 fir zyeXh =  do(f(2),f(y)) <E)) (o)

Bemerkung 52 (Gleichméfige Stetigkeit).
a) Ist f: X1 — Xo Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Konstante L > 0), so ist f auch gleichmifsig
stetig. Ist ndmlich € > 0 vorgegeben, so gilt fiir § :== +:

dl(may)<6 fUT z,y € Xy — dg(f(x),f(y))ngl(x,y)<L5:5

Insbesondere sind also die Abbildung aus Beispiel [50 und Beispiel [71] stetig.
b) Fiir X1, Xo CK (mit der eingeschrinkten Betragsmetrik), liest sich (197) auch in der Form:

Ve>0: 35 >0: (lz—yl<é fir z,yeXi = |f(zx)—f(y)<e)

c) Aus den Bedingungen und , sieht man sofort, dass gleichmdflig stetige Abbildungen
insbesondere auch stetig sind. In der Tat ist gleichmdfsige Stetigkeit eine stirkere Bedingung als
Stetigkeit, da in , das zu einem vorgegebenen € > 0 zugehorige & > 0, auch explizit vom
Punkt x € X1 abhdngen kann. In st es allerdings so, dass das zu einem vorgegebenen € > 0
gehdrige § > 0, fir alle x € X, gleichzeitig die Inklusion f(B[di]s(x)) C B[da]c(f(z)) erzwingt.

Sei Beispielsweise X1 = R = Xy (mit der Betragsmetrik):

Die Abbildung f: R > x +— x? € R ist zwar stetig wegen Beispiel aber nicht gleichmdfig stetig
(Ubung und Teil. Anschaulich gesprochen liegt das daran, dass der Anstieg der Parabel x°
(Schule), fiir grofle Werte von |x| immer grofier wird — je gréfler also |z| ist, desto mehr weicht
fiir festgehaltenes § > 0 der Funktionswert f(x + ) vom Funktionswert f(z) ab.

d) Will man nachweisen, dass eine Abbildung f: X1 — Xy zwischen den metrischen Rdumen
(X1,d1) und (Xo,d2) nicht gleichmdflig stetig ist, so reicht es per Definition aus ein € > 0
zu finden, sodass gilt:

Vé>0: Jxe Xy: f(B[di]s(x)) € Blda]e(f(x)).

198
(= V6 >0: Jas,ys € Xi: di(ws,ys) <0 A do(f(ws), fys) =€) (198)
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Ubung 85. Zeigen Sie, dass die Abbildung R 3 x — 22 € R nicht gleichmifiig stetig ist. Gehen Sie
beispielsweisewie in Bemerkung beschrieben vor.

Es gilt der folgenden Sachverhalt:
Satz 34. Seien a,b € R mit a < b, sowie f: [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmdflig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dann existiert ein £ > 0, sodass (|197))

nicht gilt, d.h. (vgl. )
Vo>0: Jas,ys € [a,b]: (lzs—ys| <5 AN |f(zs) — flys)| > ¢).
Fiir jedes n € Ny, existieren somit z,, y, € [a,b] mit
o —gal <L sowie  |f(za) — Flun)| > <.

Dies definiert uns Folgen (25, )nen., und (Yn)nen, in [a, b]. Gemas Korollar existiert eine Teilfolge
(Z,(n) Jnen, die gegen ein z € [a, b] konvergiert. Dann gilt ebenfalls (y,(,))nen — 2; und zwar wegen

<t
0
12 = Yyl < |2 = 2yl + [Ty — Ve VneN.

Aus der Stetigkeit der Betragsfunktion (siehe Beispiel [50lid)|), erhalten wir mit Proposition (8| (Fol-
genstetigkeit), dass

gilt, was der Annahme |f(x,) — f(yn)| > ¢ fiir alle n € Ny widerspricht (beachte t: N — Nyg). O

7.1.5 Grenzwerte von Abbildungen

Definition 52 (Berithrungspunkt). Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge.
FEin Element x € X heifit Beriihrungspunkt von Y, wenn B.(z) NY # 0 fiir alle € > 0 gilt. Wir
notieren die Menge aller Berihrungspunkte von Y mit B(Y').

v

Bemerkung 53. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge.

a) Es qilt Y C B(Y), wegen y € B(y) fiir alley € Y und e > 0.
b) Es gilt x € B(Y') genau dann, wenn eine Folge (yn)nen in Y C X existiert mit lim, y, = x.

Beweis der Aquivalenz:
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e Sei z € B(Y). Fiir jedes n € Ny, existiert dann ein y, € B1(z) NY # (). Per Konstruktion
gilt (Yn)nen., — @; denn fiir e > 0 und N € N5 mit 0 < 1/N < ¢, folgt

ynEB;(az)gB%(az)ng@) Vn > N.

e Sei z € X, sowie (yYn)nen eine Folge in Y mit lim, y, = x. Fiir ¢ > 0 vorgegeben, existiert
dann ein N € N mit Y 3 yn € B.(2); also yxy € Y N B.(x) # 0. Folglich gilt = € B(Y). O

Beispiel 53. Wir betrachten die folgenden Spezialfille:

o FirY =(-1,1) CR=X, ist B(Y) = [-1,1].

o FiirY ={z€C||z| <1} CC= X die offene Einheitskreisscheibe, ist B(Y) = {z € C||z| < 1}
die abgeschlossene Einheitskreisscheibe.

o In Verallgemeinerung der beiden vorherigen Beispiele kann man zeigen:

Ist (V,|| - ||) ein normierter Raum, so gilt B(B.(z)) = B(z) fiir alle x € X und £ > 0.
(Siehe auch Beispiel [96 und Satz[85[(1)] )

Man kénnten nun denken, dass auch in metrischen Riumen immer B(B.(z)) = B.(x) gilt. Dies ist
mm Allgemeinen allerdings nur fiir normierte Rdume korrekt. Der Grund ist grob gesprochen der,
dass ein normierter K-Vektorraum mit je einem FElement v, auch die ganze Gerade K - v enthdlt
(in metrischen Riumen sind ja derartige Vektorraumoperationen tiblicherweise nicht verfigbar). Als
Gegenbeispiel betrachten wir den (diskreten) metrischen Raum (Z,dz) aus Ubung (also Z mit der
eingeschrinkte Betragsmetrik). Dann gilt

B(B1(0)) = B1(0) = {0} sowie B1(0) = {-1,0,1}.
(Wegen By(x) = {z} fiir alle x € Z, gilt ndmlich sogar B1(z) N B1(0) = 0 fiir jedes z € Z.\ {0}.)

Definition 53 (Grenzwert einer Abbildung). Seien (X,d), (X',d’) metrische Riume, Y C X eine
Teilmenge, und f:Y — X' eine Abbildung. Gegeben x € B(Y) und ' € X', so schreiben wir

lim f(y) = 2’ (199)

Yy—x
(f konvergiert fiir y — x gegen x') genau dann, wenn gilt:
Ve>0: 36>0: f(B[d]s(z)NY) C B[d']-(z")
(200)
(= Ve>0: 35> 0: Blds(z)nY C f1(B[d].(2))))

Es wird ' auch als Grenzwert von f in x bezeichnet.

X/
Bs(w)
v v / Bld']- (")
T F(Bs(@)nY)
X (®
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Beispiel 54. Sei X =R = X', sowie Y = (0,00), x =0 =2', und (Schule)
f:Y=(0,00) >R =X y»—>y~sin(i).

Dann gilt lim,_,, f(y) = 2’ (also limy_,o f(y) =0):
Wu‘ IV.WAN
Y

In der Tat, fiir e > 0 vorgegeben, sei § := e. Dann gilt (beachte|sin| <1):

0<y<é = [F W) = ly- sin()l =yl - [sin(;)| Sy <d=¢
also
f(Bs(x)NY) = f((=6,8) N (0,00)) = f((0,9)) C (—e,¢) = B-(a).

Beispiel 55. In der Situation von Definition sei x € Y. Dann sind die folgenden Aussagen
Aquivalent zueinander:

A) Es gilt lim,_,, f(y) = '
B) f: Y — X' ist stetig in x (beziiglich dy ) mit f(x) = 2'.

Beuweis der Aquivalenz: Wegen (139) und z € Y gilt
Bldy]s(z) = B[d]s(x) NY vV >0.

Daher liest sich (200) (also in diesem Fall auch in der Form:

Ve>0: 38 >0: f(B[dy]s(x)) € B[d].(2). (201)
Zudem liest sich (also in der Form:
Ve>0: 30>0: f(Bldyls(x)) C Bld]-(f(x)) (202)

(Stetigkeit von f in x beziiglich (X1,d1) = (Y,dy) und (X2,ds) = (X', d")).

e Gilt nun [B)| so gilt (202) mit f(x) = 2. Daher gilt (201]), also
e Gilt nun |A)} so gilt ([201)); und Ubung [57lia)| zeigt (zweite Implikation)

f(z) € B[d']c(2) e>0 — f(@) € Nnenay B[d’]%(m’) = {2’}
= f(z) =2
Somit gilt , also O

Proposition 10 (Stetige Fortsetzung in einem Punkt). Seien (X,d), (X', d") metrische Rdiume,
Y C X eine Teilmengen, und f: Y — X' eine Abbildung. Seien weiterhin x € B(Y)\Y und 2’ € X'
vorgegeben. Wir betrachten den metrischen Raum (Y,dy) mit Y := Y U {z}; sowie die Abbildung

f:Y = X', definiert durch

x’ fir z==x

(2) = {f(z) fir ze€Y

fiir alle z € Y. Es gelten die folgenden Aussagen.:
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1) Esist limy_,, f(y) = 2’ dquivalent dazu, dass f stetig in  ist.

2) % Es gelte lim,_,, f(y) = 2’. Dann ist f stetig (bzgl. dy) genau dann, wenn f stetig (bzgl. dy )
15t.

Beweis. 1) o Ist f: Y = X' stetig in z, so erhalten wir

Ve>0:36>0: f(Bldgls(x) C BIA(f(x)) = Bd. ()

Ve>0: 36>0: f(Bldls(z)NY) C B[d].(z)
Yey Ve>0: 35>0: f(B[ds(z)NY) C B[d.(z)
T ves0: 35500 f(Blds(z)NY) C B (),
also limy_,, f(y) = 2/. .
e Gilt lim,,, f(y) = 2/, so erhalten wir (beachte B[d]s(z) NY = {z} U (B[d]s(z) NY) )
Ve>0: 35>0: f(B[dls(z)NY) CB[d].(z') = B[d'].(f(z))
— Ve>0: 36>0: f(Blds(z)NY) CB[d(f(z))
Ye>0: 35> 0: f(B[dy](s(eT)) - B[d,]a(f(x)>-

Dies zeigt die Stetigkeit von f in z.

2) e Ist f stetig, so ist wegen Lemma auch f stetig; denn es gilt f\y = f, und die Ein-
schréinkung von dy- auf Y ist gegeben durch dy.

e Es sei f stetig (beziiglich dy).

— Wegen Teil ist f stetig in x.
— Sei y € Y, sowie € > 0 vorgegeben. Da f stetig ist, existiert ein § > 0 mit

dy(y,z) <§ fir zeY = d'(f(y), f(2)) <e.
Wegen x # y, gilt ¢’ := dy(z,y) > 0. Fiir § := min(d,#"), gilt dann
d};(y,z)<<§ fir zeV — x#zeY A dy(y,z) <9

— AW, (=) <=

was die Stetigkeit von f in x zeigt. O

Proposition 11. Seien (X,d), (X’,d") metrische Réiume, Y C X eine Teilmenge, x € B(Y),
e X', und f:Y — X' eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent zueinander:

a) Es gilt lim,_,, f(y) = '
b) Es gilt die Implikation:

(Yn)nen Folge in Y C X mit  (yn)nen — T = (f(yn))nen — . (203)

Beweis. Der Beweis verliuft analog zum Beweis der Aquivalenz von Stetigkeit in einem Punkt zur
Folgenstetigkeit in einem Punkt — siehe Proposition [§:
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e Es gelte lim,,, f(y) = 2, also (200). Sei (yn)nen eine Folge in Y mit (yn)nen — x. Fir e > 0
vorgegeben, sei § > 0 wie in (200), d.h.,

Bd)s(x) 1Y C £ (BId).(a")). (204)

Dann existiert ein N € N mit

yn € B[d]s(z) Vn>N L

yn € Blds(x)NY C fYB[d]:(z))) VYn>N
= f(yn) € Bld'](2") Vn> N.

Dies zeigt (f(yn))nen — ',

o Wir zeigen die Implikation ,, :>‘ durch Kontraposition: Es gelte nicht lim,_,, f(y) = 2/
Dann existiert ein € > 0 mit

Bldls(x)NY ¢ f(BA)())  V&>0.
Fiir jedes n € Ny, existiert daher ein
Y 3y, € (Bld1(z)NY)\ fH(Bd](2)).

Per Konstruktion gilt dann (yn)nen., — «, sowie

3=

yn & f71(Bld](2'))  ¥Vn € N5 = flyn) € Bld]e(2)  Vn €N,
womit (f(yn))nens, nicht gegen z’ konvergieren kann. Somit gilt (203]) nicht. O

Zusammen mit Satz [12] folgt:

Korollar 26. Seien (X,d), (X',d’) metrische Riume, Y C X eine Teilmenge, x € B(Y), und
f:Y — X' eine Abbildung. Der Grenzwert von f in x ist eindeutig, sofern er existiert.

Beweis. Es gelte limy,_,, f(y) = 2} sowie lim,_,, f(y) = b, fiir gewisse 2}, 25 € X'
e Wegen Bemerkung 53|b)} existiert eine Folge (yn)nen in Y C X mit lim, y, = x.

e Wegen Proposition [11] (also (203)), gilt =} = lim, f(y,) = ).
e Satz 12| (Eindeutigkeit des Grenzwertes von Folgen) zeigt nun 2 = 2. O

Beispiel 56. Sei X =R = X', Y = (0,00), £ =0, und f: (0,00) > y + sin(2) € R (Schule). Dann

existiert limy_,,, f(y) nicht: !

Yn :=1/2mn+ %) und yh i=1/(2mn + 27).

Fiir jedes n € Nsg, sei

Dann gilt lim, y, = 0 = lim,, y/, sowie
lim,, f(yn) = lim,, sin(27n + §) = lim, 1 =1 # —1 = lim,, —1 = lim,, sin(27mn + 37“) = lim, f(y),),
womit (203)) fiir kein 2’ € R gelten kann.
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Beispiel 57 (Erhalt von Ungleichungen unter Limiten). Sei (X,d) ein metrischer Raum, Y C X
eine Teilmenge, © € B(Y), sowie f: Y — R = X' eine Abbildung mit lim,_,, f(y) = 2’ € R. Es
gelten die folgenden Implikationen:

c (205)
. (206)

J(ceR AN 3>0):  flg@ny < ¢ = ' =limy . f(y)
J(ceR AN 3>0):  flgs@ny =¢ = o' =limy . f(y)

(AVARRVAN

Beweis. Wegen Bemerkung [53|[b)l existiert ein Folge (yn)nen in Y mit lim, y, = . Somit existiert
ein N € N mit y, € Bld]s(z) fiir alle n > N. Wegen der linken Seite von (205)), gilt dann f(y,) < ¢
fiir alle n > N. Mit Proposition (11| (zweiter Schritt) und Korollar [14] (dritter Schritt) folgt

o' =limy,, f(y) = lim, f(yn) < c
Die Implikation (206]) zeigt man analog. O

Ubung*. Seien (X,d), (X’,d’) metrische Riume, Y C X eine Teilmenge, x € B(Y), sowie f: Y —
X' eine Abbildung mit lim,_,, f(y) = 2’ € X'. Zeigen Sie, dass fiir ,6 > 0 gilt:
f(Bldls(z) NY) € B[d'](a) = limy, f(y) = 2’ € B[d']-(2").

Hinweis: Verallgemeinern Sie das Argument in Beispiel[57, indem Sie anstelle Korollar[1], Lemma
und Lemma [28 benutzen.

Aus Proposition sowie Proposition [f] Lemma und der Folgenstetigkeit der komplexen Kon-
jugation (Ubung und Proposition , erhalten wir umgehend die folgenden Rechenregeln

Korollar 27. Sei (X,d) ein metrischer Raum, (V,||-||) ein normierter K- Vektorraum, ¥ C X eine
Teilmengen, und x € B(Y') ein Punkt.

1) Seien f,g € Abb(Y,V) und h € Abb(Y,K), sodass lim, ., f(y) € V, limy_, g(y) € V, sowie
limy_,, h(y) € K ezistiert. Dann gilt

lim (A~ f+p-g)(y) = A lim f(y) + 4 Lim £(y) VA peK
lim (h - f)(y) = lim A(y) - lim f(y).
y—x Yy—x y—w

2) Seien f € Abb(X,K), g € Abb(X,K) und h € Abb(X,C), sodass limy_,, f(y) € Ky, lim,_,, g(y) €
K, sowie limy_,, h(y) € C existiert. Dann gilt

()0 e (e R e -E
Wir betrachten nun abschliefflend den Spezialfall reellwertiger Funktion:
Terminologie 22. Sei D C R eine Teilmenge.
1) Fiire > 0 setzen wir
Be(—o0):={zcR|z< -1} sowie Bo(oo) :={r e R|e! < a}.
Hiermit gilt fiir eine Folge (zp)nen in R (vgl. Terminologie .'

lim,, z,, = +oo — Ve>0:3dN.eN: =z, €B(to0) Vn>N.. (207)

33 Beispielsweise gilt fiir jede Folge (yn)nen in Y mit limy, yn, = z, dass lim, (A f4-9) (yn) = limu (X f(yn) +p-g(yn)) =
Adimy, fyn)+p-limy, g(yn) = Alimy—o f(y)+p-limy—. f(y), wegen Propositionim letzten Schritt und Proposition
|§| im zweiten Schritt. Da die Folge (yn)nen beliebig war, folgt die erste Identitéit in Teil [1)| aus Proposition
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2) In Erweiterung von Deﬁm’tion setzen wir
B(D):={zeR|B(z)ND#0D firalle e¢>0} CR.
Hiermit gilt:

e B(D)=B(D)CR <« D ist beschrinkt
° 0 € B(D) <« D ist nach oben unbeschrinkt.
o —o00 € B(D) <« D ist nach unten unbeschrdnkt.

Insbesondere folgt mit Bemerkung@ dass x € B(D) genau dann gilt, wenn eine Folge (Tn)nen
m D mit lim,, x,, = x existiert.

3) Sei f: R D D — R eine Abbildung, sowie p € B(D) und a € R. Wir vereinbaren die folgenden
Erweiterung von ({199):
o Wir schreiben

lim f(z) =a &L
T—p

Ve>0: 35 >0: f(Bs(p) N D) C B(a). (208)
Der gleiche Beweiﬁ wie in Proposition zeigt dann, dass (208) dquivalent ist zu:
(xn)neN FOlge in D mit (xn)neN — D == (f(xn))neN — a. (209)

o Wir setzen (00,00) := ) =: (—00, —00), und schreiben

def

h%nf(a:) =a == Ve>0: 36> 0: f(Bs(p) N DN (—o0,p)) C B.(a) (210)
atp
lim f(x) = a LI Ve>0:36>0: f(Bs(p)NDN(p,o)) CBu(a). (211)
zlp

Im ersten/zweiten Fall wird a als linksseitiger /rechtsseitige Grenzwert von f in p bezeichnet.
Beispiel: Sei f: D =R, — R gegeben durch

-1 fir x <0
f(x)_{ 1 fir z>0.

Dann gilt limg4o f(z) = —1 und limg o f(z) = 1. O
Es ist (210) dquivalent zu (212)), sowie (211)) dquivalent zu (213]):

(n)nen Folge in DN (—oo,p) mit (Tp)pen — P = (f(@n))nen — a  (212)
(n)nen  Folgein DN (p,00) mit (Tp)pen — P = (f(xn))nen — a  (213)

Beweis der Aquivalenz: Wir zeigen nur die Aquivalenz von (211)) und (213)) (den anderen Fall
behandelt man analog). Sei hierfiir D = D N (p, 00).

— Gilt p ¢ B(D), so sind die Bedingungen (211)) und (213)) beide trivialerweise erfiillt.

(Es existiert ein & > 0 mit Bs(p) N D = §; und es existiert keine Folge (z,)pen in D mit
lim,, z, = p.)

— Gilt p € @([?), so folgt die Aquivalenz von und sofort aus der Aquivalenz von
und , wenn man dort jeweils D durch D ersetzt. O

31Man ersetze dort einfach Y durch D, x durch p, &’ durch a, (yn)nen durch (z,)nen, sowie B[d], B[d'] durch B. Man
beachte weiterhin (207]).
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Ijbung786. Machen Sie sich die Aussagen in Terminologie und klar. Bestimmen Sie
zudem B(D) fiir die folgenden Wahlen von D C R:

(_171)7 [_171]7 (0700)7 (—O0,0), N, Z.
Lemma 41. Sei f: R D D — R eine Abbildung, p € B(D)\ D, und a € R. Dann gilt

lim f(z) =a = limf(x)=a A limf(z) =a. (214)
z—p xtp zlp

Beweis. o Gilt lim,_,, f(x) = a, so wegen
Bs(p) N D N (—o00,p), Bs(p) N DN (p,00) S Bs(p) N D Vo>0

auch limg ¢, f(z) = a = lim, |, f(x).
e Es gelte die rechte Seite von (214). Fiir € > 0 vorgegeben, existieren dann d+ > 0 mit

f(B(L (p)NDN (—oo,p)) C B:(a) sowie f(B(g+ (p) N DN (p, oo)) C B.(a).

Fiir 6 := min(d_,d;), gilt nun

Bs(p) N D "E ( Bs(p) N DN (~00,p)) U ( Bs(p) N DN (p,00))
C (Bs_(p) N DN (—00,p)) U (Bs, (p) N DN (p,0)),
und wir erhalten somit (vgl. Ubung

f((Bs(p)ND) € f(Bs_(p)NDN(=00,p)) U f(Bs,(p) N DN (p,0)) S Be(a). m
Lemma 42. Sei f: R D D — R eine Abbildung, p € D C B(D), und a € R. Es gilt

lim f(z) =a = fp)=a AN limf(x)=a A limf(z)=a. (215)
T—p xTp zlp

Beweis. o Gilt lim,_,, f(z) = a, so auch lim, ¢, f(z) = a = lim, |, f(x) (gleiches Argument wie in
Lemma . Weiterhin gilt a = lim,, f(p) = f(p) (konstante Folge (p)ncn) wegen 1D
e Es gelte die rechte Seite von (215]), und es sei € > 0 vorgegeben. Mit der gleichen Wahl von 4

sowie ¢ := min(d_,04) wie im Beweis von Lemma [41} gilt zunéchst
f(Bs_(p) DN (~00,p)) C Be(a) sowie f(Bs, ()N DN (p,00)) < B:(a)
und
Bs(p)ND = {p} U ( Bs(p) N DN (—oo,p)) U ( Bs(p) N DN (p,oo))
€ {p} U (Bs_(p)N DN (=00,p)) U (Bs,(p) N DN (p,00)).

Wegen f(p) = a erhalten wir

f((B(;(p) ﬂD) C w U f(B(;_(p) NnDnN (—oo,p)) U f(B(;+(p) NDN(p, oo)) C B:(a). O
={a}
Beispiel 58.
a) Seim € Nyg und f: R3 x+— 2™ € R. Dann gilt lim,_,~ f(z) = oo; denn fiir jede Folge (xy)neN

in R mit lim,, x,, = 0o, gilt auch limy,(x,)"™ = co (wegen ™ > x fiir x > 1). Analog folgt

lim () = { oo fiir m gerade

T——00 —o0  fiir m ungerade.

35 Alternativ erhiilt man f(p) = a aus Beispiel [55| und zwar wegen p € D C B(D).
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b) Seit m € Nug und f: Ry 3 x — xim € R. Dann gilt lim,_, 1 f(x) = 0. In der Tat, fir jede
Folge (zp)nen in Ry mit lim, x,, = £o0o, g¢ilt lim, i = 0. Wegen Korollar gilt dann auch
lim,, f(xy,) = lim, (ﬁ)m =0.

c) = Fir die Gaufklammer f: R=D >z [z] =max({k € Z |k < z}) € Z CR, gilt

lim f(r) = f(p) fir alle pgZ.

T—p
Firp € Z, gilt limgq, f(z) =p—1%# p = f(p) = p = limy, f(z). Also existiert lim,_,, f(x)
gemdfl Lemma [{3 nicht. Gemdf Beispiel ist weiterhin f genau dann stetig in p € D = R,
wenn p & 7, gilt.

ﬁbung 87. Zeigen Sie lim, .o e =00 sowie lim,_, e =0.

Ubung 88. Sei f: D — (0,00) eine Abbildung, und p € B(D). Zeigen Sie:

o lim, ,, f(x) =0 = lim,,) (%)(ac) = 00

o lim, ), f(x) =00 = lim,,, (%)(az) =0

Ubung 89. Sei f: D — R eine Abbildung, und p € B(D). Zeigen Sie fir X\ > 0 und p < 0:
o lim, ), f(x) =+c0 = limg, (A- f)(z) = o0

o lim,,), f(x) =F+o0 = limg, (1 f)(z) = Foo

7.2 Eigenschaften stetiger reeller Funktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Eigenschaften stetiger Funktionen f: D — R mit D C R
ein Intervall. Einige dieser Eigenschaften gelten in verallgemeinerter Form auch in héheren Dimen-
sionen, und sind dann Gegenstand der Analysis 2 Vorlesung.

7.2.1 Der Satz vom Maximum
Satz 35 (Satz vom Maximum). Sei f: R D [a,b] = R mit a < b eine stetige Funktion. Dann gilt
infg (im(f)) € im(f) > supg (im(f)).
Insbesondere ist im(f) beschrankt.
(Jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall nimmt sowohl
ihr Maximum als auch ihr Minimum an, vgl. Ubung (18 und Lemma )
Beweis. Wir zeigen nur supg(im(f)) € im(f); die Aussage infgr(im(f)) € im(f) folgt analog. Sei
hierfiir o := supg(im(f)) € RU {oco}:
e Aus der Definition des Supremums, erhalten wir die Existenz einer Folge (2)nen., in im(f), mit
(Zn)neNwo, — 0. In der Tat:
— Gilt o € R, so existiert gemé Lemma [20| zu jedem n € Nyg ein z, € im(f) mit 2z, > o — %,
dh., o=z, =0— 2z, < L.
— Gilt 0 = 00, so existiert zu jedem n € Nyg ein z, € im(f) mit z, > n (ansonsten wire im(f)
nach oben beschrinkt).
e Betrachten der Urbilder f~1(z,) C [a, b], liefert eine Folge (zy,)nen., in [a,b], mit f(z,) = 2, fiir
alle n € Nyj.

e Wegen Korollar existiert eine in [a,b] konvergente Teilfolge (7,n))nen — = € [a,b]. Wegen
Korollar |16 (zweiter Schritt) und Proposition |8 (vierter Schritt), gilt dann

o = limy, 2, = limy, 2,(,) = limy, f(7,()) = f(z) € im(f),

was die Behauptung zeigt. a
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7.2.2 Der Zwischenwertsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir den Zwischenwertsatz; und behandeln ein Stetigkeitsresultat fiir
Umkehrabbildungen stetiger Funktionen auf R.

Satz 36 (Zwischenwertsatz). Sei f: R D [a,b] — R mit a < b eine stetige Funktion. Dann nimmt f
jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an — d.h., es gilt:

o fla)<f(b) = [f(a) f(b)]
o [(0) < fla) = [f(b),f(a)]

Beweis. Wir zeigen nur den Fall f(a) < f(b). (Der Fall f(b) < f(a) folgt analog, bzw. durch anwenden
der gezeigten Aussage auf die Funktion —f.).

Zunéchst diirfen wir annehmen, dass f(a) < f(b) gilt; denn die Aussage ist ja klar fiir f(a) = f(b).
Es reicht dann zu zeigen, dass fiir ein vorgegebenes z € (f(a), f(b)) ein = € [a,b] mit f(z) = z
existiert (fiir z € {f(a), f(b)} ist die Aussage evident). Hierfiir betrachten wir die (durch b nach oben
beschréinkte) Teilmenge

[a,b] 2 M :={y € [a,b] | f(y) < 2} <D.

Dann gilt a € M # () wegen f(a) < z € (f(a), f(b)); also existiert a < x := supg(M) < b. Wir zeigen
nun, dass f(z) = z gilt:

Wegen der Stetigkeit von f in x, existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit
[z —yl <é fiir yelab] — [f(z) = Fly)| <e. (216)
o Esgilt f(x) < 2 Angenommen, es gilt z < f(x), d.h., e := % > O

— Wir wihlen 6 > 0 wie in (216). Gemifl Lemma existiert ein ys € M mit y5 > x — 4.
— Wegen y5 € M <z = supr(M), folgt 0 <z —y5 < 4, d.h.

. 216
[z —ys| <0 mit ys €M CJa,b] =

[f(@) = fys)| <e.
— Hiermit gilt f(ys) € (f(x) — e, f(x) 4+ €), und somit
Flys) > fl@)—e=fz) - 1= = o 4 1O = e
Wegen y5 € M (also f(ys) < z), widerspricht dies der Definition von M.

o Esgilt z < f(x): In der Tat, angenommen es gilt f(z) < z, also ¢ := %(I) > 0

36Wir konstruieren nun einen Widerspruch, indem wir die Existenz eines 6, € M mit z < f(ys) zeigen.
3TWir konstruieren nun einen Widerspruch, indem wir die Existenz eines y € M mit y > = = supg (M) zeigen.
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— Es gilt x < b, wegen f(x) < z € (f(a), f(b)).
— Wir setzen ¢’ := b — 2 > 0, und wéhlen 6 > 0 mit § < ', sodass die Implikation (216) gilt.
— Wir setzen y :=z + g, und erhalten

!/

) )
a§x<y:z+§§x+§§b also x <y € la,b].

Wegen |z —y| = $ < 6 und y € [a,b], zeigt [216) |f(z) — f(y)| < e. Hiermit folgt

F) < fl@) +e=fla)+ 8 = - =B =5 o<,
Wir erhalten somit den Widerspruch M <z <y € M. O

Wie die folgenden beiden Beispiele zeigen, kann der Zwischenwertsatz dazu verwendet werden, die
Existenz von Nullstellen gewisser Abbildungen zu zeigen.

Beispiel 59. Der Zwischenwertsatz zeigt, dass die stetige Funktion
f:RD[0,2] =R,  z+2®—2

eine Nullstelle in [0,2] hat. In der Tat gilt ja f(0) = —2 sowie f(2) = 2; und wegen 0 € [-2,2] =
[£(0), f(2)] zeigt dann Satz die Ezistenz eines x € [0,2] mit f(x) = 0. Es gilt natiirlich x = /2.

Wegen /2 ¢ Q zeigt dieses Beispiel insbesondere, dass der Zwischenwertsatz in obiger Form
nicht gelten kann, wenn man R durch Q ersetzt. Dieser Umstand kann nicht verwundern, da wir ja
im Beweis von Satz[30] expliziten Gebrauch der Ezistenz von Suprema von nach oben beschrinkten
(nicht leereren) Teilmengen gemacht haben.

Beispiel 60 (Nullstellen ungerader Polynome). Jede Polynomfunktion Pol(R) > P:x — Y1 ;a; -
27 € R, ungeraden Grades n € N (d.h., n > 1) hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis der Behauptung: Es hat P genau dann eine reelle Nullstelle, wenn die Polynomfunktion a,, - P
eine reelle Nullstelle hat. Wir diirfen daher annehmen, dass a, = 1 gilt. Wir erhalten

Ap—1 ag
+...+x7)

P(:L‘)::c”-(lJr Va#0.

=:n(z)

Wir wihlen ¢ > 0 mit & := [*=2] + - + | &9w| < L alson(+c) = 1> —k> -1 = n(+c) > 0. Da
n ungerade ist, gilt

P(—c)=—c"-n(—c) <0 sowie P(c) =" -n(c) > 0.

Die Einschrénkung f := P|_. ist stetig (Beispiel 52a)| und Lemma {0}2)), mit f(—c) < 0 und
f(e) > 0. Der Zwischenwertsatz (Satz zeigt daher die Existenz eines x € [—c,¢] mit P(z) =

f() =0¢€[f(=c), f(c)]. =
Satz [36] impliziert die folgende Aussage:
Korollar 28. Sei D C R ein Intervall, und f: D — R stetig. Dann ist f(D) ebenfalls ein Intervall.

Beweis. Ist D = (), so ist f(D) = @ ein Intervall. Sei also D # (), und setzte D := f(D). Um
nachzuweisen, dass D ein Intervall ist, miissen wir fiir je zwei vorgegebene Element D > x1 < x5 € D,
die folgende Implikation nachweisen:

~

11 <y<zo fir yeR = y € D. (217)

Wir wihlen ¢1,co € D mit f(c1) = 1 und f(c2) = 2.

164



e Gilt 1 < ¢9, so setzen wir a := ¢1 und b := co.

e Gilt ¢1 > c¢o, so setzen wir a := ¢ und b := ¢y.

Dann gilt a < b, sowie [a, b] C D wegen der Intervalleigenschaft von D. Weiterhin ist f := fliap: la,b] —
R stetig wegen Lemma [40)2)l Gilt nun die linke Seite von (217]), so zeigt Satz

e Im Falle ¢; < ¢o: y € [x1,22) = [f(a), f(b)] € im(f) Cim(f) = D

e Im Falle ¢; > ca: y € [x1,29] = [f(b), f(a)] Cim(f) Cim(f) =D O
Beispiel 61 (Existenz k-ter Wurzeln). Sei k € Nug und f: [0,00) 3 z +— 2¥ € [0, 00).

o f ist stetig wegen Beispiel . Gemdfs Korollar ist somit D :=im[f] C R ein Intervall.

Nun gilt 0 = f(0) € D. Weiterhin ist D nach oben unbeschrinkt; denn fiir ¢ € (0,00) vorgegeben,
gilt ¢ < f(max(1,¢)) € D. Da D ein Intervall ist, folgt D = [0,00). Somit ist f surjektiv.

o f ist injektiv wegen Ubung @ Daher gilt fir die Umkehrabbildung
F7H0,00) = [0,00), @ fTH@) = Ve

Dies liefert einen alternativen Beweis fir die Existenz k-ter Wurzeln in [0,00) C R.

Definition 54. Sei K € {R,Q}, sowie M, N C K. Eine Funktion f: M — N heifst

1) monoton wachsend, wenn gilt r<y = f(z)<fly)
2) streng monoton wachsend, wenn gilt r<y = f(z)<fly)
3) monoton fallend, wenn gilt <y = f(z)> fly)
4) streng monoton fallend, wenn gilt r<y = f(x)> fly)

jeweils fiir alle x,y € M.
Die Funktion f heifft monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist; sowie
streng monoton, wenn sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

Beispiel 62. Die in 0 unstetige Funktion

T fiir 0<z<1
—1l—-z fir —1<z<0

f:(=1,1] = R, xn—>{
st injektiv aber nicht streng monoton. Das folgende Lemma zeigt, dass so etwas fiir stetige Funktionen

auf Intervallen nicht vorkommt.

Lemma 43. Sei () # D C R ein Intervall. Fine stetige Funktion f: D — R ist genau dann injektiv,
wenn sie streng monoton 1st.

Beweis. o Ist f streng monoton und D > x # y € D, so gilt f(z) < f(y) oder f(z) > f(y). In jedem
Fall gilt f(z) # f(y); also ist f injektiv.

e Sei f injektiv. Ist f nicht streng monoton, so existieren x1, 2, y1,y2 € D mit

r1<yr A f($1) < f(yl) sowie To <Yz A f(l‘g) > f(yg) (218)
( Wegen der Injektivitat von f, ist dies die Negation von:

VD3x1<y1€D: f(x1)> fly1) V VD3 z <y €D: f(za) < fly2) )
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Als Zusammensetzung stetiger Abbildungen, ist nun
g: (0,1 =R, te flt-z+ (1 —t) x2) = f(E- 1+ (L—1)-y2)
stetig; und es gilt ¢g(0) = f(z2) — f(y2) > 0 sowie g(1) = f(z1) — f(y1) < 0. Gemé&B Satz
existiert somit ein 7 € (0,1) mit g(7) =0, d.h.,
f injektiv
fr-x1+(Q—=7)-22)=f(r-n+(1—7) y2) = x=y.

-~

T =y

Wegen 0 < 7 < 1, gilt nun aber 7 > 0 sowie (1 — 7) > 0. Daher zeigt (218)), dass
z=T7-v1+(1—-7) x2<T-Y+1—-7)-y2=y
gilt, im Widerspruch zu z = y. Somit war die Annahme falsch, dass f nicht streng monoton ist. [

Satz 37 (Satz tiber die Umkehrfunktion). Sei ) # D C R ein Intervall, sowie f: D — R stetig und
injektiv. Dann ist D := f(D) C R ein Intervall, und f ist streng monoton.

Weiterhin besitzt f|]j eine stetige und streng monotone Umkehrfunktion (f\D)*lz D — DCR.
(Ist f streng monoton wachsend/fallend, so ist (f|[7)_1 streng monoton wachsend/fallend.)

Beweis. Wegen Korollar ist D ein Intervall; und wegen Lemma ist f streng monoton. Dies
zeigt den ersten Teil. Wir zeigen den zweiten Teil nur den Fall, dass f streng monoton wachsend ist
(der andere Fall folgt analog):

Wir betrachten nun f als Abbildung D — D (wir ersetzen also f durch die Koeinschrinkung f|f) ).
Dann ist f surjektiv und injektiv (vgl. Ubung [30)), sodass f~': D — D existiert).

e f~!ist streng monoton wachsend:

Gegeben z,y € D mit & < y, so existieren a,b € D mit f(a) =z < y = f(b). Da f streng monoton
wachsend ist, gilt notwendig a < b, d.h., f~1(z) =a < b= f~1(y).

o 1 ist stetig:

Seien z € D und € > 0 vorgegeben. Wir zeigen, dass ein d;, > 0 existiert mit
r—y<é, fir Doy<uz — 1) - )l <e. (219)
Analog folgt dann auch die Existenz eines dr > 0 mit
y—x<0p fir x<yeD = 1f ) - i) <e
Setzt man 0 := min(dz, dr), so folgt mit diesen beiden Abschétzungen:
o -yl <5 fir yeD — I @) - )l <,

also die Stetigkeit von f~! in x. Wir zeigen nun (219). Hierfiir unterscheiden wir die folgenden
beiden Fille:

— Es gilt = min(D) (D ist von der Form [z,00) oder [z,z) oder [z,z] fiir ein z € R). Dann
existiert kein y € D mit y < x; sodass (219)) fiir jedes d;, > 0 erfiillt ist.

— Es existiert ein z € D mit 2z < 2. Dann gilt f~12) < fX(z), da f~! streng monoton wachsend
ist. Wir fixieren max(f~1(2), f1(z) —¢) < 7 < f~(z). Dann gilt 7 € D, da D ein Intervall ist.
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Da f streng monoton wachsend ist, gilt somit f(7) < x; und da f~! streng monoton wachsend
ist, erhalten wir:

~
|
—-
—
-

T<f 'y <[ (=)
fFla)—e<t<f Uy < f )  (220)
' y) - (@) <e.

Fir Doy <zmitz—y<d =z — f(7) > 0, gilt nun aber die linke Seite von (220)); sodass
also (219) unmittelbar aus (220) folgt. O

f(r)<y<az fiur yeD

L

Beispiel 63 (Stetigkeit der Wurzelfunktion).

a)

b)

9
a)

Fiir % € Q mit p € N und q € Nso, ist die folgende Abbildung stetig (vgl. in Definition @

p

alp, q]: [0,00) — [0,00), x>z = ()P

Beweis der Behauptung: Zunéchst ist a[n,1]: [0,00) > & — 2™ € [0,00) fiir alle n € N stetig
wegen Beispiel [52]a)} sowie bijektiv fiir n € Nxg nach Beispiel[61] Somit ist auch a[1,n] = a[n, 1]~
fiir alle n € N5 stetig, nach Satz Dann ist afp,q] = a[p,1] o a[l,¢] fiir p € N und ¢ € N5g
stetig nach Lemma O

Fir g € Q mitp € Z und q € Nsg ist die folgende Abbildung ebenfalls stetig:

Blp,q): (0,00) = (0,00), x> x4 = (Ya)P.

Beweis der Behauptung: Fiir p > 0, ist 8[p,q] = a[p,ql|0,00) als Einschrinkung einer stetigen
Funktion stetig. Fiir p < —1, ist dann auch fS[p, q] = 1/5][|p|, q] stetig geméB Korollar 25|2), O

Ist n € Nsg ungerade, so ist y[n]: R 3 x — 2™ € R stetig und bijektiv. Daher ist y[n]~' ebenfalls
stetig; und wir setzen {/x = ~vy[n]~1(x) fiir alle x € R (n € Nsg ungerade).

Seien R 3 a < b € R. Wir konstruieren eine stetige bijektive Funktion f: (a,b) — R, die streng
momnoton wachsend ist:

Wir betrachten die stetigen und streng monoton wachsenden Abbildungen

fir(a,b) = (5E.00),  ze =
1

fa: (a,b) = (—o0, —ﬁ), T

S)
8

Dann ist f := f1+ fo ebenfalls stetig und streng monoton wachsenden, also injektiv wegen Lemma
. Weiterhin ist im(f) ein Intervall wegen Korolla,r und es gilt

lim f(z) = —oc0 sowie lim f(z) = occ.
zla zTb

Hiermit folgt im(f) = R, also die Surjektivitit von f.

7.3 Folgen und Reihen von Funktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir Konvergenzeigenschaften von Folgen von Funktionen.
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7.3.1 Allgemeine Konvergenzaussagen

Definition 55. Sei Z # ) eine Menge, (X, d) ein metrischer Raum, (fyn)nen eine Folgen in Abb(Z, X)
(Funktionenfolge), und f € Abb(Z, X).

1) Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn gilt:

(fn(2))nen — f(2) VzeZ

(221)
(V(zeZ A e>0): AN, ,eN:Vn>N..: d(f(z), fa(z) <e )
2) Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert gleichméBig gegen f, wenn gilt:
Ve>0: 3N eN: Vn>N: d(f(2), fu(2) <e VzeZ (222)

Offensichtlich impliziert gleichméfBige Konvergenz auch punktweise Konvergenz. Warum man sich
nicht mit dem Konzept der punktweisen Konvergenz zufrieden gibt, sondern gleichméflige Konvergenz
einfiihrt, kldren Bemerkung [54] und Proposition

Bemerkung 54. Der punktweise Grenzwert stetiger Funktionen ist nicht notwendigerweise ebenfalls
stetig. Sei beispielsweise C([0,1],R) > f,: [0,1] 2 x +— 2™ € R fiir alle n € N, und

1 fir x=1

[ 0.1 =R, H{0 fir e 0,1).

Offensichtlich ist f unstetig in 1, und wegen Proposition @ (geometrische Folge) gilt
limy, 00 frn(z) = lim, 2" = f(z) Vael0,1].
Die Folge stetiger Funktion (fn)nen, konvergiert also punktweise gegen die unstetige Funktion f.

Die néichste Proposition zeigt, dass der in Bemerkung[54] angesprochene Sachverhalt bei gleichméfiger
Konvergenz nicht auftritt:

Proposition 12. Seien (X1,d1), (X2,d2) metrische Rdume, (frn)nen eine Folge in C(X1, X2), und
f € Abb(X1, X5). Konvergiert (fn)nen gleichmdfig gegen f, so gilt f € C(X7, X2).

(GleichméBige Grenzwerte stetiger Abbildungen sind stetig.)
Beweis. Seien x € X7 und € > 0 vorgegeben.

e Wegen der gleichméfigen Konvergenz, existiert ein N € N mit da(f(2), fv(2)) < § fiir alle z € X7.

e Da fy stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit da(fn(z), fr(y)) < § fiir alle y € Bldi]s(x).

o Fiir y € B[d;]5(x) folgt mit zweifacher Anwendung der Dreiecksungleichung|M3)| (sowie [M2)|), dass
do(f(2), f(y)) < da(f(2), fn(x)) + da(fn(2), £(y))

< do(f(x), I (@) + do(Fn (), I (y)) + da(Fn(y), F(y) < 3 -

3¢

fiir alle y € B[dy]s(z) gilt, d.h., f(B[d1]s(z)) C B[da]e(f()).

Dies zeigt die Stetigkeit von f in z, und somit die Behauptung. O
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Definition 56. Sei Z # () eine Menge, und (V, || - ||) ein normierter K-Vektorraum. Wir definieren
[flloo := supg({[lf (2)[| | z € Z}) € [0, 0] V f € Abb(Z,V). (223)

Fiir f € Abb(Z,V), gilt dann die Aquivalenz:
fle<oo  —  3Ce[o0) [fGI<C VzeZ (224)

(Gilt nimlich die linke Seite von (224)), so gilt die rechte Seite fiir C = || f|co- Gilt umgekehrt die
rechte Seite von (224)), so gilt || f|lcc < C < 0.)

Terminologie 23. Sei Z # () eine Menge, und (V.|| -||) ein normierter K- Vektorraum.
1) Der Raum der beschrankten Abbildungen auf Z mit Werten in V', ist definiert durch
B(Z,V) = {f€Abb(Z,V)|3C >0: |[f(2)| <C fir alle z € Z}
(F € ABB(Z,V) [ f]l < o0}

Es ist B(Z,V) ein K-Vektorraum, vermdge den Operationen in der ersten, dritten, und vierten
Zeile in (195), mit der Nullabbildung f[0]: Z > z — 0 € V als additiven neutralem Element.
Zudem ist || - ||oo eine Norm auf B(Z, V'), die sogenannte Supremumsnorm.

Beweis der Behauptungen: Seien f,g € B(Z,V) und A € K. Dann gilt (beachte —f = (—1) - f)

1f + gl <[ flloc +llglloe,  MIX- flloo = (Al [[flloos  [[fllo =0 & f=f[0], (225)

denn fiir alle z € Z erhalten wir

I+ 9) ) = [1(z) + 9@ < NF I+ g < N flloo + llglloo
A - D)@ = 1A FEI = AL Lf)]
0 <JFAI < 1 Flloos

womit ([225]) problemlos folgt (Proposition (L3 )| fiir [V2))). O

2) Sei (Z,d) ein metrischer Raum. Der Raum aller beschrinkten stetigen Abbildungen von Z nach
V', ist definiert durch

Cy(Z,V):=C(Z,V)NB(Z,V).

Wegen Korollar 25, ist Cy(Z,V) ebenfalls ein K-Vektorraum (Untervektorraum von B(Z,V)),
und || - |0 ist eine Norm auf Cy(Z,V).

In beiden Fillen, liest sich (gleichmdfige Konvergenz) in der Form:
Ve>0: IN.eN: Vn>N: ||f(2) = fu(2)| <e VzeZ (226)
Oﬁensichtlici@ ist diese Bedingung dquivalent zu der folgenden Bedingung:
Ve>0: AN.eN: Vn> N.: If — fulloo < e. (227)

Somiat gilt in den entsprechenden Fllen:

38Die Implikation ([227) = (226) ist unmittelbar klar. Fiir die umgekehrten Implikation, ersetze man auf der echten
Seite von (226]) ,,< ¢“ durch ,,< £, und bilde dann das Supremum.
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(A) FEine Folge (fn)nen in B(Z,V) konvergiert gleichmdfig gegen ein f € B(Z,V') genau dann, wenn

(fr)nen @m normierten Raum (B(Z,V),| - |le) gegen f konvergiert.

(B) Eine Folge (fn)nen in Cy(Z,V) konvergiert gleichmdfig gegen ein f € Cy(Z,V) genau dann,
wenn (fn)nen im normierten Raum (Cy(Z,V), | - |loo) gegen f konvergiert.

Lemma 44. Sei Z # () eine Menge, (V,|| - ||) ein normierter Raum, und (fn)nen eine Folge in

B(Z,V), die gleichmdfig gegen ein f € Abb(Z,V') konvergiert.

1) Es gilt f € B(Z,V).
((fa)nen konvergiert im normierten Raum (B(Z,V), || - |ls) gegen f € B(Z,V), vgl. [(A))

2) Ist (Z,d) ein metrischer Raum, und gilt f, € Cy(Z, V) fir alle n € N, so gilt auch f € Cy(Z,V).
((fa)nen konvergiert im normierten Raum (Cy(Z,V),|| - |) gegen f € Cy(Z,V), vgl. [B))

Beweis. 1) Per Annahme existiert ein N € N mit ||f(z) — fn(2)| < 1 fiir alle z € Z. Es folgt

IF I <) = InEI+ I8 E] <1+ [fxlloo VzeZ,

und daher || f|loo < 1+ ||fn]loo < 00.

2) Teil [1)] zeigt f € B(Z,V), und Proposition [12] zeigt f € C(Z,V). Daher gilt f € C(Z,V) N
B(Z,V)=Cy(Z,V). O

Bemerkung 55 (Cauchy-Folge). Sei Z # 0 eine Menge, und (V.|| -||) ein normierter Raum. Gemdif
Definition |40 (vgl. (164)) gilt Folgendes:

e Eine Folge (fn)nen im normierten Raum (B(Z,V),| - ||eo) heifit Cauhy-Folge, wenn gilt:

Ve>0: 3N.eN: Vm,n> N |[fon — folloo < & (228)

o Sei (Z,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (fn)nen im normierten Raum (Cy(Z,V),| - |lco)
heifst Cauchy-Folge, wenn (228) gilt. Wegen Cy(Z,V) C B(Z,V), ist somit jede Cauchy-Folge
in (Co(Z,V),| - lloo) automatisch auch eine Cauchy-Folge in (B(Z,V),|| - |lco)-

Ist (V.|| - ||) ein Banachraum (jede Cauchy-Folge in (V|| - ||) konvergiert in V'), so erhalten wir das
folgende Resultat:

Lemma 45. Sei Z # () eine Menge, und (V)| - ||) ein Banachraum. Ist (fn)nen eine Cauchy-Folge
im normierten Raum (B(Z,V),| - |lec), so konvergiert (fn)nen gleichmdfSig gegen

f:Z -V, z — limy, fr(2).
Beweis. Es gilt (228]). Fiir jedes z € Z, ist dann (f,,(z))nen eine Cauchy-Folge in V; und zwar wegen
[fn(2) = fm (D] < [[fn = finlloo Vze Z, myneN.

Da V vollsténdig ist, konvergiert somit (f,,(2))nen fiir jedes z € Z gegen ein Element in V', welches
wir mit f(z) bezeichnen. Dies definiert die Abbildung f: Z — V. Wir miissen nun noch nachweisen,
dass (fn)nen gleichméBig gegen f konvergiert. Sei hierfiir £ > 0 vorgegeben:

e Wegen ([228)), existiert ein N € N mit

[ fmn = fulloo < 5 Vm,n > N.

e Fiir jedes z € Z, existiert wegen lim,, f,,(2) = f(2), ein N, > N mit ||f(z) — fn.(2)]| < 5.
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Wir erhalten fiir n > N, dass
< fv,—frlloo

1F(2) = fn(2) < [1f(2) = In. ) + v (2) = fu(2)] < 2 % =e VzeZ

gilt, was die Behauptung zeigt. O
Wir erhalten schliefllich den folgenden Satz:
Satz 38. Sei (V.|| - ||) ein Banachraum.

1) Ist Z # 0 eine Menge, so ist (B(Z,V),| - |loc) €in Banachraum.
2) Ist (Z,d) ein metrischer Raum, so ist (Cy(Z,V),| - ||sc) ein Banachraum.

In beiden Fillen ist die Grenzfunktion zu einer entsprechenden Cauchy-Folge, gegeben durch
f:Z -V, z — limy, fr(2).

Beweis. 1) Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in (B(Z,V),||*||o0). Wegen Lemma |45 konvergiert ( f,)nen
gleichméfig gegen f. Somit zeigt Lemma die Behauptung.

2) Ist (fn)nen eine Cauchy-Folge in (Cy(Z,V),| - |lso), so auch in (B(Z, V), || - ||oc). Wegen Lemma
konvergiert (fy)nen gleichmifig gegen f. Somit zeigt Lemma die Behauptung. O

Korollar 29 (Konvergenzsatz von Weierstral). Sei Z # 0 eine Menge, (V,|| - ||) ein Banachraum,
sowie Y 7 fn eine Reihe in B(Z, V') mit 372 || falleo < 00

1) E;o:p fn konvergiert gleichmdfig (bzgl. || - |loo) gegen

B(Z,V)>f:Z =YV, 2> ZZ"ZP fn(2).

2) Ist (Z,d) ein metrischer Raum mit f, € Cy,(Z,V) fir alle n € N, so gilt f € Cy(Z,V).

Beweis. Setze f, = Zzzp fx fiir alle n € N. Wegen Satz reicht zu zeigen, dass (f,)nen eine
Cauchy-Folge in (B(Z,V), || - ||) istm Sei hierfiir € > 0 vorgegeben:

e Da > 7 | fnll < oo nach Annahme konvergiert, ist (324, [ flloo)nen gemif Lemma eine
Cauchy-Folge in R, d.h., es existiert ein N. € N mit (vgl. Bemerkung

2 k=i I fklloo = 12 2k—p [fklloo = 2250 I fklloo] <€ VN. <m<n<N..

e Die Dreiecksungleichung liefert

an - fm||m = H ZZ:p Tk — Z;cn:p kaoo < Zzzm-s-l ||kaoo <e VN: <m<n< N,

[y —

was die Cauchy-Eigenschaft zeigt. O

31n der Situation von Teil ist dann (f,)nen automatisch eine Cauchy-Folge in (Cy(Z, V), || - |loo)-
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7.3.2 Potenzreihen und die Exponentialfunktion

Wir betrachten nun den Spezialfall Z =V =K € {R, (C}@

Satz 39. Sei Q(z) = Y 2 cn - (2 —p)" eine Potenzreihe in K im Entwicklungspunkt p € K, mit
Konvergenzradius R[Q] > 0. Firn € N, sei

gn: K3z - (z—p)" ek
Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Sei 0 <r < R[Q], sowie fn := gulp,(p) fiir alle n € N. Dann gilt f, € Cp(B,(p),K) fiir alle n € N.
Zudem konvergiert Y " frn gleichmdfig gegen die stetige und beschrinkte Abbildung

Q|Br(p): B'r‘(p) — K7 Z = ZZO:O Cp - (Z _p>n7
d.h., Qlp,p) = 2 neo fn € Cb(Br(p), K).
b) Die Abbildung Q|k|q): K[Q] > z = Q(2) € K ist stetig.

Beweis. Es geniigt die Aussagen fiir p = 0 zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt dann einfach durch
Verkettung mit der stetigen Abbildung K> z— z —p € K.

a) Fiir jedes n € N, ist g,, eine Polynomfunktion, also stetig wegen Beispiel |52)la)l Hiermit folgt nun
fn € Cp(B(0),K) fiir jedes n € N:

e Wegen Lemma ist somit f, = gnlg,(0) stetig.
o Es gilt |fn(2)] < |cp| - r™ fiir alle z € B,.(0).

Wegen 0 < r < R[Q] und Satz gilt C' := > ;|cn| - 7" < oo (absolute Konvergenz von
Q(r)) also wegen Satz (18 auch > _}_,|ck| - ¥ < C fiir alle n € N. Wir erhalten

Sicolfile < Sicplesl ¥ < vnen S s g <0 <o
Korollar 29 (Z = B,(0) und V' = K) zeigt somit die Behauptung.
b) e Wegen Teil @ ist (Qlk(q))lB,.(0) = Qlp,(0) stetig fiir jedes 0 < r < R[Q].
o Es gilt KQ] = Brq)(0) = Upey-riq) B-(0)[T]
Gemif Ubung ist somit Q|k[q) ebenfalls stetig O

Korollar 30. Sei Q(z) = o7 cn-(x—p)" eine Potenzreihe in K im Entwicklungspunkt p € K, mit
Konvergenzradius R[Q] > 0. Wir setzen f := Qlk[q)- Die folgenden Aussagen dquivalent zueinander:

1) Es gilt ¢, =0 fiir alle n € N.
2) Es gilt f =0.
3) Es existiert eine Folge (xn)nen in K[Q] \ {p} mit lim, x,, = p, sowie f(x,) =0 fir alle n € N.

Beweis. Die Implikation = ist klar; und fiir die Implikation = betrachte die Folge (p-l-%)nzk
fiir k € Ny mit % < R[Q]. Die Implikation 3){ = [1)| folgt per Induktion:

e Wegen Satz [39|b)| ist f stetig, also folgenstetig wegen Proposition [8f Wir erhalten ¢y = f(p) =
lim,, f(zy) = 0.

“Frinnerung: Gemif Satz [17| und Korollar [21| sind {R, C} Banachriume (vollstindige metrische Riume).
41 Offensichtlich gilt Uo<r<riq) Br(0) € Briq)(0); und fiir @ € Br(q)(0), gilt € B(0) mit r := [z|+ (R[Q] —[x])/2 < R[Q].
“Fir 0 < r < R[Q], ist B,-(0) offen im metrischen Raum K[Q] (eingeschrinkte Betragsmetrik).
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e Es gelte cg,...,c, =0 fiir ein n € N. Dann gilt fiir alle p # = € ©[Q]

flx 1 o oo
(@ —(m)"“ ICE ;nzﬂ cor(w=p)' = ;)ckmﬂ (z = p)* = P(a).

Somit gilt ©[P] C ©[Q], also R[Q] < R[P], und daher K[Q] C K[P]. Wegen Satz ist f = Plkip)
stetig (folgenstetig), mit

flan) = m =0 VneN — cns1 = f(p) = ligjnf(:cn) =0. O

Proposition 13 (Eigenschaften der Exponentialfunktion).
1) Die Ezponentialfunktion exp: C 3 z — > 72 %I: € C ist stetig.
2) expy :=exp|r: R — (0,00) ist stetig, bijektiv, und streng monoton wachsend.

3) Die Logarithmusfunktion
log := (expy)': (0,00) = R
ist stetig, bijektiv, und streng monoton wachsend.

Beweis. Wegen Satz [1§] gilt

k

exzziio% > > h=0 Fr VneN, z>0. (229)

1) Klar wegen Satz [39lb)| (exp hat Konvergenzradius o).

2) e Wegen Lemma und Teil [1)|ist exp;, stetig.
e Wegen Satz [30ld)| (e* > 0 fiir z € R) gilt D := expy(R) C (0, 00); und wegen Korollar [28]ist D

ein Intervall. Wegen (229) gilt z := e*—1 > 0; und dann zeigen Satz|30/la)| (Funktionalgleichung)
sowie Satz (8| (Bernoullische Ungleichung):

= )=(14+2)">1+n-x Vn € Nyo.

Wegen Satz gilt dann weiterhin e™ < 5 ;mc fiir alle n € Nsg. Aus der Intervalleigenschaft

von D folgt nun D = (0, 00); also ist expp: R — (0, 00) surjektiv.
eFirRox<yeR gilteV*>1+4 (y—x) > 1 wegen (229)). Die Funktionalgleichug liefert
(beachte e® > 0)

eV = BT (=) — oT L QU= 5 o7

Somit ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend, und daher auch injektiv gemé&f
Lemma 431

3) Klar wegen Teil 2){ und Satz [37] (Satz iiber die Umkehrfunktion). O

Bemerkung 56 (Die allgemeine Potenzfunktion). Wir setzen
2% = e®108(@) VaeC, z>0. (230)
a) Die neue Definition stimmt fiir « € Q mit der alten Definition [28 tiberein:

e Im Fulleax = % mitn € Nxg, erhalten wir aus der Eindeutigkeit der n-ten Wurzel (Implikation)
(Vo) =22 (e los@))" — Wz = e loB@), (231)
(x) = ( Satz@ A elos®) = g fiir x>0 )
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o Im Falle o =" € Q mit m € Z und n € N>, erhalten wir aus Satz (zweiter Schritt)

(%)m (e%log(x))m _ e%log(:{:)

m
n

=z (232)

b) Gegeben o € C, so ist die Potenzfunktion nq: (0,00) > x — z% € C stetig; denn sie ist eine

Verkettung stetiger Funktionen: Na =6€xp oAg0 log mit A\g: Coy—a-yeC.

Fir a >0 (a <0), ist dann n4: (0,00) > & — z* € (0,00) streng monoton wachsend (fallend),
weil Ao |(0,00) Streng monoton wachsend (fallend) ist; und weil exp sowie log beide streng monoton
wachsend sind. Weiterhin ist 1, bijektiv weil Ao ) bijektiv ist.

¢) Fir x € (0,00) gilt
2P =1t va,feC sowie ()P =2*P Va,BeR. (233)

In der Tat folgt mit Satz (erste Zeile) sowie x* € (0,00) fir o € R (zweite Zeile):
% . .Z‘B _ eoelog(a:) . e,Blog(x) _ e(a+,3) log(z) _ xa—f—ﬁ Va,BeC

(22)8 = ePlosl@®) — gflalog(@)) — ola-f)log(e) — ga-p Va,BeR.

Insbesondere gilt (zweiten Zeile) n;' = n,-1 fiir alle a € Ry.
d) Fira € [0,00), lisst sich no stetig auf [0, 00) fortsetzen. Wegen lim,, | g log(z) = —oo, gilt nimlich

0 fir o >0
limz® = lime*' 8@ = {1 fira =0
zl0 zl0

oo fir a<O.

8 Differentialrechnung

Ausgehend von der Frage nach der Approximierbarkeit von Funktionen durch affine Funktionen,
d.h., Funktionen, deren Graph eine Gerade ist, werden wir in diesem Kapitel zu dem Begriff der
Differenzierbarkeit einer Funktion f: D — R auf einem reellen Intervall D gefiihrt. Wir werden
sehen, dass das lokale Verhalten einer differenzierbaren Funktion sehr eng mit dem Verhalten ihrer
Ableitung korrelliert ist (Abschnitt [3.2)). Hieraus ergeben sich insbesondere einfache Kriterien fiir
lokale Extremwerte von Funktionen, die man zur Losung vieler praktischer Probleme verwenden
kann. Schliefflich fithren wir in Abschnitt die wichtigsten trigonometrischen Funktionen, wie die
Sinus- und die Cosinusfunktion ein, und definieren die Zahl 7.

8.1 Die Ableitung einer Funktion

In diesem Abschnitt behandeln wir Differenzierbarkeit von Abbildungen f: D — R, wobei D C R im
Folgenden immer als nichtentartetes Intervall (mindestens zweielementiges Intervall) angenom-
men wird: Es ist also D von der Form , mit z < z im ersten Fall. Fiir p € D vorgegeben, setzen
wir D[p] := D \ {p}, und definieren wir den zugehorigen Differenzenquotienten durch

F@) = Fp)

Alf,p]: D[p] = R, T —
p

Es beschreibt A[f, p|(z) fiir x € DIp|, die Steigung der Sekanten des Graphen

Iy =A{(z, f(z)) |z € D}

von f, die durch die beiden Punkte (p, f(p)) und (z, f(x)) verlduft.
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? y-Achse

Sekante

f(x)

p T—p =z o-Achse

(Quelle: https://tex.stackexchange.com/questions/168297/plot-to-illustrate-secant-lines)

Beispiel 64. Sei f: R — R eine Abbildung.

a) f heifSt linear, wenn ein a € R existiert, mit f(x) = a-x fir alle x € R. Es gilt

a-r—a-p
r—p

Alf,pl(x) = a VpeR, z€R.

b) f heifit affin, wenn a,b € R existieren, mit f(x) = a-x + b fir alle x € R. Es gilt

. b—(a-p+b
Alfpl(e) = 22F l,_(; P _ . ypeRr zek

Ubung 90. Sei D C R ein nichterntartetes Intervall, und p € D ein Punkt. Machen Sie sich (durch
Fallunterscheidungen) klar, dass p ein Berihrungspunkt von D[p] ist (also p € B(D[p]) gilt).

Definition 57. Sei f: D — R eine Abbildung, und D C R ein nichtentartetes Intervall.
1) f heifit differenzierbar bei (in) p € D mit Ableitung f'(p) € R, wenn gilt

F) = 1 AL pl(w) =ty T =IO gy LT T0) (234)

o Gemdfy Lemmal[{]] ist gleichbedeutend zu (beachte dom(A[f,p]) = D[p])
L fet+h) = f) _ . o _ i Se+h) = f(p)

i Y = lim Alf,pl(z) = f'(p) = ilgA[f, pl(z) = Jim W - (235)

e Gemif Definition[53 (bzw. (208)) schreibt sich ([234) auch wie folgt:
Ve>0:36>0: (ze€Dp] N |[x—p/<d) = ‘%ﬂp) —f’(p)’<€ (236)
236
(Ve>0:36>0: (p+heDp A |bl<§) = [L2HI@_ gy < ¢ )

o Alternative Schreibweisen fiir die Ableitung f'(p) sind:
df(x
Lo,  Lrw. Y2 &l f@.

2) f heifit differenzierbar auf einer Teilmenge A C D, wenn f in allen p € A differenzierbar ist.

3) f heifst differenzierbar, wenn f auf D differenzierbar ist (also differenzierbar in allen p € D). In
diesem Fall wird die Abbildung

f'*D—=R, p~ f'(p)

als die Ableitung von f bezeichnet.
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Beispiel 65. Sciena,b € R, und f: R> z+— a-z+b € R eine affine Abbildung. Beispiel zeigt

Alf,pl(x)=a VYpeR A zeR\{p} = f’(p)zgig;A[ﬁp](@:a VpeR,

d.h., "= fla]: R >z~ a € R ist konstant a.

Lemma 46. Seien D C R ein nichtentartetes Intervall, p € D ein Punkt, und f: D — R diffe-
renzierbar in p. Ist D C R ein nichtentartetes Intervall mit p € D C D, so ist auch f = flp

differenzierbar in p mit f'(p) = f'(p).
Beweis. Per Annahme gilt (236)). Setzen wir f'(p) := f'(p), so folgt wegen D[p] C D[p]

Ve>0:36>0: (zeDlp] A |Jz—p/<d) = f(l?%ﬁ(ﬂf)_f/(p) <e,
also gilt fiir f, D[p] mit f'(p) = f'(p), d.h., lim,_, f(x) = f(p) = f'(p). O]

Wir erhalten unmittelbar:

Korollar 31. Ist f: D — R differenzierbar (D nichtentartet), so ist auch f| fiir jedes nichtentartete
Intervall D C D differenzierbar mit (flp) = Fflp-

Beweis. Klar wegen Lemma [16] O

Ubung 91.~Sei D C R ein nichtentartetes Intervall, p € D ein Punkt, I := (a,b) firR>a <p <
beER, und D :=DNI.

a) Machen Sie sich klar, dass D ebenfalls ein nichtentartetes Intervall ist (Fallunterscheidungen).
b) Zeigen Sie, dass ein T > 0 existiert, sodass fir alle x € R und 0 < 6 < 71 gilt:
x€D[p] N |Jz—p|<d = ze€D[p] AN |z—p|l<é. (237)

Hinweis: Man wdihle T > 0 mit (p — 7,p+ 1) C I, und stelle beide Seiten von (237) als Schnitt
von Mengen dar.

Ubung 92. Sei f: D - R (D nicht entartet) eine Abbzldung, und p € D ein Punkt. Sei I = (a,b)
firRs>a<p<beR, sowie f := flinp. Zeigen Sze

a) Ist f differenzierbar in p € D, so ist auch f differenzierbar in p mit f’(p) = f'(p).
Hinweis: Lemma |46 und Ubung @

b) Ist f differenzierbar in p, so ist auch f differenzierbar in p mit f'(p) = f’(p).
Hinweis: Verwenden Sie das Kriterium sowie Ubung @

Lemma 47. Ist f: D — R differenzierbar in p € D (D nichtentartet), so ist f stetig in p € D.

Beweis. Wegen lim,_,, A[f,p](z) = f'(p) und Lemma [41] gilt (vgl. 1'

f(p+h]2*f(p) = f'(p) f(p+h = f'(p).

hthO

Mit Korollar sowie der Aquivalenzen (210) < und & (213), folgt
limp 1o £(p+ B) — f(p) = lipro(f(p + h) — £(p)) = limppo (LB pY = #(p) Nimpr0h = 0
limp o f(p+ h) — £(p) = iy o(F(p + h) — £(p)) = limy o (LELED By = #(p) Nimy, 1o b = 0.

Lemma (42| zeigt somit limy_,o f(p + h) = f(p), sodass f wegen Beispiel |p5| stetig in p ist. O

43Teil [b)| ist artverwandt mit Ubung

sowie lim;w 0
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x Alternativer Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Wegen ([236]) existiert ein § > 0 mit

|A[f,pl(z) = f'(p)] < 5 Vze(p—04,p+0)NDpl
Indem wir § durch min(d,e/(2 - |f'(p)|)) ersetzen, konnen wir annehmen, dass zusétzlich gilt:
[z —pl- ' (P)] < 5 Va € (p—d,p+0)NDlpl.
Fir z € (p — 0,p+ ) N D[p], erhalten wir aus der Dreiecksungleichung;:
[f(x) = F(0)| = |ALfpl(@) - (@ = p) = f'(0) - (& —p) + F'(p) - (= — p)|

< |z = pl - [ALf,pl() = f(P)| + 2 = p| - [ (p)]

<f+5=-e
Dies zeigt die Implikation (fiir x = p ist die rechte Seite 0)

|z —p| <o fir z€D — |f(z) — f(p)| <e,

womit f stetig in p ist. O

Beispiel 66.
a) Gemip Beispiel[50]d), ist die Betragsfunktion f: R 3 x — |z| € [0,00) stetig. Allerdings ist f in

0 nicht differenzierbar; denn da die Grenzwerte
(

lithg 7“’1);][(0) = lithO %h = lithg —1=-1 wund limhw S =7(0) h);f(O) = limhw % = litho 1=1.

nicht dibereinstimmen, existiert f'(0) = limy,_q M gemdaf (235]) nicht.
b) Gemdf Beispiel@ ist die Wurzelfunktion f:[0,00) 2 z +— /z € [0,00) stetig. Allerdings ist f
in 0 nicht differenzierbar; denn es gilt

Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von f im Punkt (p, f(p)) = (0,0) eine vertikale Tan-
gente hat:

l

Wir kommen nun zu alternativen Charakterisierung von Differenzierbarkeit.

Lemma 48. Sei f: D — R eine Abbildung, D C R ein nichtentartetes Intervall, b € R, p € D, und
D —p={x—p|z e D}. Die folgenden Aussagen sind dquivalent zueinander:

1) Esist f differenzierbar in p mit Ableitung f'(p) = b.
2) Es existiert eine in 0 stetige Abbildung €: D — p — R mit €(0) = 0, sodass gilt:

fo+h)=fp)+h-b+ h-e(h) VheD—p. (238)

—_— ——
affine Funktion  Restglied R(h)

(Beachte: Fiir das Restglied gilt limy,_q % =0.)
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3) Es existiert eine in 0 stetige Abbildung ®: D —p — R mit ®(0) = b, sodass gilt:
flp+h)—f(p)=(h)-h VheD-—p. (239)

Beweis. o Wir definieren

flot+h)—fp) _ -
e(h) = ~ b fir h#0
0 fir h=0

fiir alle h € D — p. Wegen (236]) (bzw. Proposition [L0)), ist & stetig in 0 mit £(0) = 0, und es gilt
flp+h)=f(p)+h-b+h-e(h) VheD—p.
. Sei ®(h) := b+ ¢(h) fiir alle h € D — p. Dann ist ® stetig in 0 mit ®(0) = b, und es gilt
flp+h) = f(p)=@(h)-h  VheD-—p.

. Es gilt limy, o L2HR=LE) — Jim,, o (k) = $(0) = b. O

Satz 40. Seien f,g: D — R differenzierbar in p € D (D nichtentartet), sowie A\, u € R. Dann sind
A f+up-gund f-g differenzierbar in p. Gilt f(x) # 0 fir alle x € D, so sind auch auch % und %
differenzierbar in p. In den entsprechenden Fillen gilt:

1) N fHp-9) ) =X fp)+up- gD, (Linearitit)
2) (f-9)'(p) = f'(p)-9(p) + f(p)- ¢ (p), (Produktregel)
3) (5)'(0) = —F5,

4) (%)/(P) = gl(p).f(?)(;)gz(p)'f/(p)- (Quotientenregel)

Beweis. Wegen Lemma existieren Funktionen ®,¥: D — p — R, mit
flp+h)—f(p) (p)
9(p+h) —g(p) (p)

fur alle h € D — p. Wir argumentieren mit Hilfe von Lemma indem wir die Bedingung ([239) fiir
die entsprechenden Abbildungen nachweisen:

®(h) - h, ® stetig in 0, ®(0)
U(h) - h, U stetig in 0, v(0)

fl
g/

1) Fiir alle h € D — p gilt

A fHp-g)p+h)— - f+u-g)p)
=X-(flp+h)=Ff()+n (9(p+h)—gp)
=X-®h)-h+p-Uh)-h=\D+pu- U)(h)-h,
=:0
wobei ©: D —p — R stetig in 0 ist mit ©(0) = X+ f'(p) + - ¢'(p).
2) Fiir alle h € D — p gilt
(f-9)p+h)=flp+h) glp+h)
= (f(p) +®(h)-h) - (g(p) + ¥(h) - h)
= f(p) - 9(p) + (®(h) - g(p) + f(p) - ¥(h) + ®(h) - ¥(h) - h) - h,
=:0(h)

wobei ©: (D — p) — R stetig in 0 ist mit ©(0) = f'(p) - g(p) + f(p) - ¢'(p).
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3) Wegen Lemma [47|ist f stetig in p. Fiir alle h € D — p gilt nun

1 (YN, 1 1 f)-fleth) _ —&(h) _
(7)o (7)o = 7570~ 769 = Toh 767 = o rw) "

wobei ©: D — p — R stetig in 0 ist mit ©(0) = — L&) O
4) Dies folgt sofort aus [2)| und
Ubung 93. Zeigen Sie Satz . Benutzen Sie zudem Ubung @ und Lemma (f ist stetig in

p)) um nachzuweisen, dass dass die Teile und von Satz auch noch gelten, wenn man nur
f(p) #0 (anstelle f(x) # 0 fir alle x € D) fordert.

Ubung 94. Sein € Nog und a,ao, ..., a, € R. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Esist f: R> xz+— a €R differenzierbar, mit f' = 0.

b) Esist f: R >z 2™ € R differenzierbar, mit f': RS>z n-2" 1 € R.

¢) Bsist f:R> x> p_yax - 2¥ € R differenzierbar, mit f': R>x— Y} _jar-k-2*1 € R.

Hinweis: Induktion und Beispiel [66|

Ubung 95. Sein € Nug und co, ..., c, € R, sowie f: RSz — > o Ck zF € R. Zeigen Sie, dass
f genau dann konstant 0 ist, wenn cg,...,c, =0 gilt.

Folgern Sie, dass die Darstellung einer Polynomfunktion (vgl. Beispiel@) P:R — R in der Form
P =3%"7_gak - (idr)* mit n € Nsg und ay,...,a, € R eindeutig ist, d.h., gilt P = 7" by - (idg)*
fiir m € Nsg und by, ...,by € R, so folgt bereits m =n und b; = a; firi=20,...,n.

Satz 41 (Kettenregel). Seien f: D — R und g: D — R Abbildungen (D,D C R nichtentartet),
sodass im(g) C D gilt. Sei g differenzierbar in p € D und f differenzierbar in g(p) € D. Dann ist
f o g differenzierbar in p € D mit

(fog) () = f(9)-d ).

Beweis. Wegen Lemma existieren Funktionen ®: D —p — R und ¥: D — g(p) — R mit

g(p+h)—g(p)=(h)-h, o stetig in 0, ®(0)
flgp) +h) — f(g(p)) = ¥(h)-h, U stetigin0,  ¥(0)

J'(p)
f'(g(p))

fiir alle h € D —pund h € D — g(p). Fiir h € D — p, gilt dann ®(h) - h € D — g(p) wegen im(g) C D;
und wir erhalten

(fog)p+h)=flglp+h) = f(g(p) + ®(h) - h) = f(g(p)) + ¥ (B(h)-h)-®(h)-h,
(fog)(p) =:O(h)

wobei ©: D — p — R stetig in 0 ist mit ©(0) = ¥(0) - ®(0) = f'(9(p)) - ¢’ (p). Die Behauptung folgt
daher aus Lemma O

Ubung 96. Sei n € Nug. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Esist f: (0,00) D z+ 2=t € R differenzierbar mit f'(z) = —2=2 fiir alle z € (0,00).
b) Esist f: (—00,0) > 2z — 271 € R differenzierbar mit f'(z) = —z=2 fiir alle z € (—00,0).
¢) Esist f: (0,00) 3z 27" € R differenzierbar mit f'(z) = —n - 2=+ fir alle z € (0, 00).
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d) Esist f: (—00,0) 3 z — 2™ € R differenzierbar mit f'(z) = —n - 2=+ fir alle z € (—00,0).

Beispiel 67. Man kann mit Hilfe von Satz die Ableitung der Funktion h(z) = (23+1)? ausrechnen,
ohne auszumultiplizieren zu miissen:

Essind f: Rz 22 € R und g: R > z+— 2+ 1 € R beide differenzierbar gemafi Ubung @ Dann
ist h = fog: R— R differenzierbar nach Satz[[1], mit

W(z) = f(9(z)) ¢'(x) =2-g(z) - 32° =6 (a* +1) - 2?
wegen f'(x) = 2z und ¢'(x) = 322 fiir alle x € R.
Der folgende Satz erweitert die Aussage von Satz |37| (Satz iiber die Umkehrfunktion) auf den diffe-

renzierbaren Fall.

Satz 42 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktionen). Sei D C R ein nichtentartetes Intervall, sowie
f: D — R stetig und injektiv sowie differenzierbar in p € D mit f'(p) # 0. Dann ist D := f(D) ein
nichtentartetes Intervall; und die Koeinschrinkung (f|P)~1: D — D st stetig, sowie differenzierbar
in f(p) mit
1
f'(p)
Notation 26. Gegeben eine injektive Abbildung f: R D D — R mit D= f(D), so schreiben wir im
Folgenden auch vereinfachen f~' anstelle (f|P)~1.

((F12)7Y (f()) . (240)

Beweis. GemiB Satz [37/ist D = f(D) ein Intervall, und (f\f))_l: D — D ist stetig. Zudem ist D
nichtentartet; denn f ist injektiv, und D enthélt mehr als einen Punkt (da nichtentartet). Fiir die
Differenzierbarkeit in f(p) argumentieren wir nun wie folgt:

e Gemifl Lemma [48] existiert eine Abbildung ®: D — p — R mit

flo+h)— f(p)=2(h)-h, @ stetigin 0,  ®(0) = f'(p) (241)
fir alle h € D — p.
e Per Voraussetzung, gilt ®(0) = f/(p) # 0; und wegen der Injektivitit von f gilt weiterhin

flp+h) = f(p)
h

flp+h)#f(p) VYO#£heD-—p = o(h) =

Dies zeigt ®(h) # 0 fiir alle h € D — p.
e Sei ¢ := f(p) und h € D — q. Wir erhalten mit (241) (dritter Schritt)
q+h=f(f"a+h)
| I |
€h

=flp+(fHa+h)-p)
he D—p

=fp)+®(fHa+h)—p)- (f(g+h)—p)
=q+3(fYg+h)—p)- (FHg+h)— fF(a)).
£0

£0 YO0#heD-—p.

Umstellen liefert
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e Nun ist (f ]D )~! stetig; und @ ist stetig in 0. Daher zeigt Lemma (Verkettungen), dass auch
O: D — f(p) — Ry stetig in 0 ist (fiir h =0ist f~1(¢g+h) —p= f"1(q) —p=0). Wegen Lemma
ist daher (f|P)~! differenzierbar in ¢ = f(p), mit

((F1°)"1)(q) = ©(0) = - - O

Beispiel 68. Wir betrachten die affine Abbildung f: RS>z~ a-x+ b€ R mit a# 0 (vgl. Beispiel
@). Dann ist f' = a # 0 konstant, und die Umkehrabbildung ist gegeben durch

-1 y—0b . 1y 1 1
o=t e ) = =
* Dieses Beispiel zeigt@ dass man durch Spiegelung einer Geraden f mit der Steigung a # 0 (Graph
von f) an der Diagonalen D := {(z,z) |z € R} in R, eine Gerade mit der Steigung a~! erhilt
(Graph von f~'). Fiir allgemeine (nicht notwendigerweise affine) Funktionen besagt daher,
dass die Tangente an den Graphen von f~! im Punkt (f(p),p), durch Spiegelung an der Diagonalen
D der Tangente an den Graph von f im Punkt (p, f(p)) entsteht.

Bemerkung 57. Die wesentliche Erkenntnis von Satz ist, dass (unter den egegebenen Voraus-
setzungen) die Umkehrfunktion f=' in f(p) automatisch differenzierbar ist. Wiissten wir ndamlich
bereits, dass f~1 in f(p) differenzierbar ist, so erhielten wir direkt aus der Kettenregel (Satz

(@) )= (o f)(p) = (idr) (p) =1
—1y/ =1y — i

(Wir werden spditer sehen (Korollar , dass die Voraussetzung der Injektivitit (strenge
Monotonie — siehe Lemma [{3) insbesondere dann erfiillt ist, wenn f'(z) > 0 oder f'(z) <0 fir alle
x €D gilt.)

Lemma 49. Fir die kompleze Exponentialfunktion exp: C3 z+— Y > %7: € Cy gilt

. exp(h)—1
lim ——— =1 242
0 h ’ (242)
d.h., lim, % =1 fiir jede Folge (hy)nen in Cx mit limy, h,, = 0.
( Ausfiihrlicher liest (242) sich in der Form

}lLin% a(h) =1 mit a:Cx3hw— (exp(h)—1)-hteC.)
—

Beweis. Fiir h € Cy, gilt wegen Ubung [75| (zweite Identitit) und Korollar 17| (vierte Identitit):

=:P(h
h k k k—1 k—1 (Zz
eh—1 1 &K1 ) oy L Ny = h (243)
h — — — . 7:—-1' 7:1. = == — T L .
alh) = —— =+ ;k! h lﬁn; D kzo(kJrl)!

“‘Man iiberlegt sich allgemein, dass man den Graph I's—1 der Umkehrabbildung zu einer Bijektion f: R — R, durch
Spiegelung von I'y an der Diagonalen D erhélt: Fiir # € R steht die Verbindungsgerade zwischen p1 := (z, f(z))
und p2 = (f(z),z) = (f(x), f ' (f(x))) senkrecht auf der Diagonalen D; und schneidet diese in dem Punkt p :=
(%@), %(z)) (Ubung), wobei p den selben euklidischen Abstand zu p; und po hat.
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e Die Potenzreihe P konvergiert wegen (243) auf ganz C, d.h., C C O[P], also R[P] = 00.

(Alternativ erhilt man die Konvergenz auch aus Satz 25} da el®l = $79° | k' , fr jedes h € C,
eine konvergente Majorante von P(h) ist.)

e Gemif Satz ist P: C 3z~ P(z) € C stetig; und wegen (243) gilt « = P|¢, : Cx — C.
e Fiir jede Folge (hp)nen in Cx mit limy, A, = 0, gilt nun (P ist folgenstetig wegen Proposition

1
lim a(hy) = limP(h,) = P(0) = i 1,

sodass (242)) aus Proposition [L1] folgt. O

Beispiel 69. Wir betrachten die reelle Exponentialfunktion expy: R — (0,00) und ihre Umkehrab-
bildung log: (0,00) = R (vgl. Proposition [15).

1) Wegen Lemmal[49, gilt

h h 0
.oet—1 . et—e
expa(0) = gy == = fy = b

Dies folgert man entweder direkt aus dem Umstand, dass R C C ein metrischer Unterraum ist,
oder man zundchst bemerkt, dass wegen Lemma [{9 ebenfalls
h 0 h
e'n —e e'n —1

n hy, hy,

fiir jede Folge (hp)nen in Ry mit lim, h, = 0 gilt, und dann Proposztzonn (bzw die Aquivalenz

- . aus Terminolgie . anwendet.
Aus der Funktionalgleichung eP™ = eP . el fiir p,h € R (Satz @, erhalten folgt nun allgemein

ePth _ ep eP . eh —eP eh —ef

!/ . . .
ex =lim-—F——=1lim—— =¢”- lim
P(p) h—0 h h—0 h h—0

=eP -1 = expg(p).
Dies zeigt, dass expy differenzierbar ist, und die folgende Differentialgleichung erfiillt
exp), = expy - (244)
2) Mit Satz und im(expl,) im(expg) = (0,00) C Ry, folgt nun auch die Differenzierbarkeit
der Logarithmus log: (0,00) — R, mit

1 [@44) 1
log’(eXpR(p))zeXpﬁ{(p) = o) Vp € (0,00).
R

)

Es gilt also die Beziehung (wdihle p = log(x

)
log/(x) = % Ve (0,00). (245)

xEine Anwendung des Obigen ist ein neuer Beweis von Satz[31] im positiven reellen Falle; also
der Formel e = lim, (14 %)" fir alle x € (0, 00):

o Wir erhalten mit Bemerkung
(1+%>nexp (n log< —I—%)) vVneN, zeR. (246)

182



o Umformen des Exponenten liefert

log(1+ £ log(1 + £) — log(1
o5(1+ £) gl +3) ~log(1) _ . €D

T
n

=z lim
n

limn - log (1 + f) = lim
n n n

S|

o Aus der Stetigkeit von exp und (246|), folgt daher e* = lim,, (1 + %)n
3) Sei a € R. Wir betrachten die Potenzfunktion (vgl. Bemerkung[56[b)])
Na: (O, OO) — (07 oo)’ T & — ea'log(m)'

Es gilt n, = expo g, fir die differenzierbare Abbildung g: (0,00) > z — « -log(x) € R. Wegen
der Kettenregel ist daher auch 1, differenzierbar, mit

a g (233) a—1
xr

o) = expi(9(e) -0/ (x) = expy(g(a) o - =a 2 B gy (247)

fir alle x € (0, 00).
4) Seien g: D — (0,00) und h: D — R differenzierbar (D nichtentartet). Dann ist

fi=g¢": DR, z — g(x)M@) = ehl)-logle()
gemdf$ den bisher gezeigten Kriterien differenzierbar, und es folgt
fl=g""t (g (logog)+h-g). (248)
e Fir g: (0,00) >z + z € (0,00) und h: (0,00) > x +— a € R, erhalten wir ([247).
o Fir g=id() = h, also f: (0,00) > x = 2% € R, erhalten wir
f(x) =2" - (z-log(x) + =) = f(z) - (log(x) + 1) Ve (0,00).

Ubung 97. Zeigen Sie die Identitit in (248)).
Terminologie 24. Sei D C R ein nichtentartetes Intervall, und f: D — R eine Abbildung.

o f heifst n-mal differenzierbar fiir n € Nsg, wenn die Ableitungsoperation
0: {he€C(D,R)| N € Abb(D,R) ezistiert } — Abb(D,R), hes
n-mal auf f anwendbar ist, d.h., es existiert

fO = (Do...00)(f)=0((...0(f)...))  firale 1<k<n.
k-mal
Wir setzen fO) := f (beachte fV) = f'). Man schreibt auch f" anstelle f2), f anstelle f©®) ... .
o f heifit 0-mal stetig differenzierbar, wenn f stetig ist. Wir setzen C°(D,R) := C(D,R).
e [ heifit stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und f' zudem stetig ist. Die Menge der
stetig differenzierbaren Funktionen D — R wird mit C*(D,R) notiert.

o f heifit n-mal stetig differenzierbar fiir n € Ny, wenn f eine n-mal differenzierbare Funktion ist,
und ) zudem stetig ist. Die Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen D — R wird
mit C™(D,R) notiert.

e s bezeichnet C°°(D,R) := 1,y , C" (D, R) die Menge der beliebig oft differenzierbaren (glatten)
Abbildungen D — R. (Die Forderung nach der Stetigkeit der Ableitungen ist hier redundant; denn
aus d((fr) Differenzierbarkeit von f fir n € N, folgt wegen Lemma @ automatisch die Stetigkeit
von f\™.)
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Bemerkung 58. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist nicht immer differenzierbar.
Beispielsweise ist die Funktion

f:R—=R, T -z (249)

differenzierbar mit f'(x) = 2 - |x| fiir alle x € R. Weiterhin ist f' im Nullpunkt nicht differenzierbar
wegen Beispiel @@ Insbesondere gilt also f € C1(R,R)\ C*(R,R).
Ubung 98. Zeigen Sie, dass f in [249)) differenzierbar ist, mit f'(x) = 2 - |z| fiir alle x € R.

Hinweis: Betrachten Sie die Fille x < 0, x =0, x > 0 jeweils separat.

Ubung 99. Zeigen Sie, dass exp, und log glatt sind, d.h., es gilt exp, € C®(R,(0,00)) sowie
log € C°°((0, 00), R).

Ubung 100. Seien D, D C R nichtentartete Intervalle, sowie k € Nsg. Zeigen Sie (in der gegebenen
Reihenfolge):

a) Seien f,g € C*(D,R) und \,pu € R. Dann gilt (\- f + p - g) € C¥(D,R).

b) Gilt f,g € C*(D,R), so gilt auch (f - g) € C*(D,R).

¢) Gilt g € C*(D,R) und f € CK(D,R) mit im(g) C D, so gilt (f o g) € C¥(D,R).

Analoge Aussagen gelten fiir k-mal differenzierbare Abbildungen, d.h., sind f und g beide k-mal diffe-
renzierbar, so sind in alle Fillen die entsprechenden Kombinationen ebenfalls k-mal differenzierbar.

8.2 Das lokale Verhalten von Funktionen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwiefern die Eigenschaften einer differenzierbaren Funktion
bereits durch die Eigenschaften ihrer Ableitung festgelegt sind. Beispielsweise ist eine Funktion,
deren Ableitung 0 ist, bereits konstant. Ist die Ableitung stets nichtnegativ (> 0), so ist die Funktion
monoton wachsend. Der Schliissel hierzu ist der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

8.2.1 Der Mittelwertsatz

Wir beginnen mit dem folgenden Spezialfall des Mittelwertsatzes:

Satz 43 (Satz von Rolle). Sei f: R D [a,b] — R mit a < b eine stetige Funktion, die auf (a,b)
differenzierbar ist. Gilt f(a) = 0= f(b), so existiert ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis. Ist f konstant, so gilt f/(c) = 0 fiir alle ¢ € (a,b) (siche Beispiel [65). Ist f nicht konstant,
so existiert ein z € [a,b] mit f(z) # 0 (beachte 0 € im(f) wegen f(a) = 0 = f(b)). Wir nehmen an,
dass f(z) < 0 gilt (den Fall f(x) > 0 behandelt man analog).

o Geméf Satz nimmt f ihr Minimum in einem Punkt ¢ € [a, b] an.

e Es gilt ¢ € (a,b); und zwar wegen f(c) < f(z) < 0und f(a) =0 = f(b).

e Per Voraussetzung ist f in ¢ differenzierbar. Wir erhalten mit f(¢) < im(f), Lemma sowie
Korollar [14] (bzw. Beispiel [57| angewandt auf A[f, c](cp) und A[f, ]|jq,)), dass

flet+h) = f(e) fleth) = fle) _

/! — 1 > !/ S
f(e) }zli% N >0 und f'(c) }11%1[13 Y <0
>0 <o
gilt, also f'(c¢) = 0. O
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Satz 44 (Mittelwertsatz). Sei f: R D [a,b] — R mit a < b eine stetige Funktion, die auf (a,b)
differenzierbar ist. Dann ezistiert ein ¢ € (a,b) mit

f(0) — f(a)

b—a

e (250)
Beweis. Wir betrachten die stetige, und auf (a,b) differenzierbare Abbﬂdunﬁ

g la, b >R,z f(z)— (f(a)_|_(m_a) , W)

fiir die g(a) = 0 = g(b) gilt. Nach dem Satz von Rolle (Satz [43), existiert ein ¢ € (a,b) mit

0=g() =, 152 = je="50 O

Korollar 32 (Monotonie und Ableitung). Sei f: D — R differenzierbar (D nichtentartet). Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1) f ist monoton wachsend (fallend) genau dann, wenn f" >0 (f' <0) gilt.
2) f ist konstant genau dann, wenn f' =0 gilt (' ist konstant 0).
3) Ist f' >0 (<0), so ist f streng monoton wachsend (fallend).

Im Allgemeinen gilt die Umkehrung von Teil [3)] nicht. Beispielsweise ist f: R > 2 + 23 € R
streng monoton wachsend, mit f': R — 3- 22 € R, d.h., also f/(0) = 0.

Beweis. 1) Wir zeigen nur, dass f genau dann monoton wachsend ist, wenn f’ > 0 gilt (der andere
Fall folgt analog):

e Sei f monoton wachsend, sowie p € D vorgegeben. Dann gilt

flp+h)—fp)
flp+h)—fp)

<0 V(Dlp]—p)>2h<0
>0 V0 < he (Dp]—p),
und somit w > 0 fiir alle h € D[p]. Beispiel [57| zeigt

f) = lim flp+ h})L — /()

> 0.

e Sei f/ > 0 auf D, und seien D 3 x < y € D vorgegeben. Nach Satz [44] (Mittelwertsatz), an-
gewandt auf die stetige und differenzierbare Einschrinkung f|, ., (Lemma und Korollar

31)), existiert ein 2 € (z,y) mit >0 <0
N —A—
f) = f@)=f'(z)(y—=z) =0 (251)

Somit ist f monoton wachsend.

2) Die Funktion f ist genau dann konstant, wenn f sowohl monoton wachsend als auch monoton
fallend ist. Gem#f Teil [1)|ist dies genau dann der Fall, wenn sowohl f’ > 0 als auch f’ < 0 gilt,
also f/ = 0.

3) Gilt f > 0, so zeigt (251]) im Beweis von Teil dass f sogar streng monoton wachsend ist. Den
Fall f* < 0 behandelt man analog. O

45Wir ziehen also von f die affine Funktion ab, deren Graph die beiden Endpunkte (a, f(a)) und (b, f(b)) des Graphen
von f verbindet.
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Korollar 33. Sei D ein nichtentartetes Intervall, z € D, und A,c € R. Dann existiert genau eine

differenzierbare Abbildung f: D — R, sodass f' = \- f und f(z) = ¢ gilt. Diese Abbildung ist gegeben
durch f: D>z c-eM@=2) e R,

Beweis. Offensichtlich ist f: D 3 z + ¢ - eM@2) ¢ R differenzierbar, mit f/ = X- f und f(z) = c.
Fiir die Eindeutigkeit, sei g: D — R differenzierbar mit ¢ = A - g und g(z) = ¢. Dann ist auch
h: D>z g(x)-e % € R differenzierbar (Produkt und Kettenregel) mit

Rz)=gx) e —gx) - A-e =0 VreD.
Wegen Korollar ist somit h konstant; und wir erhalten
h(z)=h(z)=c-e** VYzeD = g(z) = h(z) - =c- M) VyeD,
was die Eindeutigkeit zeigt. a

Ubung 101. Sei D C R nichtentartet, f: R O D — R stetig, und p € D. Sei weiterhin f differen-
zierbar auf D[p] mit limg_, f'|py) = a. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in p ist mit f'(p) = a.

Hinweis: Machen Sie sich durch Fallunterscheidung klar, dass wegen Satz zu jedem x € D(p| ein
Y, € Dip| N (p— |z — p|,p+ |z — p|) existiert mit

8.2.2 Extremwerte

Im Folgenden sei D C R ein nichtentartetes Intervall.

Definition 58. Sei f: D — R eine Abbildung.

a) Ein Punkt p € D heifit lokales Maximum von f, wenn ein 6 > 0 ezistiert mit
f(p) > f(x) Vee((p—46p+d)ND.

Es heifit p € D isoliertes lokales Maximum von f, wenn ein § > 0 existiert mit
f(p) > f(z) Va e (p—d,p+d)nDp.
b) Ein Punkt p € D heifit lokales Minimum von f, wenn ein 6 > 0 existiert mit

f(p) < f(=) Vee(p—d,p+06)ND.

Es heifst p € D isoliertes lokales Minimum von f, wenn ein § > 0 existiert mit
flp) < f(=) Va e (p—9d,p+0)NDpl

c) Ein Punkt p € D heifit (isoliertes) lokales Extremum, wenn p ein (isoliertes) lokales Mazimum
oder ein (isoliertes) lokales Minimum ist.

d) FEin Punkt p € D heif$t

e globales Maximum, wenn f(p) = max(f(D)) gilt.
e globales Minimum, wenn f(p) = min(f(D)) gilt.

Offensichtlich ist jedes globale Maximum/Minimum auch ein lokales Mazimum/Minimum.
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e) f heifit lokal streng monoton wachsend (fallend) um p € D, wenn ein § > 0 existiert, sodass
flp—sp+6)n D streng monoton wachsend (fallend) ist.

Lemma 50 (Bedingungen fiir Extremwerte). Sei f: R D [a,b] — R mit a < b eine differenzierbare
Abbildung. Es gelten die folgenden Aussagen:

1) e Ista ein lokales Maximum von f, so gilt f'(a) <O0.
e Gilt f'(a) <0, so ist a ein isoliertes lokales Maximum von f.

2) e Ist b ein lokales Mazimum von f, so gilt f'(b) > 0.
e Gilt f'(b) >0, so ist b ein isoliertes lokales Maximum von f.

3) e Ist a ein lokales Minimum von f, so gilt f'(a) > 0.
e Gilt f'(a) >0, so ist a ein isoliertes lokales Minimum von f.

4) e Istb ein lokales Minimum von f, so gilt f'(b) <O0.
o Gilt f'(b) <0, so ist b ein isoliertes lokales Minimum von f.

5) Ist p € (a,b) ein lokales Extremum von f, so gilt f'(p) = 0.

Beweis. 1) e Sei a ein lokales Maximum von f. Dann existiert ein 0 < 6 < b — a mit

fla+h) < f(a) V(a+h)€e (a—d,a+0)N]a,b]
— f(“h]i_f(“)go V(a+h) € (a—da+0)N]ab =[a,a+0).

Beispiel |57| zeigt somit f/(a) = limj,_ w <0.

e Gilt 0 > f/(a) = limy o w, so existiert ein § > 0 mit w > Ofiiralle0 < h < 4,
d.h., f(a+h) > f(a) fiir alle 0 < h < 4.

2) Analog zu Punkt
3) Analog zu Punkt
4) Analog zu Punkt
5) Sei p ein lokales Maximum von f (der andere Fall folgt analog). Dann gilt
h) —
f(p+})L LG Va—p<h<0
h) —

Hiermit folgt (wegen Beispiel 57| angewandt auf A[f, c]|j, 5 und A[f, cl|jap))

. flp+h)—flp) . f(p+h)— f(p)
02l h = /') =Jim h

>0

)

also f'(p) = 0. O

Definition 59. Sei () # I C R ein offenes Intervall, also von der Form (a,b) mit —o0o < a < b < 0o.
Sei weiterhin f: I — R eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt p € I heif$t kritischer Punkt von

f, wenn f'(p) =0 gilt.

Lemma (angewandt auf f[j, ) mit a < x < p <y < b) zeigt, dass jedes (lokale) Extremum
notwendigerweise auch ein kritischer Punkt ist. Wir wollen nun noch untersuchen, inwiefern auch die
Umkehrung gilt.
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Lemma 51 (Kritische Punkte). Sei ) # I C R ein offenes Intervall; und f: I — R eine differen-
zierbare Abbildung mit kritischem Punkt p € I (also f'(p) =0).

1) Euistiert ein 6 > 0 mit f'(p+h)-h >0 fir alle h # 0 mit |h| < 5@ s0 ist p ein isoliertes lokales
Minimum von f. Dies gilt insbesondere, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

e [’ ist lokal streng monoton wachsend um p.
o Es existiert f"(p), und es gilt f"(p) > 0.

2) FEzistiert ein 6 > 0 mit f'(p+h)-h <0 fir alle h # 0 mit |h| < 5@ so ist p ein isoliertes lokales
Mazimum von f. Dies gilt insbesondere, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

o f' ist lokal streng monoton fallend um p.
e FEs existiert f"(p), und es gilt f"(p) < 0.

Beweis. 1) Es gelte f'(p+ h) - h > 0 fiir alle 0 < |h| < §:

— Es gilt f'(p+ h) < O fiir alle —§ < h < 0. Wegen Korollar also ist f|—sp) streng

monoton fallend.

— Es gilt f'(p+ h) > 0 fiir alle 0 < h < 0. Wegen Korollar ist daher f|(, 45 streng
monoton wachsend.

Aus der Stetigkeit von f (Lemma folgt damﬁ
f(x)> f(p) < f(y) firalle z,ye(p—04,p+9d) mit z<p<y,
also ist p ein isoliertes lokales Minimum von f.

e Sei nun f’ lokal um p streng monoton wachsend. Da I offen ist, existiert ein § > 0 mit
(p—6,p+0) CI,sodass f'|(p_s5pts) Streng monoton wachsend ist. Wegen f'(p) = 0 folgt

f'lp+h)>f(p)=0 fir 0<h<ds A fp+h)<f(p)=0 fir —5§<h<O0,

d.h., f'(p+h)-h >0 fir alle 0 < |h| < 6.
e Wegen f'(p) =0 und f"(p) > 0, gilt

Daher existiert ein § > 0, mit W > 0 fiir alle 0 < |h| < §; und wir erhalten

f'(p+h)
h

2) Analog zu Teil O

Ubung 102. SeiRs>a<p<beR und f: (a,b) — R stetig. Zeigen Sie, dass f streng monoton
wachsend ist, wenn die Finschrdinkungen f|(a7p) und f\(pJ,) streng monoton wachsen sind.

f'lp+h) -h= “h%>0 YO0 < |h| < 6.

Lemma 52. Sei() # I C R ein offenes Intervall, p € I, und f: I — R differenzierbar mit f'(p) = 0.

“Dies ist gleichbedeutend zu: ~ f'(p+h) >0 fir 0<h<§ A flp+h)<0 fir —-§<h<0

“"Dies ist gleichbedeutend zu:  f'(p+h) <0 fir 0<h<d A f'lp+h)>0 fir —-§<h<0

*8Sei (zn)nen eine streng monoton wachsende Folge in (z,p) mit lim, z, = p. Da f stetig ist, gilt lim, f(zn) = f(p).
Wegen der Monotonieeigenschaft gilt weiterhin f(xz) > f(z0) > f(zn) fiir alle n € N. Korollar [14] liefert f(z) >
f(z0) > limy,, f(zn) = f(p). Die Ungleichung f(p) < f(y) zeigt man analog.
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1) Ist p ein isoliertes lokales Minimum von f', so ist [ lokal streng monoton wachsend um p.

2) Ist p ein isoliertes lokales Maximum von ', so ist f lokal streng monoton fallend um p.
Beweis. 1) Sei p ein isoliertes lokales Minimum von f’.

— Wegen der Offenheit von I, existiert ein § > 0 mit (p—9,p+06) C I und f'(p+h) > f'(p) =0
fiir alle 0 < |h| < §.
— Wegen Korollar sind f|—sp) und fl(, p1s) streng monoton wachsend. Da f|,—sp14)
stetig ist, zeigt Ubung dass f](p_(;,er(;) streng monoton wachsend ist.
2) Analog zu Teil O

Satz 45. Sei ) = I C R offen, n > 2, und f: I — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion. Fiir
einen Punkt p € I existiere auch f (p), und es gelte

F™M(p) #£0 sowie FE () =0 firalle 1<k<n-1.
Dann tritt genau einer der folgenden vier Fille auf:

e nist gerade mit f\"(p) > 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Minimum von f.

™ (p) < 0: Dann ist p ein isoliertes lokales Mazimum von f.

™) (p
o nist gerade mit f™(p
e n ist ungerade mit ) (p) > 0: Dann wdchst f lokal um p streng monoton.
e n ist ungerade mit f™ (p) < 0: Dann fillt f lokal um p streng monoton.

Beweis. Die Fille mit f(™) (p) < O fithrt man durch Multiplikation mit —1 auf die jeweiligen anderen
Fille zuriick. Wir nehmen daher f((p) > 0 an. Nach Voraussetzung ist

(57) ) = 1™ ) >0

Wegen Lemma (zweiter Unterpunkt) hat f(*=2) in p ein isoliertes lokales Minimum:

e Ist n = 2, so gilt die Aussage daher wegen f = f(»=2) (d.h., f hat in p ein isoliertes lokales
Minimum).

e Ist n = 3, so zeigt Lemma dass f = f("3) lokal streng monoton wachsend um p ist. Also
ist die Aussage auch in diesem Fall korrekt.

Es sei nun n > 4:

o f(»=3) ist lokal streng monoton wachsend um p (gleiches Argument wie im Fall n = 3).

o (% hat daher wegen Lemma (erster Unterpunkt) sowie f("~3)(p) = 0, ein isoliertes lokales
Minimum in p.

Die Behauptung folgt nun fiir beliebige n > 2 durch iteratives anwenden von Lemma [52}f1)[ und

Lemma [51)11)| (erster Unterpunkt) in obiger Weise. O

Bemerkung 59 (Bestimmung von Extremwerten — Zusammenfassung). Sei f: [a,b] = R mita < b
eine differenzierbare Abbildung.

1) Nach Satz |35 existieren Mazima und Minima von f in [a,b], da f nach Lemma |47 stetig ist.
Insbesondere existiert ein globales Mazimum und ein globales Minimum von f

Nach Lemma |50 liegen alle lokalen Extrema in der Menge
{a,b} U{z € (a,0) | f'(2) = 0},

19Beachte, dass weder globale Maxima noch globale Minima eindeutig sein sein miissen. Beispielsweise hat die Sinus-
funktion die globalen Maxima {% 4 27n |n € Z} und die globalen Minima {—% + 27n | n € Z}.
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2) Ist p € (a,b) ein lokales Extremum, so gilt f'(p) = 0. Dies ist notwendig, aber nicht hinreichend.
Gilt f"(p) # 0 (Existenz vorausgesetzt), so liegt ein isoliertes lokales Extremum vor (Lemmal51):

e Gilt f"(p) >0, so ist p ein isoliertes lokales Minimum von f.
e Gilt f"(p) <0, so ist p ein isoliertes lokales Mazimum von f.

3) Ist a ein lokales Maximum (Minimum), so ist f'(a) < 0 (f'(a) > 0) . Dies ist notwendig, aber
nicht hinreichend. Ist f'(a) <0 (f'(a) > 0), so ist a ein isoliertes lokales Mazimum (Minimum,).

Ist b ein lokales Mazimum (Minimum), so ist f'(b) < 0 (f'(b) > 0) . Dies ist notwendig, aber
nicht hinreichend. Ist f'(b) > 0 (f'(b) < 0), so ist b ein isoliertes lokales Maximum (Minimum,).

Beispiel 70.

a) Sei f:[1,2] >z + 22 € R. Dann gilt f'(z) =2z > 0 fiir alle z € [1,2]; also ist f streng monoton
wachsend gemdfs Korollar . Folglich liegt bei p = 1 ein globales Minimum vor (insbesondere
ein isoliertes lokales Minimum), und bei p = 2 ein globales Mazimum (insbesondere ein isoliertes
lokales Maximum).

b) Sei f:[0,2] > 2 — 23 —x € R. Die einzige Nullstelle von f':[0,2] > z + 322 —1 € R in [0,2],
ist gegeben durch xg = % € (0,2). Es gilt f"(xg) =629 = % > 0; also liegt gemdf3 Bemerkung
ein isoliertes lokales Minimum vor. An den Intervallrindern haben wir

f(0)=-1<0 und f(2)=3-4-1>0.
Gemdj$ Bemerkung sind daher x1 = 0 und xo = 2 beides isolierte lokale Marima. Fiir die

Funktionswerte erhalten wir
flz)=f(0)=0, f(z2)=f(2)=8-2=6 und f(xo)= 5 (3-1)=-32<0.

Somit ist xy das einzige lokale Minimum von f, mithin das einzige globale Minimum (vgl. Be-
merkung . Weiterhin ist xo das einzige globale Mazimum von f, d.h., das lokale Mazximum
x1 nicht global.

Ubung 103. Sei f: R D (a,b) — R mit a < b differenzierbar. Dann besitzt f' die Zwischenwertei-
genschaft, d.h.,

flx)<c< flly) fir a<z<y<b und ceR — Jz e x,y]: f(z)=c

Hinweis: Ersetzt man f durch (a,b) > z — f(x) —c-x, so kann man ohne Einschrinkung ¢ = 0
annehmen (Nachweis!). Die Aussage ist klar fir f'(x) = f'(y); also kann man zudem f'(x) < 0 <
f'(y) annehmen, indem man notfalls f durch —f ersetzt (Nachweis!). Ist nun z eine Minimalstelle
von f auf dem Intervall [x,y] (Nachweis der Existenz!), so zeige man f'(z) = 0 (warum liegt kein
Minimum am Rand?).

8.3 Die Regeln von de ’Hospital

In diesem Abschnitt behandeln wir eine effiziente Methode zur Berechnung von Grenzwerte von
Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen, die man nicht direkt auswerten kann, da sie vom

>

Typ % oder 2= sind.

Satz 46 (Allgemeiner Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien f,g: [a,b] — R mit a < b
stetige Abbildungen, die auf dem Intervall (a,b) differenzierbar sind. Dann ezistiert ein § € (a,b) mit

F1(€) - (g(b) = gla)) = 4'(§) - (f(b) — f(a)). (252)
Hat ¢ keine Nullstelle in (a,b), so gilt g(b) # g(a) und daher
f(b) = fla) _ f(§)
o)~ gla) ~ 1&) 2
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Beweis. Sei F : [a,b] — R, definiert durch

F(x) = (f(z) — f(a) - (9(b) — g(a)) = (9(x) — g(a)) - (f (b) = f(a)) V& la,bl.

Dann ist F' stetige, sowie differenzierbar auf (a,b). Weiterhin gilt F(a) = 0 = F(b), also existiert
nach dem Satz von Rolle ein £ € (a,b) mit

0=F'(&) = f'(&) - (9(b) — g(a)) — g'() - (f(b) — f(a)),

was (252)) zeigt. Es geltet nun zusitzlich ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Wegen Satz 44| (Mittelwertsatz),
existiert ein 7 € (a,b) mit

1099 — g'(7) #0 = 9(b) —g(a) = (b—a)-g'(1) #0,

womit (253)) aus (252)) folgt. O

Aus dem allgemeinen Mittelwertsatz erhalten wir nun die folgenden Rechenregeln fiir Grenzwerte:

Satz 47 (1. Regel von de I'Hospital). Seien f,g: [a,b] — R mit a < b stetige Abbildungen, die auf
(a,b) differenzierbar sind, mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann gelten die folgenden Aussagen

1) Sei f(a) =0=g(a), und es existiere lim, |, % € R. Dann gilt

m = l1im .
vla g(z)  wlag'(z)

i ) _ iy @) (254)

(Beachte g(x) # g(a) = 0 fir alle x € (a,b), wegen Satz@) angewandt auf gl(q.2-)

2) Sei f(b) =0 = g(b), und es existiere limgqy, % € R. Dann gilt

lim &) _ iy @) (255)

z1b g(x)  2th ¢'(v)

(Beachte g(x) # g(a) = 0 fir alle x € (a,b), wegen Satz@) angewandt auf gl(q.)-)

Beweis. Wir zeigen nur den ersten Teil (der zweite Teil folgt analog). Fiir jedes = € [a, ], existiert
gemif Satz [46] (allgemeiner Mittelwertsatz fiir f|, 5 und g|j,4)) €in £[z] € (a, ) mit

Sei nun (zy)nen eine Folge in (a,b) mit lim,, x,, = a. Dann gilt

L B
emma

a<fay) <z, VYneN lim,, {[zy] = a.

Da lim, , I R per Voraussetzung existiert, erhalten wir (mit der Aquivalenz 211) < ([213))

g'(z)
f(n) f€lzn]) . f(2)

B ) — W G (Elal) ol (@)

Da die Folge (2,,)nen beliebig war, folgt die Behauptung aus der Aquivalenz (211) < (213). O

Beispiel 71.
*Wir fassen £ und £ als Abbildungen (a,b] — R auf.
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a) Seia=0,b=1. Es ist exp, differenzierbar, mit expl, = exp, und expy(0) = 1. Daher sind auch
fi=expyp1 —1—idjo und g:=idp =2

differenzierbar, mit f(0) = 0 = g(0) und ¢ = 1 # 0. Da exp, stetig ist (vierter Schritt), zeigt
Satz[{7 (zweiter Schritt):

iy = =~ =
b) *» Seit € R, a =0, und
0<b<|t|™t fir t#0 sowie b=1 fir t=0.
Dann erfiillen die Abbildungen
f:10,0] 32— log(l+t-z) eR und g:=idjp: x>

die Voraussetzungen in Satz :
e Es gilt f(0) =1log(1l) =0 = g(0).
o f. g sind differenzierbar mit (Bez'spz'el Beispiel@ Proposz'tz'on Beispiel @ Satz

f() = 25 sowie  ¢'(z)=1 fir alle  x €10,b].

Satz[{7 liefert daher

. / _t
lim log(1+1-z) = lim f(z) = lim ) = lim 122 — ¢,
z10 x 210 g(x)  zlog'(xz) zlo 1

Insbesondere erhalten wir hiermit einen neuen Beweis von

t\" og(1-+t-z)
lim (1—1—) :lim(l—i—m-t)é:limelgl:t =e.
n—00 n z]0 zl0

firt € R (vgl. Satz und Beispiel @, wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit der Expo-
nentialfunktion verwendet haben.

¢) Satz[{7 lisst sich auch induktiv anwenden: (a=0undb=1)
Clog(lt+a)—z+ie® ph-l4z  lomoap o w21
im =lim ————— =lim = lim =—-=_.
zl]0 3 zl]0 32 zl]0 6x zl]0 6 6 3

Beachte: Alle Voraussetzungen von Satz[{7 miissen bei jeder Anwendung der de I’Hospitalschen
Regel verifiziert werden. Die Existenz der Grenzwerte folgt dann sukzessive (und zwar in umge-
kehrter Reihenfolge) aus der Existenz des allerletzen Grenzwertes.

Korollar 34. Seien f,g: [a,00) — R mit a € R stetig Abbildung, die auf (a,0) differenzierbar sind.
Es gelte weiterhin

limy oo f(x) =0 =limg oo g(z)  sowie ¢'(x) #0  fir alle € (a,00).

FExistiert der Grenzwert im0 I'(@) e R, so gilt

g'(z)
T C) I 4 C)

rso g(x)  ao g(2)
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* Beweis. Sei 0.B.d.A. a > 0 (falls nicht, ersetze a durch 1). Wir setzen

f(L)  falls 2 € (0,4
0 falls =0

g(1)  falls z€(0,1]
0 falls =0 .

Dann sind f und § stetig mit f(0) = 0 = §(0), sowie differenzierbar auf (0, 1)

FO) =fG) (=g) sowie  g()=d(;)-(—p)  firalle  ¢€(0,7)

—
—~
—

Existiert nun der Grenzwert lim,_, oo g:(i) € R, so folgt mit Satz 47| (dritter Schritt)
f(

f@ f(

D _ . 1@ -

1
x_g'lo g’(:c) tl0 m - tl0 f]/(t) t10 g(t) T oo (x

Satz 48 (2. Regel von de ’'Hospital). Seien f,g: [a,b) — R mit R > a < b € R stetige Abbildungen,
die auf (a,b) differenzierbar sind, mit

h%rég( x) =00 und g (x)#0 fir alle x € (a,b).

Existiert limgqy, % €R, so gz’l

@) )
atb g(x) @t g'(z)
x Beweis. Wegen lim,_,;, g(z) = oo, existiert ein C € (a,b) mit g(x) > 0 fir alle x € (C,b). Wegen
lim, 4 g(z) = o0, ist g|(cp) zadem nicht monoton fallend. Gemifl Korollar existiert somit ein
z € (C,b) mit ¢'(z) £ 0; also ¢’(z) > 0, da ¢’ per Annahme keine Nullstellen besitzt. Mit Ubung
folgt nun ¢'(x) > 0 fiir alle = € (a,b), da g’ keine Nullstelle besitzt. Wir diirfen daher im Folgenden

()

e Sei g € R. Fiir € > 0 vorgegeben, existiert dann ein C € (a,b) mit

g > 0 und ¢’ > 0 annehmen. Wir setzen

J;Ezi €(q—e,q+e) Vy e (C,b). (256)

Sei p € (C,p) fixiert. Fiir C < p < x < b, gilt dann ¢g(p) < g(z) (also g(p) # g(x)) wegen ¢’ > 0
und Korollar [32} also

PR GOl ) NP
9(x) = g(p)
wegen Satz 46/ und (256)). Wir erhalten
(g—e)-g(z)+ec< flz) <(¢g+e) g(z)+d Vp<az<b,

mit Konstanten c,d € R. Wegen g > 0, gilt daher

SR 1)) 4
TN Sl ST gy

5Man beachte, dass keine Bedingung an den Grenzwert lim, 15 f () gestellt wird.
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Wegen lim4p g(z) = oo, gilt limy4p Tca:) =0 = limg 4y ﬁ‘;). Daher existiert ein p < C’ < b, mit
q—25<m<q+25 Ve (Chb).
9(x)
Da € > 0 beliebig war, folgt lim,_,; % =q.

e Sei ¢ = co. Analog zum vorherigen Punkt, erhalten wir fiir R > 0 vorgegeben, a < p < b < z mit

R<ﬂ@—ﬂm

Vp <.
9(x) = g(p)
Hieraus erhalten wir R - g(z) + ¢ < f(z) fur alle p < < b, fiir eine Konstante ¢ € R; und somit
R+ ¢ <f(x) Vp<z<hb.
g9(z) — g(z)

Dann existiert ein p < C’ < b mit Hiermit folgt % > % fiir alle ¢ < x < b; also lim, o0 % =
q = 00, da r > 0 beliebig war.

Fiir ¢ = —oo argumentiert man analog. O
Beispiel 72 (x).

a) Seien f(x) = > 1_oax z* und g(z) = >_}_, bk - z* Polynome vom Grad n, mit b, > 0. Dann gilt
limy o0 g (x) = oo fiir alle 0 <k <n-—1, also

! (n)
lim @: lim (@) =...= lim [(x) :a—n.
z—o0 g(z) w00 g'(x) z—o0 g(n) () by,
Siehe hierzu auch Beispiel [37
b) limg o0 % = limg 0 12/7; = limg 00 # =0.

. x .
c) limg o0 & = limg 00 €7 = 00.

8.4 Trigonometrische Funktionen
In diesem Abschnitt fithren wir die trigonometrischen Funktionen mittels der Eulerschen Formel
e'® = cos(z) +isin(z) fir zeR (EF)
ein; wobei auf der linken Seite, die komplexe Exponentialfunktior@
exp C — C, ZHZZOZO%

auf die komplexe Zahl iz (z € R) angewendet wird. Hieraus leiten wir ihre wichtigsten Eigenschaften,
wie Periodizitdt, Reihenentwicklungen und die Additionstheoreme ab.

Definition 60. Wir definieren den Sinus und den Kosinus durc>)|

ix _ ,—ix .
sin: R — R, x % = Im(e") (Sinusfunktion)
i
eiz 4 efiz .
cos: R — R, T = Re(e') (Cosinusfunktion),

womit (EF|) per konstruktionem gilt. Diese Funktionen sind stetig, da die Exponentialfunktion gemdf
Proposition [13 stetig ist, und da die Abbildungen R > x — +ixz € C stetig sind.

52Siehe Definition Satz und Proposition E
3Erinnerung: GemiB Proposition [30[c)] gilt ei* = ¢'® = e ™% fiir alle z € R.
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Bemerkung 60.
a) Wegen e® = 1, gilt cos(0) = 1 und sin(0) = 0.
b) Wegen |e'*| el . elt = lF . o~i7 = ol(e—2) — o0 — 1 st
U:Roz—e?cK={zcC||z|=1} (257)
eine Abbildung von R auf den FEinheitskreis. Insbesondere gilt (vgl. )
im(sin), im(cos) C [—1, 1] also sin, cos: R — [—1,1]. (258)

Gemdaf (EF)), geben dann cos(x) bzw. sin(z) die Projektion des Punktes W(x) auf die z-Achse
bzw. die y-Achse an.

( Da U stetig ist, ist gemdfS Lemma auch die Koeinschrinkung W|X: R — K stetig
beziiglich der auf K eingeschrdinkten komplexen Betragsmetrik. Wegen der Funktionalgleichung
ist dann U ein stetiger Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (R,4,0) der reellen
Zahlen in die Gruppe (K,-,1) (Untergruppe der multiplikativen Gruppe (Cy,-,1)). Satz[53 und
Lemma (siehe Abschmtt zeigen dann weiterhin, dass VU surjektiv ist mait

ker(V) :={z e R|¥(z) =1} =2r-Z.)

Lemma 53. Fir alle x,y € R gilt:

28

) sin(—z) = —sin(x) (ungerade Funktion)
cos(—x) = cos(z) (gerade  Funktion)

(=
2) cos(z)? + sin(z)? =1
Cos(ac +y) = cos(x) - cos(y) — sin(z) - sin(y) (Additionstheorem des Cosinus)
) sin(z + y) = cos(x) - sin(y) + sin(x) - cos(y) (Additionstheorem des Sinus)

Beweis. 1) Dies folgt sofort aus der Definition.
2) Wir erhalten

cos(z)? + sin(x)? = Re(e®)? + Im(e'¥)? = |e'¥|? el? . eir = ¢l . oI = 0 = 1,

3) und [4)} Wir erhalten aus der Funktionalgleichung (Satz (30).(a)))

cos(x +y) + isin(z + y)

EED giwty) _ gie iy
) (cos(x) + 1Sln( )) - (cos(y) +isin(y))
= (cos(z) - cos(y) — sin(z) - sin(y)) + i(sin(x) - cos(y) + sin(y) - cos(x)).

Die Behauptungen folgen nun durch Vergleich von Real- und Imaginérteil. O

Um die diffenrenzierbarkeit von Sinus Cosinus nachzuweisen, und um deren Ableitungen auszurech-
nen, bendtigen wir das folgende Korollar zu Lemma

Korollar 35. Es gilt

sin(z) cos(z) — 1

lim =1 sowie lim
z—0 x x—0 xT

195



Beweis. Fir jede Folge (z,)nen in Ry mit lim, z,, = 0, gilt lim,, +iz,, = 0. Daher zeigt Lemma
(sowie Lemma im letzten Schritt), dass

l—hmi =" lim - = lim Fi
n  Zix, n tiz, n Tn Ty

etitn 1 y cos(£xy) — 1 +isin(Ewxy,) y < sin(xy,)  cos(zy) —1 >

gilt. Mit Korollar 1)| folgt lim,, smz(x") = 1 sowie lim,, % = 0; und da die Folge (zp)nen
beliebig war, zelgt Proposmon u 11| die Behauptung (alternativ wieder die Aquivalenz - -

in Terminoligie |2

Satz 49. Die Funktionen sin: R — [—1,1] und cos: R — [—1,1] sind glatt, und es gilt
sin’ = cos sowie cos’ = —sin. (259)

Beweis. Fir x € R und h € Ry, folgt mit Lemma [53| (Additionstheoreme), Korollar (Grenz-
wertsétze fiir Abbildungen), sowie Korollar

cos(z + h) — cos(x) . cos(z) - cos(h) — sin(x) - sin(h) — cos(x)

B0 h = h

= cos(z) - }llli% cos(f;)—l — sin(x) - }llli% sin}ih) = —sin(x),
lim sin(x + h]z — sin(z) _ }lllg% cos(z) - sin(h) + sin}E:L‘) -cos(h) — sin(x)

= sin(x) - }lg% C()S(hh)_l + cos(z) - }lg% sin(h) _ cos(x).

Daher sind Sinus und Kosinus differenzierbar, und es gilt (259)). Es folgt nun per Induktion, dass Sinus
und Kosinus unendlich oft differenzierbar sind; denn sind Sinus und Kosinus k-mal differenzierbar
fiir ein k € N5, so wegen und Ubung 100 automatisch auch (k + 1)-mal differenzierbar. O

8.4.1 Schwingungsgleichungen
Proposition 14 (Schwingungsgleichung). Eine zweimal differenzierbare Funktion u : R — R [ést
(erfillt) die Schwingungsgleichung
v +u=0
genau dann, wenn u = « - cos + (- sin fir gewisse o, 8 € R gilt. Fs gilt dann notwendig:
a) a=u(0) und g =u'(0), wegen cos(0) =1 wund sin(0) = 0.
b) ue C®(R,R), wegen Satz und Ubung .

Beweis. o Fiir a, 8 € R vorgegeben, sei u := « - cos + 3 - sin. Wegen Satz und Ubung gilt
dann u € C*°(R,R) mit v” = —u.

e Sei nun u: R — R zweimal differenzierbar, mit v” + u = 0. Wir setzen @ := « - cos +/3 - sin,
mit « := u(0) und B := ¥/(0). Fir f := u — @, gilt dann f(0) = 0 = f/(0) sowie f” = —f. Fiir
F = {2+ (f)? erhalten wir F(0) = 0, mit

F/:2.f.f/_|_2.f/.f//ZQ.f.f/_Q.f/.f:()_
Wegen Korollar ist daher F konstant, d.h., F((t) = F(0) = 0 fiir alle t € R. Wegen f2, (f")? >

0, gilt dann notwendig bereits f = 0. Dies zeigt © = @ = a - cos + 3 - sin. O
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Korollar 36 (Allgemeine Schwingungsgleichung). Sei w € Ry worgegeben. Eine zweimal differen-
zierbare Funktion u : R — R [ost (erfillt) die allgemeine Schwingungsgleichung

4w u=0

genau dann, wenn u: R 3t +— a-cos(w-t) + [ -sin(w-t) € R fiir gewisse a,, B € R gilt. Es gilt dann
notwendig:

a) a =u(0) und = T), wegen cos(0) =1 und sin(0) = 0.

b) ue C®(R,R), wegen S’atz und Ubung .

Die Zahl w heifit die Winkelgeschwindigkeit der Schwingung.

Beweis. o Fiir a, 8 € R vorgegeben, sei u: R >t — a-cos(w-t) + f-sin(w - t) € R. Wegen Satz
und Ubung gilt dann u € C®(R, R). mit v + w? - u = 0.

e Sei nun u: R — R zweimal differenzierbar, mit v’ + w? - 4 = 0. Dann ist @: R 3 t — u(%) eR
ebenfalls zweimal differenzierbar (Kettenregel — Satz [41]), mit @” + @ = 0 wegen

@(t)y=L-w(L) VteR = @'(t) =L u'(L) = —u(l) =-a(t) VteR
Proposition [14] zeigt, dass 4@ = « - cos + 3 - sin fiir gewisse «, 8 € R gilt, d.h.,
u(t) =u(w-t) =a-cos(w-t) + §-sin(w - t) VteR,

was die Behauptung zeigt. O

8.4.2 Die Zahl =

Satz 50 (Reihendarstellung von Sinus und Kosinus). Fir alle x € R gilt
2k 00 p2k+1

cos(z) = Z(— sowie sin(z) = Z 2k: R

— (2k)! —

Beweis. Wegen Lemma [12] gilt i2* = (i2)¥ = (—1) fiir alle & € N. Weiterhin gilt

2t -nl + (_1)n " ¢ ok $Zk ] 2¢ -nl _ (_1)n " -1 ok x2k+1
Zl #7': 1 (2k)' SOwW1e Zl 277‘: 1 m
n=0 w k=0 ) n=0 ! G k=0 ’
fiir alle £ € N. Wir erhalten mit Korollar 23| (jeweils zweiter Schritt)@
00 00 2k 00 2k
B (iz)" + (—iz)" L1022 g Y i X
) - S S Sl (NS - S
n=0 k=0 k=0
el _ 2k+1 > 2k+1
. 26T k%
A ~1
sin(e) = Zl Zl 2k + 1)1 kz_o( e
was die Behauptung zeigt. O

Korollar 37. Es gilt cos(2) < 0 sowie cos|jg1] > 3.

oo 1n1+( H” 2™
n=0 2 n!

N. € N existiert, sodass |o — Zk 012" (’gk),| =|a— fo:o lnw%\ < ¢ fur alle £ > N, gilt.

54Fiir den vierter Schritt in der ersten Zeile, beachte beispielsweise, dass fiir o := > und € > 0, ein
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Beweis. Sei —3 < x < 3. Dann ist ((Zn)')neN monoton fallend, wegen

22(k+1)

2 2

CF+1))! x T 9
= Z <1 V& € Nuo.
P T Gk t2)(k4l) 43 12T e 0
2R
Wir erhalten mit Satz
2 gt & g2emi L2(2m+2) 2 gl
cos(e) > Tl mzzl Cem1D) @em+2) - 2 4
>0
72 > p20@2m) 72(2m+1) 72
_ >1-
cos(z) 2 +mz::1 N eem) T 2
>0

2

dh., cos(2) <1-2+28 =-1+2=—-1 <0,sowiecos(z) >1-% >1—1 =1firallex €[0,1]. O

Definition 61. Wir definiern die Zahl m durch

m:=2-infr({z € [0,00) | cos(z) =0}) > 0. (260)
=N

e Dies ist wohldefiniert; denn wegen cos|jgy > % und cos(2) < 0 (Korollar , zeigt der Zwi-
schenwertsatz (Satz @), dass die Kosinusfunktion eine Nullstelle X\ € (1,2) besitzt, aber nicht
n [0,1]. Somit gilt 1 < N # 0 mit A € NN (1,2). Es folgt 1 < § = infg(N) < X\ < 2, also
2 <7 =2-infp(N) < 4.

. Satz zeigt nun weiterhin, dass cos(§) =0 gilt, also N 5 § = infgr(N) und daher § = min(N).
Wegen 1 < § und cos(1) > 1 5 >0, folgt hiermit nun auch 1 < § <2, also 2 <7 < 4.

Satz 51. Es gilt ¢'z =1, d.h., cos(5) = 0 und sin(5) = 1 wegen (EF]).
Beweis. o Wegen Ubung |64lb)|, existiert eine Folge (2,,)nen in N (d.h. cos(z,) = 0 fiir alle n € N)
mit lim,, z,, = 5. Wegen der Stetigkeit der Kosinusfunktion gilt daher cos(%) = lim,, cos(x,) = 0.

e Der Zwischenwertsatz (Satz impliziert cos [, zy > 0: Gilt némlich cos(z) < 0 fiir ein z € (0, 5),
so existiert wegen cos(0) = 1 und Satz (angewandt auf cosjp,), ein 0 < y < z < § mit
cos(y) = 0, was der Definition von 7 widerspricht.

Wir erhalten mit Satz [49]

0

ﬂZ
cos(% — |h])

sin(§) = —cos'(§) = — limy4o m%h—fw = limyp, 4 i > 0.
Wegen cos? + sin? = 1 (Lemma , gilt daher sin(%)? =1 und somit sin(%) = 1. O
Quadrieren der Identitét aus Satz [51] liefert die bemerkenswerte Gleichung
"+ 1= 0,
in der die 5 wichtigsten Zahlen der Analysis 0,1, 7, e und i vorkommen.
Korollar 38 (Periodizitét). Fir alle x € R, gilt:
a) cos(x + 2m) = cos(x) und  sin(z + 27) = sin(z), (27-Periodizitit)

b) cos(x +m) = —cos(x) und sin(x+7) = —sin(z),
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c¢) cos(x & §) = Fsin(xr) wund sin(x =+ §) = Fcos(x).
Beweis. Wegen Lemma [53|13) Satz und Lemma [53|[1)] gilt

cos(x & §) = cos(x) - cos(+
sin(x & §) = cos(z) - sin(+

) —sin(x) - sin(£5) = Fsin(z) Ve eR
) + sin(z) - cos(+5) = % cos(x) Vo ek

INJERCIE

Dies zeigt und weiterhin folgt

cos(x + ) = cos((x + §) + §) = —sin(z + §) = — cos(x)
sin(z +7) =sin((x + 5) + §) = cos(z + §) = —sin(z)
fiir alle z € R, also @ Hieraus erhalten wir
cos(x + 2m) = cos((z + ) + m) = — cos(x + 7) = cos(x)
sin(z 4 27) = sin((x + 7) + 1) = —sin(x + 7) = sin(x
fiir alle z € R, also Eﬂ O
Korollar 39 (Nullstellen von Sinus und Kosinus). Es gilt
{reR|sin(z)=0}=2Z -7 und {reR|cos(z) =0} =5 +Z-.

Beweis. Sei Z := {x € R| cos(z) = 0}. Aus Korollar [38|b)| folgt induktiv
cos(z + k- m) = (—1)F - cos(w) VkeZ, xR (261)

e Aus Satz 51| und (261)), folgt unmittelbar (5 +Z - ) C Z.

e Offensichtlich gilt R = (o (k- 7+ [—5, 5]). Fiir 2 € Z vorgegeben, existiert daher ein k € Z mit
z € (k T+ -5, g]) Wegen (1261]) gilt dann

r:=z—k-me[-5,3]NZ.

Aus der Definition von 7 (vgl. (260)) und der Symmetrie cos(z) = cos(—z) fiir alle x € R (vgl.
Lemma [53{1)), folgt nun z € {~5,5};also 2 =2+ k-7 € (§+Z- 7).

Dies zeigt Z = {z € R| cos(z) = 0} = § + Z - 7. Die Nullstellenmenge der Sinusfunktion erhalten
wir nun mit Korollar [38]ic)] O

Gemif der Funktionalgleichung (Satz|30lla))), ist die Exponentialfunktion exp: C — C ein Grup-
penhomomorphismus der additiven Gruppe (C,+,0) in die multiplikative Gruppe (Cx,-,1). Wir
bestimmen nun den Kern ker(exp) = exp~!(1) dieses Gruppenhomomorphismus.

Lemma 54. Es gilt ker(exp) = {z € C| exp(z) =1} = 27i - Z.
Beweis. Fir alle n € Z, folgt induktiv mit Korollar [38lfa)| (zweiter Schritt)

exp(27i-n) cos(2m - n) + isin(27 - n) = cos(0) + isin(0) 2 exp(0) =1,

d.h., 271 - Z C ker(exp). Wir zeigen nun ker(exp) C 27i - Z. Sei hierfiir z = z + iy € ker(exp) mit
x,y € R. Dann liefert die Funktionalgleichung

ew

1 = exp(z) = exp(z + iy) = exp(z) - exp(iy) -cos(y) + €* - isin(y).
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Wegen e > 0 (Satz [30lfc))) folgt sin(y) =0 und 1 =e"-cos(y), d.h.,

sin(y) =0 Korollgr B3 y =nm fiir ein n € Z
ForollaeBRP 4 _ o7 . cos(y) = e - (—1)"

=0 AN n=2%k firein k€ Z
z=1inm =2ni-k € 27i-Z.
Dies zeigt ker(exp) C 27i - Z. O

Satz 52 (Polardarstellung). Zu jedem z € Cx existiert genau ein ¢ € [0,27) mit z = |z| - €l?.

(Wegen Lemma |54/ und Satz [30]a)| (Funktionalgleichung), gilt dann ebenfalls z = |z| - ei(¢+27)
fir alle n € Z.)

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage erhalten wir mit

2] - e = |z] - €Y fiir &9 € [0,27) 220 ¢ =¥
Sat:z@ 1= el®. (eiw)—1 N 1 VNN ()
LemmaBI (4 4 € (=2, 27) N 21 - Z = {0},

wobei fiir die zweite Implikation Satz [30b)[ und Satz [30}fa)| benutzt haben.
Um die Existenz zu zeigen, setzen wir w := ﬁ, d.h.,

z=|z-w und w=a+ib fir a,bcR mit 1=]|w| =a®+b%

el? cos(¢)

Wir miissen nun zeigen, dass ein ¢ € [0, 27) existiert, sodass w = a + ib =
gilt. Mit Bemerkung und Korollar |38 (Periodizitéiten), erhalten wir

+ isin(¢)

cos(0) =1 A cos(m) = —cos(0) = —1.

Wegen —1 < a < 1 (Ja] = Va2 < Va2 + b2 = 1), existiert gemiff Satz (Zwischenwertsatz)
angewandt auf cos [jg -] ein ¢ € [0, 7] mit @ = cos(¢). Wir erhalten mit Lemma (rechte Seite)

v =1-d? = b = V1—a?=+/1-cos(¢)? = |sin(¢)|
= b € {sin(¢), —sin(¢)}.
e Sei b = sin(¢). Dann gilt a 4 ib = cos(¢) + isin(¢) mit ¢ € [0, 7] C [0, 27).
e Sei b = —sin(¢). Dann zeigt Lemma dass

a = cos(¢) = cos(—) und b= —sin(¢) = sin(—9)
also
a+ ib = cos(—¢) + isin(—¢) = cos(2m — @) + isin(27 — @)
wegen Korollar mit 27 — ¢ € [, 27) C [0, 27). O

Bemerkung 61 (Multiplikation in der Polardarstellung). Mit Hilfe der Polardarstellung lassen sich
Produkte komplexer Zahlen sehr leicht berechnen. Sind nimlich z = |z|- €% # 0 und w = |w|-e¥ #0
mit ¢, € [0,27m) gegeben, so gilt wegen der Funktionalgleichung:
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Es kann dann natiirlich 2 < ¢ + ¥ < 4w gelten; aber dann erhalten wir

el(0F+Y) — Gl(¢+Y) | (—2mi _ i(¢+y—2m)
mit der Funktionalgleichung und Lemma , d.h., die Polardarstellung von z - w ist in diesem Fall
gegeben durch |zw| - eX mit x = ¢ + b — 2.

Korollar 40 (n-te Einheitswurzeln). Fiirn € Nsg, hat die Gleichung z" = 1 genau die n komplexen
Lésungen

{en? |k =0,...,n—1}. (262)

Beweis. Offensichtlich gilt % 21 € [0,2m) fir kK = 0,...,n — 1; und weiterhin gilt 2 - 27 # 1 .27
fir 0 < p # ¢ < n— 1. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Satz ist daher die Menge ([262])
n-elementig. Zudem zeigen die Funktionalgleichung und Lemma [54] dass

(eg-%i)n _ 2rik _

gilt; also sind alle Elemente von (262]), alle Losungen der Gleichung 2" = 1.
Ist nun umgekehrt z € C mit 2" = 1 vorgegeben, so gilt |z|” = |2"| = 1, d.h., |z] = 1. Gem#i8
Satz existiert daher ein ¢ € [0,27) mit z = €!®. Die Funktionalgleichung liefert

1=,"= (ei(b)n — ein-d)_
Gemifl Korollar gilt daher n - ¢ = 27 - k fiir ein k € Z. Wegen n - ¢ > 0, gilt dann k > 0; und
wegen n - ¢ € [0,2m - n), gilt & < n — 1. Folglich gilt ¢ = %-2% mit 0 <k <n-—1. O
Ubung 104. Sei n € Nug und w € Cy vorgegeben. Bestimmen Sie alle komplezen Lisungen der
Gleichung 2" = w.
8.4.3 Mehr iiber trigonometrische Funktionen
Ubung 105. Zeigen Sie, dass sin(x) > 0 fiir alle z € (0,7) gilt.

Hinweis: Wegen Korollar hat die Sinusfunktion keine Nullstelle in (0,7). Nehmen Sie nun an,
dass ein x € (0,7) mit sin(x) < 0 existiert; und verwenden Sie Satz und Satz |36, um einen
Widerspruch herzuleiten.

Terminologie 25 (Tangens und Arkustangens). Die Tangensfunktion ist definiert durch

tan: B — R, sin(z)
cos(x)
mit B := R\ (§ +7-Z) (vgl. Korollar @) Es gelten die folgenden Sachverhalte:
(1) Die Tangensfunktion ist stetig. (Satz
(2) tan(z +n - 7) = tan(z) fir allen € Z und x € B. (wegen Korollar[38[b))
(3) Die Tangensfunktion ist differenzierbar, mit tan(x)’ = @ > 0 fiir alle x € B:
Wegen Satz Korollar und Satz ist tan differenzierbar mit
,  sin’-cos —sin-cos’  cos? +sin? 1
tan . = = .
cos? cos? cos?
Wegen 1 + tan? = % = Colsg geniigt die Tangensfunktion somit der Differentialgleichung
tan’(z) = 1 + tan(z)? Vo e B.

201



(4) tan(z) - tan(z £ §) = —1 fir alle z € B. (wegen Korollar
(5) tan(—z) = —tan(x) fir alle z € B. (wegen Lemma
(6) tan\(_g,g): (—5,%) — R ist bijektiv:

o Wegen Lemma |46 (Einschrinkungen) ist tang := tan|(,%,g) differenzierbar, mit tanj > 0
wegen . Wegen Korollar ist daher tang streng monoton wachsend

o Wegen Lemma (Einschrinkungen) ist tang stetig, also injektiv nach Lemma (da tang
monoton wachsend ist).

e I :=im(tang) ist ein Intervall wegen Korollar[2§ (da tang stetig ist).

M@'t erhalten wir (Ubung im letzten Schritt)

cos(x)
sin(x)

limm,g tang(z) = lim, o tan(z — §) = lim, o —m = lim, g —

= —007

da cos(0) = 1 und sin(0) = 0 gilt. Wegen tang(0) = 0, folgt nun (—o0,0] C I; und wegen
tang(—x) = —tang(z) fir alle x € (=3, %), gilt dann ebenfalls [0,00) C I. Dies zeigt I = R.

Mt @ sowie Satz (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion), erhalten wir die differen-

zierbare Umkehrabbildung
arctan := tangl: R — ( -z g)’

mit arctan(0) =0 wund

1 1 1
arctan’(z) = &

B = Vo eR.
tanf(arctan(z)) 1+ tang(arctan(z))? 1+ a2 z

Bemerkung 62 (Arkussinus und Arkuskosinus).

a) Wir betrachten die stetige Abbildung cosy := cos (o)

e Es gilt {—1,1} = {cos(m), cos(0)} C im(cosg) C [—1,1].  (Bemerkung[6(] und Korollar[38[b))

o Wegen Korollar[28, ist im(cosy) ein Intervall, d.h., es gilt im(cosg) = [—1,1].

o Wegen Satz|49 und Lemma ist cosg differenzierbar mit cosy = —sin | ), also cosy |g.x) <0
wegen Ubun. Wegen Korollar ist daher cosg streng monoton fallend auf (0,7); und

somit auch auf [0, 7).

Beweis der Behauptung: Es gilt cos(0) = 1 > —1 = cos(w). Gilt nun beispielsweise 1 =
cos(0) < cos(z) fiir ein x € (0,7), so folgt cos(y) > cos(x) > 1 fir alle 0 < y < z, was
im(cosg) = [—1, 1] widerspricht. Analog fiihrt man die Annahme —1 = cos(m) > cos(x) fiir ein
x € (0,7) zum Widerspruch. O

Wegen Lemma [{3 ist cosy daher injektiv.
o Wegen Satz ist die Arkuskosinusfunktion (Umkehrfunktion von cosg)

arccos := cosy ' [—1,1] — [0, 7]

streng monoton fallend; und wegen Satz differenzierbar auf (—1,1) (beachte cosg | # 0
wegen cosy |(o,x) < 0), mit Ableitung (beachte sin | ) > 0 wegen Ubung

1 1 1 1
arccos’(x) = = —— =_ - -
(@) cos’(arccos(x)) sin(arccos(x)) /1 — cos(arccos(x))2 V1— 22
—_——
>0

fir alle x € (—1,1).
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b)

Wir betrachten die stetige Abbildung sing := sm| -,z

o Es gilt {—1,1} = {sin(—7%),sin(5)} C im(sing) C [-1,1]. (Bemerkung@ und Korollar
o Wegen Korollar[2§ ist im(sing) ein Intervall, d.h., es gilt im(sing) = [—1,1].
o Wegen Satz|49 und Lemma ist sing differenzierbar mit sinj, = cos ‘[—%%}' Wegen Korollar
und Ubung gilt
cos |z =)(z) =sin(z+ F) >0 Ve e (-3,5)
Gemdfl Satz E ist somit sing streng monoton wachsend auf (=%, %), und somit auch auf
[—5, 5] (gleiches Argument wie in @I) Wegen Lemma m ist sing somit injektiv.
o Wegen Satzﬂ 37 ist die Arkussinusfunktion (Umkehrfunktion von sing)

arcsin := sing1 [-1,1] =[5, 5]

volx

streng monoton wachsend. Mit Korollar erhalten wir
sing(x) = cos(x — §) = cos(§ — x) = cosp(5 — x) Vee -5, 5]

Fiir v = arcsin(y) mit y € [—1, 1], folgt hiermit
y = cos(§ — arcsin(y)) = arccos(y) = 5 — arcsin(y)

™

= arcsin(y) = 5 — arccos(y).

Wegen |a)| ist daher arcsin differenzierbar auf (—1,1), mit

1
arcsin’(x) = — arccos’(r) = ——— Vae(-1,1).

V1—22

Beispiel 73 (Trigonometrische Grenzwerte *). a) Es existiert lim,_, + cos(x) nicht, da die Folge

b)

cos(xnm) = (—1)" nicht konvergiert. Daher existiert der Grenzwert lim,_,q cos(2) ebenfalls nicht.

Wir betrachten die Funktion

z-cos(L)  fir x#0

fR—=R, T
0 fir x=0.

dungen. Gemdfs Ubung ist daher f differenzierbar in jedem x € Ry. Im Nullpunkt ergibt
sich aus |f(z)| < |z| fir x € R, sofort

Es ist f|(—o0,0) sSowie f|@0@ differenzierbar als Produkt und Verkettung differenzierbarer Abbil-

lim f(z) =

z—0
Also ist f auf ganz R stetig. Allerdings ist f in 0 nicht differenzierbar, denn
— 1
lim M = lim cos (E)

h—0 h h—0

existiert nicht wegen Teil .

Die Funktion
z? - sin (l) fir x#0

f R—=>R, T
0 fir =0

ist differenzierbare, hat aber eine (in 0) unstetige Ableitung:
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o Firax #0 ist
2

f'(z) = 2z - sin (%) — % - COS (%) = 2z - sin <%> — cos (é)

o Fiirx =0 st

li L& 1) = (@) zlimmzliml-h2'sin<i> :hmh.sin(l)zo,

h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h

wegen |sin (+)| < 1.

Somit ist f auf ganz R differenzierbar mit

22 - sin (1) — cos (1 fir x#0

0 fir x=0.
Wir betrachten die Nullfolge (xyn)nen., — 0, gegeben durch x, := ﬁ fir alle n € Nsg; und
erhalten (mit den bisher hergeleiteten Eigenschaften von Sinus und Kosinus)

limy, f/(z,) = lim, f/(5%) = lim, (52 - sin(27n) — cos(2mn)) = lim, —1 = —1 # 0 = f/(0),

2mn 2mn

womit f' im Nullpunkt unstetig ist.

Bemerkung 63 (x). Die Funktionenfolge (fn)nen., gegeben durch fo(z) = L -sin(n?®- ) fir alle
n € Nsg, konvergiert auf R gleichmdfsig gegen die Nullfunktion; denn es gilt

limy, | floo = limp sup{|fu(2)| | 2 € R} = limy, 1 = 0.

Wegen f(0) = n - cos(n?-0) = n fir alle n € Nsg, divergiert zudem die Folge (f,(0))nen-,-
GleichmdfSige Konvergenz erzwingt daher nicht einmal die punktweise Konvergenz der Folge der
Ableitungen.

9 Integralrechnung

Im letzten Kapitel haben wir die Differentialrechnung kennengelernt, die es erlaubt die Anderungsrate
einer Funktion durch deren Ableitung mathematisch prézise zu beschreiben. In diesem Kapitel wen-
den wir uns der Frage zu, wie man fiir eine Abbildung f: [a,b] — [0,00] (@ < b) und ein gegebenes
z € [a,b] die Fliche

Flz] ={(z,y) |z €fa,2] A 0<y< fz)}

berechnen kann, die der Funktionsgraph von f|(, ) mit der z-Achse einschlieft. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung besagt F’(z) = f(z), d.h. die Anderungsrate der Fliche F[z] bei
fortschreitender rechter Grenze des Definitionsbereichs ist einfach gegeben durch die Funktion selbst.
Dies ist eines der zentralen Resultate der Analysis von Funktionen einer Verédnderlichen. Wir werden
sehen, wie sich dieser Satz dazu verwenden lisst, viele konkrete Integrale explizit zu berechnen. Uber
dies hinaus werden wir sehen, dass die Berechnung des Fldcheninhaltes fiir stetige Funktionen f
immer moglich ist. Als problematisch erweisen sich Funktionen, die ,zu viele Unstetigkeitsstellen*
haben, wie zum Beispiel die Dirichletfunktion

1 fir xeQnJo0,1]

f:10,1] - R, xr—>{ )
0 fir z€][0,1]\Q,

die in keinem Punkt stetig ist.
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9.1 Das Integral von Treppenfunktionen
Wir beginnen unsere Untersuchungen mit den sogenannten Treppenfunktionen:
Definition 62. Seien Seien a,b € R mit a < b vorgegeben.

1) FEine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist ein (n + 1)-Tupel
Z = (20y---,%n) mit a=2<z21<2z:9<...<zp=2>b fiir n € Nyg.

Die Zerlequng Z = (zo,-..,2n) heifit feiner als eine Zerlegqung W = (wy, ..., wy) (von [a,b]),
wenn {wo,...,wn}t C {z20,...,2n} gilt, d.h., wenn jeder Unterteilungspunkt von W auch ein
Unterteilungspunkt von Z ist. Es wir dann Z auch als Verfeinerung von W bezeichnet.

Sind Z und Z' zwei Zerlegungen von [a,b], so notiert Z U Z' diejenige Zerlegung, die durch
Vereinigung der Mengen der Unterteilungspunkte von Z und Z' entsteht. Sie ist eine Verfeinerung
sowohl von Z als auch von Z'.

2) Eine Abbildung x: [a,b] — R heifit Treppenfunktion auf[a, b], wenn eine Zerlequng Z = (2o, ..., zn)

von |a,b] ezistiert, sowie (notwendig eindeutige) o1,...,0, € R miﬁ

X(zor) = 0k fir 1<k <n. (263)

Wir sprechen dann von einer Treppenfunktion zur Zerlegung Z (von [a,b]). Von den Funktions-

werten an den Unterteilungspunkten zq, . ..,z wird nichts verlangt. Wir notieren den Raum aller
Treppenfunktionen auf [a,b] mit

Tb = {x: [a,b] = R| x ist Treppenfunktion auf [a,b]}.
Offensichtlich gilt T C B([a, b],R), d.h., jede Treppenfuktion ist beschrinkt.

Beispiel 74. Fir R > a <b € R und ¢ € R ist die konstante Funktion x.: [a,b] 3 x — ¢ € R eine
Treppenfunktion, d.h., x. € ‘J'g.

Bemerkung 64. SeiR>a<beR, Z = (20,...,2,) eine Zerlegungen von [a,b] und x € T° eine
Treppenfunktion beziiglich Z mit o1, ...,0, € R wie in (263]).

a) Sei zp_1 <u <z firenl</{<n:
o U:=1(20,...,20-1,U,24,...,2n) ist eine Verfeinerung von Z.

o x ist eine Treppenfunktion zu U, mit Konstanten o1,...,04,0¢,0p41,...,0n € R.

b) Seien a < a’ < b < b vorgegeben. Dann existiert 0 < (_ < n mazximal mit z;_ < a', sowie
0 < {4 <n minimal mit V) <z, . Wegen o’ <V, gilt dann £_ < £,
o W:=(d',z_41,...,2¢,-1,V) ist eine Zerlegung von [a’,b'].

° X’[a’,b’] € (.TZ,, ist eine Treppenfunktion zu W, mit Konstanten og_11,...,0¢, .

Ubung 106. Sei R 3 a < b € R, sowie Z,Z' U Zerlequngen von [a,b]. Sei weiterhin x € ‘J'g eine
Treppenfunktion zu Z. Zeigen Sie (in der gegeben Reihenfolge):

a) Ist U eine Verfeinerung von Z, so ist x auch eine Treppenfunktion zu U.
Hinweis: Induktion und Bemerkung .
b) Ist x eine Treppenfunktion zur Zerlequng Z', so auch zur Zerlequng Z U Z'.

55st ¢ € (zr—1, 2x) fir 1 <k <mn, so gilt x(t) = ox.
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Folgern Sie, dass zu je zwei Treppenfunktionen ¢, € ‘J'Z eine Zerlegung von [a,b] existiert, beziiglich
derer sowohl ¢ als auch v eine Treppenfunktion ist

Lemma 55. SeiR>a<c<belR.

a) T ist ein R-Vektorraum (Untervektorraum von B([a,b],R)), d.h., fir ¢, € T2 und A € R, sind
¢+ und X - ¢ wieder Elemente von T2.

b) Fir x € T gilt Xlja,q € Tg sowie x|y € T,
¢) Seien x_ € T¢ und x4 € T2 sowie 7 € R. Dann gilt x € T2, fiir x: [a,b] — R gegeben durch
(&) fir x€n0)
x(x) =<1 fir xec
X+(I) fU‘T LS (Cv b]

Beweis. a) Sei ¢ eine Treppenfunktionen zu Z = (zg,...,2,), mit o1,...0, € R wie in (263)). Sei
zudem 1) eine Treppenfunktionen zu Z'.

e Esgilt (A ¢)|(z,_,,2) = A- 0 filr 1 <k < nj also ist A - ¢ eine Treppenfunktionen zu Z, mit
Konstanten A -o01,...,A -0, € R.

o Wegen Ubung [106lb)| sind ¢, Treppenfunktionen zu Z U Z' = (ug, ..., unm) (m € Nsg), d.h.,

es existieren o1,...,0m,01,...,0m € R mit
Plwpr,u) = Ok Vi<k<m A Ul (wp_1,u) = Ok Vi<k<m
also
(@ + V)| (w1 up) = Ok + Ok V1<k<m.

Daher ist ¢ + v eine Treppenfunktion zu Z U Z’, mit Konstanten o1 + 01, ...,0m + 0m € R.
b) Klar wegen Bemerkung [64lb)|

c) Sei x— eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z_ = (2, ,...,%,) von [a,c|, mit den Konstanten
(01 ,...,0,). Sei zudem x eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z; = (z{, ..., z5;) von [c, b], mit
Konstanten (OT, ...,0). Dann gilt 2, = c= z(‘f ; und y ist eine Treppenfunktion zur Zerlegung
U:=(2,.-1%,_1,C 2, ..., z5) von [a,b], mit Konstanten oy ,...,0,,07,...,0%. O

Sei R 3 a < b e R, sowie xy € T eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z = (zp, ..., z,) von [a, b], mit

01,...,0, wie in (263)). In diesem Fall definieren wir

82(X) = D _k—1 0k * (2K — 2k-1)-

Lemma 56. Sei R > a < b€ R, und x € T2 eine Treppenfunktion zur Zerleqgungen Z von [a,b]. Ist
U eine Verfeinerung von Z, so gilt Sy(x) = Sz(x).

(8u(x) ist definiert; denn wegen Ubung [106/a)| ist x eine Treppenfunktion zu U.)

Beweis. Seinun Z = (zg,...,2y), Sowie o1, ..., 0, wie in (263)). Die allgemeine Aussage folgt induktiv
aus dem Fall, dass U durch Hinzufiigen eines Punktes zu Z entsteht, d.h.

U= 1(20,-+s20-1,U, 20+ 2n) mit 1</<n und Z—1 < u < z.

In diesem Fall ist, gem#d Bemerkung [64lla)l x eine Treppenfunktion zu U mit den Konstanten
01,-..,00,00,0011,-..,0n, € R; und es folgt

Su(x) = Sopsi 0k - (2k — k1) +0p - (w—zg-1) + 0p - (20 — ) + 33 p 1 0k - (21 — z1-1) = 82(X),

op-(z0—2¢-1)

was die Behauptung zeigt. a
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Lemma 57. Sei R 3 a < b € R, und x € T° eine Treppenfunktion zu den Zerlegungen Z,Z' von
[a,b]. Dann gilt Sz(x) = Sz/(x).

Beweis. GemiB Ubung b)|ist x eine Treppenfunktion zu Z U Z’. Es reicht daher
Szuz/(x) =8z(x)  sowie  Szuz(x)=38z(x).

nachzuweisen. Dies ist aber klar wegen Lemma denn Z U Z' ist sowohl eine Verfeinerung von Z
als auch von Z’. n

Definition 63. R>a <beR, und x € (J'g eine Treppenfunktion zur Zerlegungen Z von |a,b]. Wir
definieren das Riemann-Integral von x durch

b
/ X = 82(0). (264)

Wegen Lemma [57] ist diese Definition unabhingig von der expliziten Wahl der Zerlequng Z. Die
Zahl a heifst die untere Grenze des Integrals (untere Integrationsgrenze), die Zahl b heifst die obere
Grenze des Integrals (obere Integrationsgrenze). Fine weitere Schreibweise fir das Integral von x ist
f; x(z) dz, wobei hier die explizite Bezeichnung der Integrationsvariable x keine Rolle spielt Wir
definieren

c a b
/ x:=0 sowie / X = —/ X fiir alle a<c<h. (265)
c b a
Zudem definieren wir (beachte x|ar 1) € ‘Tgl/ gemdfl Bemerkung )
v v’
/ X = / X‘[a/,b/] Va< a <t <b. (266)

(Gegeben eine Menge Z und Abbildungen ¢,¢: Z — R, so schreiben wir ¢ < 1) genau dann,
wenn ¢(z) < (z) fir alle z € Z gilt.)

Proposition 15. Sei R 3 a < b € R. Das Integral von Treppenfunktionen hat die folgende Figen-
schaften:

(11) Intervalladditivitit: ffx = fac X + fcb x firalle a<c<b und x € TP

(12) Monotonie: fabqb < f;zp fir T2 > ¢ <+ e TC.
(I13) Linearitit: f;()\~¢+,u-¢) = )\-ffqanu-ff?/) fiir alle A\, p € R und ¢, € T°.
(14) Normierung: fab Xe=c-(b—a) firalle ce€R.
Beweis. 11) Sei x eine Treppenfunktion zur Zerlegung Z = (zo, ..., 2,) von [a,b], mit 01,...,0, € R

wie in (263)). Es kénnen die folgenden beiden Fille auftreten:

e Sei ¢ = zy fiir ein 0 < ¢ < n. Die Behauptung ist klar, falls £ = 0 oder ¢ = n gilt. Andernfalls
gilt n > 2 mit 0 < ¢ < n; und es sind Z_ := (20, ...,2¢) bzw. Z; := (24, ..., 2,) Zerlegungen
von [a, c] bzw. [c,b]. Weiterhin sind x|(4,q bzw. x||c5 Treppenfunktionen zu Z_ bzw. Z,, mit

Konstanten o1,...,00 € R bzw. 0¢41,...,0, € R, d.h.
b
Jox =510k (26 — 26-1)
8z(x)
b
=Y k1 0k (2 — 26-1) + Chopon (2 —2-1) = [Cx+ [ x
8z_ (Xla,e)) 8z, (Xle,p))

56Man kann beispielsweise also auch ¢ oder s anstatt = benutzen.
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e Esgilt zp < ¢ < zpyq fiirein 0 < ¢ < n.Essind Z_ := (29, ...,24,¢) baw. Zy := (¢, 2415 -+, 2n)
Zerlegungen von [a, c| bzw. [c,b]. Weiterhin sind x|(4 g bzw. X[ Treppenfunktionen zu Z_

bzw. Z, mit Konstanten o1, ...,0p,00+1 € R bzw. 0p11,...,0, € R, d.h.,
b
Jox =010k (2 — 26-1)
82(x) op-(Ze+1—2¢)
=10k (2 — 2e1) F opr1 (€= 20) 4 0pp1 - (2e41 =€)+ Sop_pio 0k - (2k — 2k-1)
= Sz_ (X|[a,c]) + 8Z+ (X‘[C,b])

= [“Xla.q + fcbX|[c,b} =[x+ ["x.

12) und [(13)] Sei Z = (20, ...,2) eine Zerlegung von [a, b], beziiglich derer ¢ und ¢ Treppenfunk-
tionen sind (Ubung , mit entsprechenden Konstanten o1,...,0, und 01, ..., 0,, sodass gilt:

¢‘(Zk717Zk) = 0 Vi<k<m A w’(2k717Zk) = Ok Vi<k<m
also
AP+ 1Y)z y,z) = A0k + 1 O V1<k<m.

Wir erhalten
Sz (A-p+u-1p)

f;(/\'¢+u'¢)22221(/\'0k+u'5k)'(Zk—zkfl)
=AY op (s —ze1) + o p Ok —zhe1) = A [ dt e [L.
87(9) 8z(¥)

Gilt nun ¢ < 1, so auch o < oy, fiir 1 < k < n; und somit

o = Shion (sh—2m1) < Spoiok (5 —2zm) = [10.

Sz(e) Sz(¥)
Dies folgt sofort aus den Definitionen. O

9.2 Das Riemann-Integral

Das Riemann-Integral ist wie folgt definiert:
Definition 64 (Riemann-Integral). Seien a,b € R mit a < b vorgegeben.

1) Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Abbildung, d.h., f € B([a,b],R). Wir definieren das Oberin-
tegral bzw. das Unterintegral von f durch

/abf:_i%f<{/abw ’ f§¢673}) baw. Lbf:_sEp({Ab¢ ) 729¢§f}). (267)

=: 0y =:Uy

Die Beschrdnktheit von f zusammen mit Proposition impliziert:

o Es gilt Of # 0 # Uy; und Oy /Uy ist nach unten/oben beschrinkt, d.h. sowohl Ober- als auch
Unterintegral existieren in R. (infr(Oy) € R 3 supr(Uy))

o Fs gilt
7b b
/ f> / ;. (268)
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Beweis der Behauptungen:

e Wegen f € B([a,b],R), gilt |f| < c fiir ein 0 < ¢ € R. Sei T2 > y4c: [a,b] D +— +c € R die
konstante Treppenfunktion +c. Dann gilt x_. < f < x, also Of # 0 # Uy.
Weiterhin folgt mit Teil und Teil von Proposition (15[ (jeweils letzte Implikation):

f<peT = x.<f<yp = —c-(b—a)=[Px_c< [P0
TPse<f — 6<f<xe = [lo<[’xe=c-(b—a)

Somit ist Oy ist nach unten beschrinkt, sowie Uy nach oben beschrénkt.

e Proposition (zweiter Schritt) zeigt
aclU; A BeOy — 3T < f<ypeT: a=[¢ A B=["u
= a=[lo<[lv=5
Wir erhalten
Ur<pB VpeOs = supr(Uy) < B Ve Oy
= f;f = supr(Uy) < infr(Of) = fab I O

2) Eine Abbildung f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar (Riemann-integrabel), wenn sie be-
schrinkt ist und Iff = f; [ gilt.

Bemerkung: Wegen Lemma und (268)) ist f Riemann-integrierbar genau dann, wenn giltm

Ve>0: 3¢, €T g <f<t A [Pih—[To <e (269)
Beweis der Aquivalenz:

e Gilt (269), so ist f beschrinkt (beachte ¢, . € T8 C B([a,b],R)); und wir erhalten
b b b b Lemma [[9] b b
0 < faf_fafgfawg_fa¢5<€ Ve>0 - faf_fafzo’

wegen Uy 3 f; ¢e < supr(Uy) = f;f und E)f <infr(Oy) = fab¢5 € Oy.

e Sei e > 0 vorgegeben. Wegen Lemma [20] existieren T2 5 ¢ < f < 1. € T2 mit
Ups P> [Vf—5 und 073 [P < [P f+5.
Gilt nun [ f = [7 f, so erhalten wir
e = Jyoe= (o= L+ ([ F=[io) <5+5== =

Ist f Riemann-integrierbar, so definieren wir das Riemann-Integral von f durch

[le%zlv (270)

Alternativ schreiben wir auch f;f(a;) dz anstelle (270) (wobei die explizite Bezeichnung der In-
tegrationsvariable x wieder keine Rolle spielt). Schlieflich setzen wir

c a b
/ f:=0 sowie / f= —/ f fiir alle a<c<hb. (271)
c b a
57 Beachte 0 < f,lb Pe — f; e = ff(d’e — ¢e) < € wegen Proposition
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3) Wir notieren die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen |a,b] — R mit R2 C B([a, b], R).

Es folgt zwanglos aus den Definitionen, dass T® C R gilt; und dass das Riemann-integral (270))
auf iTg mit dem Integral fiir Treppenfunktionen (264)) tibereinstimmt. Insbesondere sind somit die
Konventionen (265)) und (271) konsistent miteinander.

Beweis der Behauptung: Sei f € ‘J’g vorgegeben; und es bezeichne oy das Integral (264]). Wegen
f < f, gilt dann offensichtlich Oy > a; € Uy; und Proposition zeigt weiterhin

(f<veT = ar<[lo) sowie (Thao<f = [Po<a;).

Somit gilt ay < Oy > ay € Uy < ay, also
b b
i} f=infr(0p) = af =supp(Up) = [} f = ap=[/f,
wobei auf der rechten Seite, ,, fab f “ das Riemann-Integral (270) von f bezeichnet. O

Ubung 107. Sei ) # I C R ein offenes Intervall in R. Zeigen Sie I NQ # () sowie I\ Q # ().
Ubung 108. Sei A >0 und ) # M C R. zeigen Sie:

e Ist M nach oben beschrinkt, so gilt supg(A- M) = X -supr(M).
e [st M nach unten beschrinkt, so gilt infg(A- M) = X- infr(M).

Beispiel 75. Ein wichtiges Beispiel, das die Subtilitdten des Integrierbarkeitsbegriff verdeutlicht, ist
die Dirichletfunktion

Fi0] o R H{1fazzsxe<@m[o,1]

0 falls ze€]0,1]\ Q.

Diese Funktion ist zwar beschrinkt, aber in keinem Punkt stetig; und weiterhin nicht Riemann-
integrierbar wegen

1 7l
Jof=0<1= [ f
Beweis der Behauptung: Sei T8 > Xo/1: [a,0] 3 x + 0/1 € R die konstante Treppenfunktion 0/1.
e Bsgilt xo < f < x1, mit Uy folxg =0und Of > f01X1 =1; also

I()l f= SupR(Uf) > fol xo =0 A 1= fO X1 > infgr( Of fO

e Sei T} 3 ¢ < f eine Treppenfunktion zu der Zerlegung Z = (2o, ..., 2,) von [0, 1], mit Konstante
01,...,0pn. Ubung[107| zeigt o1, ..., 0, < 0, also Ur> fol ¢ < 0. Es folgt fol f =supp(Uy) <O0.

e Sei f < € T} eine Treppenfunktion zu der Zerlegung Z = (20, ..., 2y) von [0, 1], mit Konstante
O1,.-.,0n. Ubungzeigt 01,...,0n > 1, also Of > folw > 1. Es folgt fol f=infr(Of) > 1. O

Satz 53. Sei R 3 a < b€ R. Das Riemann-Integral hat die folgende Eigenschaften:

(11) Intervalladditivitit: Fir a < ¢ < b gilt f € RE genau dann, wenn flia,g € Rg und fliey) € Rb
gilt. In diesem Fall ist , ,
faf:fsz+fcf' (272)

(Wegen ([271)), gilt (272)) natiirlich auch im Falle ¢ € {a,b}.)
(12) Monotonie:  Es gilt f;f < ffg, fiir Ro > f<geRh.
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(13) Linearitit: Fir A,y € R und f,g € R, gilt (\-f+pu-g) € R mit
g =2 f+u-f) g
(I14) Normierung: f: Xe=c-(b—a) fir alle c € R.
Beweis. Fiir h € RY, setzen wir (vgl. (267))
Oni={f"0 | h<¢eTh) sowie Upi={f"¢ | 7236 < h}.
11) Sei f := flja,q und fy := ficp- Wir zeigen zunéichst Oy = Oy_ + Oy, sowie Uy = Uy_ + Uy, :

o FEs gilt Of C Of_ —i—Of+ sowie Uy C Uy + Uf+:
Sei a € Oy, also a = f;zp mit f < € T°. Dann gilt f_ < Vja,g € Tg und f1 < iy € Tb
(Bemerkung [64lb)[). Wegen Proposition |15| gilt

eh) € Or- + Oy

€O0y_ EOf+

In der gleichen Weise folgt Uy C Uy + Uy, .
o Es gilt Of7 + Of+ - Of sowie Uf7 + Uer - Uf:
Sei @ = a_ + a4 mit at+ € Of, vorgegeben. Dann existieren f_ < x[a]- € TS und f; <
xlols € T8 mit a_ = [*x[a]- und ay = [7x[a];
— Wir koénnen ohne Einschrinkung y[a]+(c) = f(c) annehmen, einfach indem wir notfalls
den Funktionswert von y[a]+ bei ¢ in f(c) abéndern.
(Offensichtlich gilt dann weiterhin fi < x[a]s sowie a— = [ x[o]— und oy = fcb xla)+.)
— Wir definieren y[a] € T2 wie in Lemma [55/c)} d.h.

xla]-(z) fir =z €la,c)
od@) = { fle)  fir w=c
Xla]+(z)  fir z € (e b).

Offensichtlich gilt dann f < x[a], und Proposition [15|liefert

«

b D] re b c b —
[ 1ol @ Xlolja,q + J. X[lep) = J, xlel- + [ xlaly = - + ay € Of.
Dies zeigt Oy + Oy, C Oy; und ganz analog folgt auch Uy_ + Uy, C Uy.

Die ersten beiden Teile von Proposition |1 (zweiter Schritt) liefern:

fbf = SUPR(Uf) = SUPR(UJ& + Uf+) = SUPR(Uf ) + supg( Uf+ = f J-+ ch I+

- : (273)
I f = infr(Oy) = infr(Oy_ +0y,) = infr(O; ) + infr(Of,) = [“f-+ [°fy

e Es gelte f- € RS A fr € Rbalso [If- = f; f-= fac f— sowie f f fr= f fi.
Wir erhalten B

J A A L Ly L L A L

also f € R2 mit f;f = [Tf-+ fcb fi.
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e Es gelte f € R0 also Iff = fff = I; f. Es folgt

Jr+ P =P ey P (274)

und wir erhalten

1268) _

D s D PR we Jri=frioa Pro= i

Dies zeigt f- € RS und fy € Romit [*f = [“f- + [ f.

12) Sei R% > f < g € RE. Dann gilt Oy C Oy wegen
ae0, = aggzpefrg:a:fjw T2sv seoy.

Proposition zeigt fabf = E)f infr(Oy) < infr(O f g= f g.

o b b b

13) e Wir zeigen fa(f—i—g) = fa f—l—fa g:
Es gilt Oy + Oy € Of1g und Uy + Uy C Uyyy; denn Proposition zeigt (jeweils zweite
Implikation)

acO; AN BeO, If<peTa=["¢ A Fg<peT:p=["y
(f+g)<(p+¥)eT A [Yo+vd)=a+p

Oé+6€0f+g,
3T s¢<fra=['¢ A AT o9 <g:f=["¢

G+V)<(F+9eTd A [llo+v)=a+p
Oé+,8€Uf+g.

acUy N BeU,

L il

Sei v := f; f+ f; g Wir erhalten mit den ersten- sowie den letzten beiden Teilen von Propo-
sition [T} dass

J2(f + 9) = infr(Of1y) < infr(Of + Oy) = infr(Of) + nfr(Oy) = [P f+ [Tg=1
S+ 9) = supp(Upyy) > supg(Us + Uy) = supg(Uy) +supe(Ug) = [ f+ [2 9=

— (1268) _
gilt; also [V(f+9)>v> [[(f+9) = [J(f+g),dh [((f+g)=v= [/(f+g)

o Wir zeigen ff()\ “f)=X- f; f:

— Fiir A =0, gilt f:()\ - f) = f; Xo=0=0- f;f =\ f;f wegen Proposition

— Fiir A > 0 und y € T? gilt
X<f & Ax<Af sowie f<x & X f<Ax
also Uy.; = A - Uy sowie Oy.y = A - Oy wegen Proposition [15]|(13) Ubungzelgt nun

f A f 1nfR( f): infR()\'Of)— A mfR( —)\ f f A f f
Ji A J = supg(Un.g) = supg(A-Up) = A -supg (Up) = A~ [ f=X- [} [,

also ['N-f)=A-[0f.
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— Fiir A < 0, folgt mit dem bereits Gezeigten:

0= x0= 2O F+ (N -1 = L0+ a1
= PO N=LN =N =L

14) Wegen f € T2, folgt die Behauptung sofort aus Proposition (|4), sowie der Gleichheit der
Integrale (264) und (270) auf Treppenfunktionen vgl. (Definition [64]3)). O

Beispiel 76. FirR>a<bc R und RE > f >0, gilt

b [ b
/fg/ w0 o (b-a)=o.

9.3 Integrierbarkeit Stetiger und Monotoner Funktionen

Wir zeigen nun, dass stetige-, sowie auch monotone Funktionen R D [a,b] — R (¢ < b) Riemmann-
integrierbar sind. Hierfiir benutzen wir Satz [34] welcher uns die gleichmifige Stetigkeit stetiger
Funktionen [a, b] — R liefert.

Lemma 58. Sei f: R D [a,b] — R stetig, mit a < b. Zu jedem € > 0, existiert ein x € T2 mit
[/ = Xloo = sup{|f(z) — x(x) | z € [a, ]} <e.
Beweis. Wegen Satz [34]ist f gleichméBig stetig. Fiir € > 0 vorgegeben, existiert also ein § > 0 mit
lf(x) — fly)| <e furalle z,y€[a,b] mit |z—y|<d.

Wir wihlen nun eine Zerlegung Z = (2o, .. ., z,) von [a, b] mit |zx41—2| < d firallek =0, ... ,n—l@
und definieren die Treppenfunktion x durch

flzr) fir te€ |z, 2p41) mit 1<k<n-1
X(t) = .
f(b) fir t=hb.

Dann gilt |f(b) — x(b)| = 0, sowie
lf(t) = x@)| =|f(t) = f(zx)] <e fir t€[zk,2641) mit 0<k<n-—1.
Dies zeigt |f — x]oo < €. O

Korollar 41. Sei f: R D [a,b] — R stetig, mit a < b. Zu jedem € > 0 existieren ¢., . € ‘J'Z mit
¢ < f <. und ). — ¢ = €. Insbesondere gilt

f_€§w€_€:¢€§f§¢5:¢s+€§ f+5
Beweis. Wegen Lemma existiert ein x € T mit |f — x|oo < 5. Dann gilt (Lemma )
‘J‘29¢gzzx—%§f und f§X+%::¢Ee‘Ig sowie PYe — e = €. O

Satz 54. SeiR>a<beR.

a) Jede stetige Funktion R D [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. (C([a,b],R) C R%)

b) Jede monotone Funktion R D [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

*Man wihle n € Ny mit 7:= (b—a)/n <, und setze 2z, :=a+ k-7 fir k=0,...,n.
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Beweis. a) Ist f : [a,b] — R stetig, so auch beschrinkt gemif Satz (Satz vom Maximum).
Weiterhin existieren geméfi Korollar zu jedem £ > 0 Treppenfunktionen ¢.,1. € T2 mit
be < f < e undwg—gbgzﬁ_a),also

ff%‘ffﬁbe:ff(we—%):f:z(bs—a)%'Z%Z<5'

Somit gilt ([269), und daher f € RY.

b) Es geniigt die Aussage fiir monoton wachsendes f zu zeigen: Ist ndmlich f monoton fallend,
so ist —f monoton wachsend, und dann Riemann-integrierbar. Dann ist aber auch f = —(—f)
Riemann-integrierbar, wegen Satz |53]I(13)]

Sei also f: [a,b] — R monoton wachsend. Dann gilt f(a) < f(t) < f(b) fur alle ¢ € [a, b]; also ist f
beschrankt. Ist f konstant, so ist die Behauptung klar. Wir kénnen daher f(a) < f(b) annehmen.
Sei nun € > 0 vorgegeben. Wir wihlen eine Zerlegung Z = (2o, ..., z,) von [a, b] mit

Zpa1 — 2k < ———~ fiir 0<k<n-—1

F®) — f(a)
Wir definieren ¢, 1. € T2, durch ¢.(b) := f(b) =: ¥ (b) sowie
0-(t) == f(zx) sowie tho(t) = f(zpy1) fir t€ [z, 2p41) mit 0<k<n—1,
Offensichtlich gilt ¢. < f < ¢, und wir erhalten
Jobe = [ b = p2d (Flanen) = F(21) - (hpr — 2k)
< i onso (F (k) — f(a)
o5 - () = f(a))

=ec.
Wegen ist f somit Riemann-integrierbar. O
Ubung 109. Firz € R, sei xy := max(x,0) >0 und 2_ = —min(x,0) > 0. Zeigen Sie:
a) r=xy—x_, |x|=24+2x_, x4 -2_ =0 firalexzeR.

b) x4 <yy sowie y_ <az_ firale Rz <yeR.
c) yr —z4+ <y—x firale Rz <yeR.

9.4 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung
Notation 27. Sei Z eine Menge. Fiir f,g € Abb(Z,R), setzen wir

max(f,g9): Z = R, z — max(f(z),g9(2))
min(f,g9): Z = R, z +— min(f(2),g(2)).

Fir M € R, sind dann mit max(f, M) bzw. min(f, M) obige Ausdriicke fiir die konstante Abbildung
g = M gemeint. Fine einfache Fallunterscheidung zeigt

max(f,g) =3 (f+g)+5-1f—gl  sowie  min(fg)=75-(f+9)—3-|f—gl.
Ubung 110. Seien x, Y € ‘J'g mit a < b. Zeigen sie, dass gilt:

x| € 72, et max(x, x') € T, min(y, ') € T°.
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Lemma 59. Gegeben f,g € R mit a < b, so sind auch die Abbildungen
fioi=max(f,0),  foi=-min(f,0), max(fg), min(f,g), |/
Riemann-integrierbar, also Elemente von R%.
Beweis. Fir a, € Abb([a, b],R), sei at := max(a,0) und a— := —min(a, 0). Dann gilt
a_ =ay —« sowie la| = atr + a_, (275)
wegen Ubung und wegen Notation [27] gilt
max(a, 8) = 5 - (a+B) + 5 - |a — 3| sowie min(e, ) = 5 (a+8) — 1 - la—B|.  (276)

Die Behauptung folgt somit aus Satz sobald wir nachgewiesen haben, dass fiir ein gegebenes
f€RY auch f, € R gilt:

e Fiir f € R2, gilt dann fi+ € R wegen der linken Seite von (275]) und Satz also auch |f| € Rb
wegen der rechten Seite von (275 und Satz

e Fiir f,g € R, gilt nun 4+ := f+ g € R® wegen Satz und dann auch |y~| € R® wegen dem
vorhergehenden Punkt. Daher gilt max(f, g) € Rb sowie min(f, g) € R? wegen (276 und Satz

Sei also f € R vorgegeben. Fiir ¢ > 0 vorgegeben, existieren gemif (269) ¢, € T2 mit
. b b b
o< f<9 sowie JoW=90)= [, —J 0 <e
Wegen Ubung (Teil @ und , gilt dann
o+ < fr <y sowie Yy — o4 <Y —9,
mit ¢, 1, € T® wegen Ubung Wir erhalten mit der Monotonie des Integrals
b b b b
Lo = [, 6+ = [[(bs —91) < [0 —¢) <e.
Also ist fi Riemann-integrierbar wegen (269)). O

Satz 55 (Integralabschitzung). Sei R > a < b € R. Dann gilt

/abf‘g/abm vfeR.

Beweis. Lemma |59 zeigt |f| € R2. Wir erhalten mit Satz

13
Lf < |f — BTy = Pl g o
Korollar 42. Sei R > a # b € R. Dann gilt

/bf’<

Beweis. Fiir a < b ist die Behauptung klar wegen Satz [55] und Beispiel Fir R > b < a € R,
erhalten wir mit Satz 55| (dritter Schritt), sowie Beispiel [76| (vierter Schritt):

A g gl =g < e =1 A B = i = 2] 0
Lemma 60. Fiir f,g € Rb, gilt auch auch f-gc R°.

b
/ !f!' Vfe Rﬁff((;;f’)). (277)
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Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir den Fall f = g zu zeigen, dass also mit f € R auch f2 € R?
gilt. In der Tat folgt dann die allgemeine Aussage sofort mit Satz [53li(13) aus

Fg=5-((F+9" =1 ~g°).

Wegen |f| € RC (gemiB Lemma und f? = |f|?, diirfen wir dann weiterhin f > 0 annehmen. Sei
nun € > 0 vorgegeben; sowie C' > 0 mit f < C, d.h., 0 < f < C (beachte f € B([a,b],R)):

e Wegen (269), existieren ¢, € T2 mit ¢ < f <1 sowie fab(w —¢) = f;zb — f;gﬁ < 35
e Wegen Ubung gilt ¢ := max(¢,0) € T sowie ¢ := min(y,C) € T° mit

- - -~ |02)
0<p<f<Pp<C und fb(w—é)gff<w—¢><280- (278)

a

(Fiir die linke Seite beachte 0 < f < C', und fiir die rechte Seite beachte ¥ < 1 sowie ¢ > ®.)

Somit gilt ¢2 < f2 < 42 (linke Seite von (278))), mit 2,92 e TP wegen Ubung Wir erhalten

. - - - . . . I
2= 2= (2= = [P +d)-(h—d) < [P2c-(d—¢) =20 [P (D —¢)<e.
N—_——— N—— N— e’
<20 >0 <%
Somit folgt f2 € RE aus (269). O

Satz 56 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f: R D [a,b] — R mit a < b stetig, und sei
0<gcR. Dann existiert ein & € [a,b] mit

/abf-g—f@)-/abg.

Insbesondere existiert ein & € [a,b] mit f;f =f()-(b—a). (setze g =1)

Beweis. Wegen Satz [p4la)l und Lemma ist f-g € R.. Wegen Satz (Satz vom Maximum),
existieren u,w € [a,b] mit m := min(im(f)) = f(u) und M := max(im(f)) = f(w). Wir erhalten
wegen g > 0

m-g<f-g<M-g Stz m-[Pg< [Pfg<M-[lg (279)

Nun ist die Funktion F': [a,b] 5 x — f(z)- fabg € R stetig, mit F(u) = m-f;g und F(w) = M'fabg.
Wegen (279) und Satz |36 (Zwischenwertsatz), existiert daher ein £ € [a, b] miﬁ

Pfg=F©) =19 [1g 0

9.5 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass Ableiten und Integrieren zueinander
inverse Operationen sind. Da Ableitungen von Funktionen in der Regel leicht zu berechnen sind, stellt
er ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen dar.

Im Folgenden sei D C R ein nichtentartetes Intervall.

Notation 28. Sei D C R nichtentartet.

59Genauer: Fiir u < w zeigen Satz und (279), die Existenz von & € [u, w] C [a, b] mit F(§) = fab f+g; und fiir u < w,
zeigen Satz [36{und (279)), die Existenz von & € [w,u] C [a, b] mit F(§) = f; f-g
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e Sei f: D — R stetig. Fiir D> a<beD ist dann f|[a7b] ebenfalls stetig wegen Lemma also
Riemann-integrierbar wegen Satz . Wir definieren

/abfiz/abf[a,b]a /bafiz—/abf sowie /ccf::O fir c € [a,b]. (280)

Die Formeln in Satz[53, gelten dann in entsprechend gleicher Form.

o Fiir eine Abbildung ov: D — R definieren wir (alternativ [a(t)]ii)
[a]Y = a(y) — ax) Va,y€ D. (281)

Ubung 111. Sei D C R nichtentartet, und f: D — R stetig. Zeigen Sie

fff:—fbaf sowie fff:facf-l-fcbf Ya,bce D. (282)
Hinweis: Fleiff und Fallunterscheidungen.
Terminologie 26 (Stammfunktion). Sei f: D — R stetig (D nichtentartet).

a) Fine Funktion F: D — R heifft Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar ist mit F' = f.
b) Es bezeichne [ f C CY(D,R) die Menge aller Stammfunktionen von f. Dann gilt

Jf={F+c|ceR} fir jedes Fel[f, (283)

wobei Satz (weiter unten) [ f # 0 garantiert. ([f2F.;:D3x— ['f VaeD)
Beweis von .'

e Ist F' eine Stammfunktion von f, so fiir jedes ¢ € R auch F + ¢ wegen (F +¢) = F' = f.

e Sind F, F Stammfunktionen von f, so gilt (F — FY = f — f = 0. GemiB Korollar ist
somit F' — F konstant. O

Insbesondere gilt fiir je zwei Stammfunktionen F, F von f

[Fli = F(y) = F(z) = F(y) — F(x) = [F]3. (284)

Beispiel 77 (Stammfunktionen).
a) Fir eine Polynomfunktion f:R > x> ) ak- zF € R, ist
F:R— R, :EHZZ:Ok“—_{fl-ka
eine Stammfunktion von f (es gilt F' = f wegen Ubung .

b) Fiir f = expy ist F = exp, wegen (244]) eine Stammfunktion.
¢) Seia €R, und f =nq: (0,00) 2z — z* € R die zugehdrige Potenzfunktion (Beispiel [693)):

o Fira# —1 ist F(z)= % eine Stammfunktion von f. (Beispiel @
o Fira=—1 ist F(z) =log(z) eine Stammfunktion von f. (Beispiel [69B)))
Speziell ist fiir alle x > 0: (Satz

log(z) = log(z) — log(1) = [log]? = [ 1 dt.

Satz 57 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei D C R ein nichtentartetes Intervall,
a€ D, und f: D — R eine stetige Abbildung.
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1) Die Abbildung

ist eine Stammfunktion von f.

2) Ist F € CY(D,R) eine Stammfunktion von f, so gilt
- - T
F(x)F(a):[F]iz/ f VxeD.

Beweis. 1) Sei x € D und h # 0 mit x + h € D. Wir erhalten mit Satz [53[ und (282):
x x (282) x (14)] x
R A o S (O R

(auf der rechten Seite ist f(x) als Konstante aufzufassen). Hiermit folgt

Fetl =@ gy ([T ) -sw =g s e

Fiir € > 0 vorgegeben, sei nun § > 0 mit |f|,_s:45np — f(z)| < & (Stetigkeit). Fiir 0 < |h| <4,
erhalten wir mit Korollar [42| (zweiter Schritt)
@) 1 | [t
Sl u-r@)
xT

L /fh\f—f@)\

z+h
/ .
T

‘F(w—l—h)—F(x) )

h

Dies zeigt
}llig%) Flo+ h})L —Fla) _ f(z) also F'(z) = f(x).

Da x € D beliebig war, ist F' eine Stammfunktion von f.
2) Wir erhalten mit (284)), Teil [1)| und der dritten Konvention in (280

e R 0

Bemerkung 65 (Unbestimmtes Integral). Sei f: D — R eine stetige Abbildung (D nichtentartet).
Wegen Satz[57 haben wir fiir z,y € D vorgegeben, die wohldefinierte Abbildung

[ [ f—R, ffBFH[F]ngj’f. (286)

Die Menge [ f wird daher auch als das unbestimmte Integral von f bezeichnet (die Elemente von
[ f unterscheiden sich zwar durch additive Konstanten, liefern aber unter Anwendung von [- 1%, alle
den selben Integrationswert fj’ f)
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9.6 Integrationsregeln

Der wesentliche Vorteil des Hauptsatzes ist der, dass er es erlaubt, Integrale auszurechnen ohne
explizit Ober- und Unterintegrale bestimmen zu miissen (was im Einzelnen sehr kompliziert sein
kann). Man muss zu einer gegebenen stetigen Funktion f: D — R, nur irgendwie eine F' € C*(D,R)
mit F’ = f finden (Stammfunktion), und diese dann entsprechend an den Integrationsgrenzen x,y €
D in der Form [F]% auswerten. Ableitungen von konkreten Funktionen sind wegen der einfachen
Rechenregeln aus Satz 53| und Satz [42] eben oft sehr viel leichter zu bestimmen als Integrale.

Jede der genannte Ableitungsregel zieht nun aber trotzdem eine entsprechende Integrationsregel
nach sich, die in der ein oder anderen Situation nutzbringend angewendet werden kann. Das ein-
fachste Beispiel liefert bereits Satz [53}|(13)l der es erlaubt, Integrale von Linearkombinationen von
Funktionen umgehen anzugeben, sofern man die entsprechenden Integrale der Summanden kennt.
Diese Rechenregel entspricht natiirlich der Ableitungsregel in Satz Wir wollen nun noch die
restlichen Ableitungsregeln auf das Riemann-Integral iibertragen.

Im Folgenden sei wieder D C R ein nichtentartetes Intervall.

9.6.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel erhalten wir den Satz iiber die partielle Integration:

Satz 58 (Partielle Integration). Sind f,g: D — R stetig differenzierbar (f,g € C1(D,R)), so gilt
b b b
[#g=lrgh-[ 9 vaven.
a a
Beweis. Geméf Satz ist H := f- g eine Stammfunktion von h := f-¢ + f'-g. Satz zeigt

[f-g]ZZ[H]ZfohZIf(f'g’Jrf’-g)fff-g”rfff’-g' O

Beispiel 78. Secien f,g € CY(D,R) und a,b € D wie in Satz . Fir g = idp, erhalten wir (in
vereinfachter Schreibweise)

b b
/f(t)dt:[f(t)-t]z—/ F(t) -t dt. (287)

a) Speziell ergibt sich aus (287) fir f =log auf D = (0,00) mit b = x:

/I log(t) dt = [t -log(t)]" — /I log/(t) - tdt = [t -log(t)]" — /x ; dt

= [t-log(t)]” — (z —a) = [t-log(t) —t]} = [t- (log(t) — 1)].

(288)

Dies zeigt, dass F: (0,00) 3 x+— x - (log(z) — 1) € R eine Stammfunktion von log ist:

o Gemdf Satz ist F': (0,00) 3 & +— ["log € R eine Stammfunktion von log, d.h., F' =log.
o Wegen ([28%), gilt F = F — F(a), also ebenfalls F' = F' = log.

b) Wir suchen eine Formel fiir die Integrale

v dt
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bzw. eine Stammfunktion von fm: R > x +— (1 +22)™™ € (0,00) fir alle m € Nsq. In derar-
tigen Fillen gelingt es manchmal eine rekursive Formel zu finden, indem man die Produktregel
verwendet: Wir erhalten aus (287))

T 1421
+2m/ + dt

T (1+a2)m + (14 t2)m+1
————+2m- Ay, —2m- Ay,
Hieraus ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung dieser Stammfunktionen:
2m —1 x
A = Am -
+1() o (@) + 35— ST
(beachte m > 0), wobei
roodt .
Ai(z) = / a+d = [arctan]j = arctan(z) — arctan(0) = arctan(x) VreR
0

wegen Terminologie und Satz gilt.

9.6.2 Das Integral der Umkehrfunktion

Aus dem Satz iiber die Umkehrabbildung (Satz , erhalten wir die folgende Integrationsregel:
Satz 59. Sei f: R D [a,b] = R (a < b) differenzierbar und injektiv. Dann gilt im(f) = [a/,b'] mit
e d = f(a) < f(b) =V, wenn f streng monoton wachsend ist.
e a/' = f(b) < f(a) =V, wenn f streng monoton fallend ist.
Es existiert die stetige Umkehrfunktion f=': [a/, V'] — [a,b] (Satz , und es gilt
F(b)
[, F=r s a s - [s (259)

(Beachte, dass f und f~! wegen Lemma [47| und Satz [37| beide stetig (und monoton) sind (mit
der gleichen Monotonieeigenschaft), also Riemann-interierbar geméifl Satz Zudem ist im(f) ein
Intervall, also zwangsweise von der angegebenen Gestalt.)

Beweis. Gemaf Satz ist

e F:la,b] >z [ f€R eine Stammfunktion von f, d.h., F' = f.

e H:[d V]>y— fﬁ(a) 1 € R eine Stammfunktion von f~!, d.h., H = f~L
Wir betrachten die Abbildung

g: [a,b] = R, :L“r—>/ f+/ Lz f(@)+a- f(a).
f(a
HOf)( )
Wegen Satz [40]2)| (Produktregel), und Satz [41] (Kettenregel) ist ¢ differenzierbar, mit
g(x) = fl@)+ (@) f(x) = 1- f(z) =z f'(x)
=f@)+z- fl(2) = fla) -z f(z) =
GemiB Korollar [32]12)| ist somit g konstant; also gilt g(b) = g(a) = 0, was (289) zeigt. O
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9.6.3 Die Substitutionsregel
Aus der Kettenregel erhalten wir die Substitutionsregel (auch Transformationssatz genannt):

Satz 60 (Transformationssatz). Sei f: D — R stetig, sowie ¢: R D [a,b] — D C R stetig differen-
zierbar (a < b). Dann gilt (f o ¢)-¢' € C(D,R) mi@

l%fow-ﬂ=jéi?f

Beweis. Es ist (f o ¢)- ¢ stetig als Verkettung und Produkt stetiger Funktionen (¢ € C*([a,b], D)),
also Riemann-integrabel.

o Gemaf Satz ist F: D>z~ qu(a) f € R eine Stammfunktion von f, d.h., F’ = f.
o Gemif Satz 41| (Kettenregel) ist G := F o ¢: [a,b] — R differenzierbar mit
G'=(Fo0d)-¢=(fod) ¢,
d.h. G ist eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢'.
e Wir erhalten mit Satz |57)12)| (erster und letzter Schritt)

b #(b)
/Xﬁ@ydzwmzwwmwsz@>fw<» [F190) = Amf- 0

Beispiel 79 (x). Wir wollen foyx -1+ axdx firy > 0 berechnen, d.h. das Integral foya fiir die
stetige Abbildung o: [0,00) > x +— x - /1 + 2 € R. Seien hierfir

¢:[0,y] — [0, 00), V1t
f:R—=R, w—2-u? - (ut—1) =2 (ut —u?).

e "Roum—2- (% — “’;) € R ist eine Stammfunktion von f.

o Es gilt ¢*(z) — 1=z sowie ¢'(v)= 2\/1?5 = 2.(;(96) (Kettenregel) fiir alle x € [0,y], also

a=(¢"~1)-¢=(¢"~1)-¢-2-6(z) ¢'(2)=(fo9) ¢
N————

Wir erhalten mit Satz[60 (dritte Identitit)

/ \/mdx—/a—/ foo) /O)f—[F]iggg—[F]I/m

5<1+w%—§<1+m% e
Ubung 112. SeiR > a <b e R, sowie f: D — R mit D C R nichtentartet. Zeigen Sie:
a) f;f(:n+c) dz = f(f:ccf(u) du fir ceR mit [a+c,b+c] CD.
b)c~fff(c-a: da::fccff fir ceR mit [c-a,c-b C D.
c) f: L. )dx = fan f(u)du  falls [a”,b”] CD.
%In anderer Notation: [ f( (t)) =[5 flu
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9.7 Integrale und Funktionenfolgen

In der Integrationstheorie ist es von grundlegender Bedeutung, das Konvergenzverhalten von Folgen
der Gestalt ( fab fn)nen zu kennen, wobei a < b und f,, € R fiir alle n € N gilt. Man ist also an
moglichst einfachen Kriterien interessiert, die die Existenz des Grenzwertes lim, f; fn € R sicher-
stellen, bzw. es sogar erlauben, diesen explizit anzugeben. Spezieller ist man hier zun#chst an der
Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Integration interessiert, d.h. man will wissen, ob

b b
lim / fn:/ lim f, (290)
n—oo a a n—oo

gilt, wobei (f,)nen in einem ,geeigneten Sinne“ gegen eine Grenzfunktion f € ﬁRZ konvergiert. Das
néchste Beispiel zeigt, dass hiermit nicht die punktweise Konvergenz von (f,,)nen gegen f gemeint
sein kann — zumindest dann nicht, wenn man keine weiteren Bedingungen an die Funktionenfolge
(fn)nen stellen will:

Beispiel 80. Fiir n € Ny, definieren wir die stetigen Funktionen (a =0 und b= 1)

n?x fiir 0§$§%

. _ 2 . 1 2
fn:[0,1] = R, fal@)=q2n—n?z fir s<z<:2
0 fiir x>%

(beachte fo(L)=n=2n—-n?-1 sowie f,(2)=2n—-n?-2=0).
o (fn)nen konvergiert punktweise gegen f = 0.

Beweis der Behauptung: Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € Nyg. Fiir x € (0,1] gilt zudem f,(x) =0
fir alle n € Nyg mit n > % O

e Fliir jedes n € N, gilt fol fn =1 wegen

L 2
o o= e [ aa s Lo

n

Somit gilt:  limy, [ fo=1#0= [ f

9.7.1 Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Integration

Satz 61. Sei (f,)nen eine Folge in Rb mit a < b, die gleichmdpig gegen ein f € Abb([a,b],R)
konvergiert. Dann gilt f € R® sowi

b b
/ f= lim fn-
a n—oo a

Beweis. Wegen der gleichméfligen Konvergenz gilt:

Ve>0: 3N, eN: V (z€[a,b] AN n>N,): |f(z) — fulz)] <€
also (291)
fn_ggfgfn‘Fff Vn> N;.

5! Natiirlich gilt dann ebenfalls fba f=- f: f=—-lim,,eo f: fn=limy 00 fba fn
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Gilt f € Rb, so folgt umgehend aus Satz 53| und Satz

=l gl P P e om0 ves AL

was lim,, f; fn= f; f zeigt. Es bleibt daher nur noch f € R% nachzuweisen, also das Kriterium (269)).

Sei hierfiir € > 0 vorgegeben; und setze & := ﬁ sowie N := Ng.

o GemiB (269) (fiir fy € RD), existieren ¢, € T2 mit

| A

G<iv<d A [o-fle<e
e Aus (291)) erhalten wir

@91) @97
< <

bS¢=0—& < fnv—

(LN

mit
b b b~ b~ b~ N
faw—fa¢:2'fa€+faw_fa¢< (2(b-a)+1)5:5,
was wegen (269) die Behauptung zeigt.

9.7.2 Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung und Ableitung
Satz [61] impliziert eine entsprechende Aussage fiir Ableitungen.

Satz 62. Sei D C R ein nichtentartetes Intervall, p € D ein Punkt; und (fn)nen eine Folge in
CY(D,R) (d.h. f,: D — R ist stetig differenzierbar fiir alle n € N), sodass gilt:

a) f, = lim, fu(p) € R,

b) (f])nen konvergiert gleichmdfig gegen ein o € Abb(D,R).

1) Es gilt o« € C(D,R) wegen Proposition[13; und (fy)nen konvergiert punktweise gegen die Stamm-
funktion (vgl. Satz

f:D—>R, $»—>fp+/oz
P
von a, d.h. f € CY(D,R) mit f' = a =1lim, f, € C(D,R).
( Beachte, dass wegen Satz gilt:

fn(z) = fulp) + /z fr(t)dt Vze D, neN ) (292)
P

2) Ist B C D ein beschrinktes Teilintervall, so konvergiert (fn|B)nen — flB gleichmdfig.

Beweis. 1) Satz angewandt auf
e (fa

b (fT,L’[w,p])TLGN und a|[m,p} fir Dex < b,

[p,x])nGN und O‘|[p,x} fir p<zxTcEC D,

liefert zusammen mit @:
@) = fy+ 70 B2 i, ) +im 2 £ Bt fu(a).
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2) Seid>1mit —d< B<d,also —c< B—-p<cfirc:=d+ |p| >1.
Fiir € > 0 vorgegeben, existiert nun wegen Eﬂ und Teil @ ein N¢ € N, sodass fiir n > N, gilt:

[fn(p) = fol < 5 A fi(z) —a(@)| <% VYaeD

Fiir n > N und alle z € B, folgt mit Teil |1)| und (292) (erster Schritt), Korollar (zweiter
Schritt), sowie Satz (53| (dritter Schritt), dass

|fa(@) = f@)] < |falp) = fol + | [ (fale) = al2))]
<|falp) = fol + | [ 1fi(@) — a(2)]]

g

<€
2c

5
< s +lr—p|-
2 ~——
<c

gilt, was die Behauptung zeigt. O

9.7.3 Ableitung und Integration von Potenzreihen

Terminologie 27. Sei Q(z) = >.)° j¢n - (x — p)" eine reelle Potenzreihe im Entwicklungspunkt
p € R. Die formale Ableitung und das formale Integral von Q sind definiert als die Potenzreihen

Q) =Donen @)t Q) =;}ncfl (= p)™H
: formale Ableitung I : formales Integral !
(Formell korrekter definiert man diese durch
00 00 Cne .
Qz) =) (n+1)-coyr- (x—p)" und Q'(z) = e (z—p)™)
n=0 n=1 n

Bemerkung 66. Seien (An)neN, (fn)nen Folgen in [0,00) mit lim, A,, = X € [0,00). Dann gilt
lim, (A - i) = A - limy, fy,.

Beweis der Behauptung: Fiir ¢ > 0 vorgegeben, existiert ein No € N mit (A —¢€) -y, < Ay - piny <
(A +¢€) -y, fiir alle n > N.. Wir erhalten mit Ubung |69 und Ubung dass

(A —¢) - limy, py, = lim,, (()\—E)‘/Ln) < lim,(Ap - pn) < limy, (()\+€)'Mn) = (A +e)-limy,
gilt. Da € > 0 beliebig war, folgt hiermit die Behauptung. O

Lemma 61. Sei Q(z) = Y 2 cn- (x —p)" eine reelle Potenzreihe im Entwicklungspunkt p € R.
Dann haben Q, und Q" den gleichen Konvergenzradius wie Q.

Beweis. Fiir p # x € R gilt:

Q,(z) konvergiert = (x—p) - Qx) = Z n-cp-(x—p)" = Q,(x) konvergiert
n=1 —.q,

(e 9]

Q'(z) konvergiert — (z—p) ' Q'(z) = Z

Cn

(z—p)" =: Q'(x) konvergiert
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Somit haben Q; und Q , bzw. Q' und QT jeweils den gleicNhen den gleichen KonvergenzbergichN, also
auch den gleichen Konvergenzradius. Es bezeichne R, R, R" die Konvergenzradien von Q,Q,, Q" (in
der gegeben Reihenfolge). Nach der Formel von Hadamard ((183)) in Satz [29lfc)]), gilt

1 5 1 ~T— 1

— R = = R —_— T /.
lim, Ven|’ YT Timn Van|’ lim, V/[bn]

Wegen Lemma gilt lim,, {/n = 1; und in Bemerkung |48/b)| hatten wir gesehen, dass ebenfalls
lim, V/n + 1 =1 gilt. Wir erhalten mit Bemerkung

limy, {/ap| = limy, /0 /leq| = limy, {/]cnl :mnﬁ - {/len] = Timy /164,

also R, = R=R". O

Satz 63. Sei Q(z) = > " ycn - (x —p)" eine reelle Potenzrethe im Entwicklungspunkt p € R, mit
Konvergenzradius R[Q] > 0. Dann ist f := Qlk|q) differenzierbar mit Ableitung f = Q,|x|q), und
F = Q'[kq] ist eine Stammfunktion von f (genauer F(r) = fpm f fiir alle x € K[Q]).

Beachte: Wegen Lemma (61| sind Q,|k(q) und Q'[k(q) als Abbildungen definiert.

Beweis. Fir n € N definieren wir

n

gn: R = R, T cp - (T —p)

Gp:R—=>R, z+— ntl

n+1-(az—p)

Dann gilt G}, = gp, d.h. G, ist eine Stammfunktion von g, mit (Satz [57|12))

* x Cn n+1
n = |Gpl* = Az — v R. 2
/p g [ ]p —— (xr —p) T e (293)

Gemif Satz konvergiert nun fiir 0 < r < R[Q], die Folge (3_;_q gnlB, (p))nen (stetiger beschriankter
Abbildungen) gleichmiBig gegen die (stetige und beschrénkte Abbildung) Q|g, (). Wir erhalten fiir
p—r <x <p+r mit Satz|61] (dritter Schritt)@ sowie Satz [53| (vierter Schritt)

/f=/ f!sr<p>:/ Qlg, )
p p P

z M z n
i @], 293 .. c
= llén/p Zg”’Br(p) = lim § /p gn’Br(P) = hran n '(x—p)"'H
k=0

n n 1
k=0 k=0 T

= Q' (z) = F(x).

Wegen Satz [57)[1)| gilt somit F'(z) = f(x) fiir alle 2 € B,(p). Da 0 < r < R[Q] beliebig war, folgt
hiermit F’ = f.

_ Die gleiche Argumentation zeigt nun auch, dass f (genauer F := f—¢p) eine Stammfunktion von
fi=Qlk|q ist, d.h., dass f' = F' = f = Q|xq gilt O

Bemerkung 67. Sei Q(z) =>," ¢, (x—p)™ eine reelle Potenzreihe im Entwicklungspunkt p € R,
mit Konvergenzradius R[Q] > 0. Per Induktion folgt aus Satz@ und Lemma :

52Formell korrekter, wendet man hier Satz|61| wieder auf die entsprechenden Einschrinkungen auf [p, z] fiir p <  bzw.
[z, p] fiir z < p an.
63 Alternativ kann man auch Satz (62| bemiihen.
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a) Die Abbildung f := Q|kq) st glatt, mit

> n! _
=3 e o) Ve KA ke Nay.
n=~k ’
b) Fiir jedes k € N, ist \
=5 O e o)
> n!
F[K]: K[Q] — R, x%zm.cn-(x—p)(wrk) vz € K[Q]

n=0 )

definiert und glatt, mit F[k]®) = f sowie F[k]O(p) =0 fir 0 <<k —1.

Korollar 43. Sei Q(z) = > 07 ¢y - (x — p)" eine reelle Potenzreihe im Entwicklungspunkt p € R
mit Konvergenzradius R[Q] > 0. Dann ist f := Q|kq) glatt mit

AR

“ il

VkeN. (294)

Insbesondere gilt f =0 genau dann, wenn c,, = 0 fiir alle k € N gilt.
Beweis. Die Glattheit von f sowie die Identitét (294]) folgt sofort aus Bemerkung [67}fa )|

e Gilt ¢, = 0 fiir alle k£ € N, so offensichtlich auch f = 0.

e Gilt f =0, so gilt auch f*) =0 fiir alle k € N, also ¢}, = f(k]z!(p) = 0 fiir alle k£ € N. O

Bemerkung 68 (Abelscher Grenzwertsatz ). Konvergiert eine reelle Potenzreihe Q(z) = >0 ¢y
(x — p)™ auf [p,p + R] (analog [p — R,p]) fiir ein R > 0, so besagt der Abelsche Grenzwertsatz, dass
sie dort sogar gleichmdf$ig konvergiert, gemdfl Proposition also auf [p, R] stetig ist.

Beispiel 81.

a) Reihenentwicklung von arctan|_y1y: Firx € (—=1,1) zeigt Terminologie (erster Schritt)
und Korollar (geometrische Reihe):

1 1 - n - n n
arctan’(z) = T2 1- =) = Z(—xQ) = Z(—l) - z? Vae(-1,1),
n=0 n=0

wobei der Konvergenzradius der Reihe auf der rechten Seite 1 ist (geometrische Reihe). Mit Satz
63 erhalten wir durch Integration die Reihenentwicklung (beachte arctan(0) = 0)

vodt (=1)"  ons1
t E e v 1,1 295
arctan(z) /0 e S—— z z e (—-1,1) (295)

n=0

der Arkustangensfunktion auf (—1,1) (gleicher Konvergenzradius).

% Nach dem Leibnizkriterium ist nun die Reihe ) (2;2; konvergent (also die rechte Seite

von ([299)) fiir x = 1). Mit dem Abelschen Grenzwertsatz (Bemerkung[68) und der Stetigkeit von
arctan erhdlt man (vgl. Beispz'el

T . . = (=) n = (1)
1= arctan(1) = lim arctan(x) = lim (Z (Dl 2 'H) = Z (=1)

zt1 z11 2n+1 2n +1
n=0 n=0
EPREE SN S S O
N 3 5 7 977
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b) Reihenentwicklung von log(1+-)|(—11y: Firz € (—1,1) zeigt Beispiel@ und Korollar

1 1 n n
log'(1+x):1+$:1_(_$):Z(—1) sz
n=0

wobei der Konvergenzradius der Reihe auf der rechten Seite 1 ist. Wie in Tez’l erhalten aus
Satz[65 (beachte log(1) =0)

log(1+4z) = i (=1)" g = i ﬂ A (296)

n=0 n=1

x Mit dem Leibnizkriterium und dem Abelschen Grenzwertsatz folgt (vgl. Bez’spiel

o0

(—1)ntt 1 1 1 1
log(2) =) ~———=1—-+-—>-+_%....
08(2) =), 27371753

n=1

10 Taylorpolynome und Taylorreihen

In diesem Kapitel behandeln wir die Taylorentwicklung von Funktion. Diese erlaubt es, C™-Funktionen
(n > 1) lokal durch Polynome zu approximieren, bzw. im glatten Fall (n = oo) manchmal sogar
durch Reihen exakt darzustellen (vgl. Beispiel . Im gleichen Sinne, wie die Differenzierbarkeit
einer Funktion es erlaubt, diese lokal durch eine affine Funktion anzunéhern, liefert die n-malige Dif-
ferenzierbarkeit die lokale Approximierbarkeit durch Polynome n-ten Grades. Die Taylorformel ist
die Grundlage vieler Anwendungen in der Analysis im Bereich der Angewandten Mathematik; und
insbesondere in der Physik, da sie es erlaubt mit N&herungen zu rechnen, wenn die exakten Formeln
zu kompliziert werden.
Im Folgenden sei D C R immer ein nichtentartetes Intervall.

10.1 Die Taylorentwicklung

Um die Grundidee der Taylorentwicklung zu verstehen, betrachten wir zunéchst Polynomfunktionen.

Bemerkung 69 (Darstellungen von Polynomfunktionen). Wir werden im Folgenden auch Funktio-
nen der Gestalt f: R> x— Y ) _jai- (x —p)* €R, fiir p € R sowie ag, . ..,a, €R mit a, # 0, als
Polynomfunktionen vom Grad n bezeichnen:

a) Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes hatten wir im Beweis von Satz bereits eingesehen:

o Sei frRoz— >} (ck- zF € R eine Polynomfunktion vom Grad n € N (d.h. cg,...,cp, €R
mit ¢, #0). Gegeben ein p € R, so gilt: Insbesondere gilt: a, = ¢, # 0

f@)=1_par (x—pk VzeR mit ak:Z’szc@-(ﬁ)-p‘g*’g VO<k<n.

o Sei frR3zw— Y ) jak- (x — p)* € R eine Polynomfunktion vom Grad n € N (d.h., p € R
und ag, . ..,a, € R mit a, #0). Dann gilt@ Insbesondere gilt: ¢, = a, # 0

fl@) =) gcr-2* Ve eR mit Ck = pp Gr- (f;) (—p)k VO<k<n.

54D.h., f ist eine Polynomfunktion vom Grad n in unserem urspriinglichen Sinne.
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b) Sei f: R — R eine Polynomfunktion vom Grad n € N, und sei p € R fiziert. Gemdfs Teil
existieren ag, . .., a, € R mit a, # 0, sodass:

f(x):Zak‘(x—p)k VxeR. (297)
k=0
Fiir 0 <m < n erhalten wir durch m-faches Ableiten:

FM@)=> ap-k-(k=1)-...-(k—m+1)- (x—pF™
k=m

N (298)
=S g )
(k —m)! )
k=m
e Fiir m = n erhalten wir f™ = a, -n! — also gilt {9 =0 fiir alle ¢ € Nsg.
o Auswerten von (298|) an der Stelle x = p liefert:
(m)
o = L) V0 <m<n. (299)
m!
Somit sind die Koeffizienten ag, . . ., a, eindeutig bestimmt durch die ersten n Ableitungen von
f in p, und somit
n . fk)
fa) =S4 k,(p) @—p)f  VzeR (300)
k=0 ’

die notwendig eindeutige Darstellung von f in der Form (297) (also mit a,, # 0)@

Zusammen genommen zeigen nun die Teile und sogar, dass eine Polynomfunktion vom Grad
n € N eindeutig durch ihre Ableitungen bis zur Ordnung n in jedem beliebig vorgegebenen (aber
fizierten) Punkt p € R bestimmit ist.

Definition 65. Sei D nichtentartet, f: D — R eine Funktion, p € D ein Punkt, und n € N.

e Ist f n-mal differenzierbar, so ist das n-te Taylorpolynom von f in p definiert durch

(k)
[ (p) (2 —

o p)". (301)

Ti(f):R=R, x> »
k=0

Beachte: Der Grad von Ty(f) ist immer < n. Ist beispielsweise f = 0 die Nullfunktion, so ist der
Grad von T} (f) fir jedes n € N sogar gleich 0.

e Ist f glatt, so wird die Potenzreihe

(k)
(@) = TP (302)

k=0
als die Taylorreihe von f in p bezeichnet. (T2 (f)(z) = limy, T () im Ezistenzfall )
Bemerkung 70. Sei D C R nichtentartet, und p € D ein Punkt.

a) o Sei f: R — R eine Polynomfunktion vom Grad n € N in p € R. Wegen (300)) gilt f = Ty (f).

>Wegen "+ (p) = 0 fiir £ > 1, gilt natiirlich auch f(z) = 37 4¢ % - (z — p)* fiir alle z € R, fiir jedes d € Nxo.
Hierbei ist dann aber zu beachten, dass der Koeffizient mit dem grofiten Index nicht ungleich Null ist, d.h. n 4+ d

entspricht nicht dem Grad der Polynomfunktion f.
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o Sei f:= Qlkq, fir eine Potenzreihe Q(x) = Y712 cx-(x—p)* (inR) in p mit Konvergenzradius
R[Q] > 0. Dann gilt T;°(f) = Q.

Beweis. Wegen Korollar [43/ist f = Q|k[q) glatt mit

P (p)
il

(302)

VkeN TS(f) = Q. O

C —

b) Sei f: D — R eine n-mal differenzierbare Funktion mit n € N.
o Ableiten liefertlﬂ
TP () = fPp) YO<k<n  sowie THf)™ =0 VeeNs. (303)

Es ist Ty (f) eine Polynomfunktion vom Grad m < n; also gemdff Bemerkung @@ eindeutig
bestimmt durch die ersten n (genauer die ersten m) Ableitungen in p. Wegen (303) ist somit
Ty (f) die eindeutig bestimmte Polynomfunktion g: R — R vom Grad < n, mit g (p) =
F®)(p) fiir alle 0 < k < n.

e Insbesondere folgt mit (Ubung):
TR (TL(f)) = T5(f) VO < <. (304)
o Firn=11st
T,(f)(z) = f(p) + (z —p) - f'(p) VereD

diejenige affine Funktion, die wir bereits in der Charakterisierung von Differenzierbarkeit in

Lemma kennengelernt hattenﬂ

Ubung 113. Scien f,g: D — R n-mal differenzierbar mit n € NU {oc}. Zeigen Sie:
TN f+p-g)=A-To(f) +p-Tyg) VA peR.

Ubung 114. Seien f,g: D — R n-mal differenzierbar mit n € N. Zeigen Sie die Leibnizformel:

n

700 =3 (7) 1904w vpeD. (305)

k=0

Hinweis: Induktion analog zum Beweis von Satz@ (Binomischer Lehrsatz).

10.1.1 Der Satz von Taylor

Terminologie 28. Sei f: D — R eine n-mal differenzierbar Abbildung fiir n € N, sowie p € D ein
Punkt. Die Abbildung
Ry(f):D—=R,  zw f(x) = Ty(f)(@) (306)

heifit n-tes Restglied von f in p.
e Per definitionem gilt f =T} (f)|p +Ry(f)-
o Ist f k-mal (stetig) differenzierbar, so auch Ry (f) (Ubung . Zudem zeigt (303)):

k ..
RZ(f)( )(p) =0 fiir k=0,...,n. (307)
56Es ist T3 (f) eine Polynomfunktion in p. Wegen (299) ist T} (f)(k)(p) nun gerade das k!-fache des k-ten Polynomko-

effizienten % von T;L(f)““)(p)7 also gegeben durch f®(p).
67 Also die affine Funktion, die sich in p am besten an f in dem Sinne anschmiegt, dass sie in p den gleichen Wert und
die gleiche Ableitung besitzt. Ihr Graph ist die Tangente an den Graphen I'(f) durch den Punkt (p, f(p)).
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Satz 64 (Taylorformel). Sei f € C"*1(D,R) mit n € N. Fiir alle z,p € D gilt

@) =T +RO@)  mit R = - [ @i /00 (@08)

=
( Beachte: Fiir n = 0, erhalten wir aus obiger Formel in Ubereinstimmung mit Satz [57| (Hauptsatz):
fz) = Tp(f)(2) + RY(f)(x) = f(p) + [ f VzeD.)

Beweis. Die linke Seite von (308)) ist klar. Es bleibt somit noch die Integraldarstellung des Restglieds
auf der rechten Seite von (308) zu zeigen. Zunichst folgt mit (306]) und (303)

n n " n n n n
R2(f) D B pnrn) () = fintD), (309)
N———
B3

e Fiir n = 0, folgt mit dem Hauptsatz (zweiter Schritt) wegen R)(f)(p) = 0 (dritter Schritt)

R (1) (@) = B3 (@) = RYNG) + [ Y@ at B [ pyae= o [ o g0 ar
p p p
e Fiir n > 1, erhalten wir mit partieller Integration ( :u =[] — fab u' - v)

[ e a B [ e a

xT

= [— 0" RO @)+ [ @i RN at

oy

Die Gleichheit (x) gilt wegen (z — )™ = 0, sowie R;}(f)(”) (p) = 0 gemaf (307). Fir0 </ <n-—1,
zeigt eine analoge Rechnung:
=0

[ =0t moema=Te -0 RO+ [ -0 R0 a
p p

wegen (z — )¢ = 0, sowie Ry ( £O(p) =0 gemis (307). Induktiv folgt (erster Schritt)

/ @ty F () de =t / RE) (1) dt = nt - (RE(F) () — RE(F)(p) = nl - R(f) (),

mit dem Hauptsatz im zweiten Schritt, sowie R (f)(p) = 0 wegen (307)) im dritten Schritt. [

Wir wollen nun noch zwei weitere Darstellungen der Restgliedes besprechen. Die einfachste Dar-
stellung ist die folgende, welche fiir viele Abschéitzungen sehr wichtig ist.

Satz 65 (Restglieddarstellung nach Lagrange). Sei f € C"*1(D,R) mit n € N. Zu jedem x € D
existiert ein &, zwischerPy @ und p mit

n+1

R((e) = P ),

8Dh. o <& < pfirz <p, p<& < fiirp<az, und & = p fiir z = p.
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Beweis. Fir x = p gilt die Aussage offensichtlich fiir £, := p, da dann beide Seiten Null sind (siehe
(307) mit £ = 0). Sei nun p < x. Nach Satz [56| (Mittelwertsatz der Integralrechnung), existiert ein
&: € [p,x] mit (zweiter Schritt)

>0
Ry MR G e = e 06 [ e
_ 1y, [_ (z — ')nHr _ ntyge | (@ —p) !
"~ nl / (&) n+1 p_f (&) (n+ 1)~

Fir x < pist (t — )" > 0 fiir <t < p, und wir erhalten analog fiir ein &, € [z,p] (Satz |56 im
dritten Schritt)

n 1 * n n ( - x)n+1 P
R =y [ oo R Sl
=yt [T g = ) - [ o ar
ey @)™y o (@ p)
Korollar 44. Sei f € C™(D,R) mit n € N. Fiir jedes p € D gilt
L RA(@)

v=p (2 —p)"

Beweis. o Fiir n =0 gilt R)(f)(z) = f(z) — f(p) fiir x € D, also wegen der Stetigkeit von f in p:

lim w = lim f(z) — f(p) = 0.

T—p (x — p)” T—p
e Sei n > 1. Per definitionem gilt (beachte C"~}(D,R) C C™(D,R))
Ty (f)(@) + Ry (H)(2) = f(2) = T () (@) + Ry () ()

fiir x € D, und umstellen fithrt auf

(n)
RI(N)(@) = Ry~ (@) + (T (@)~ THN@) = Bp (1))~ T oy
Fiir p # = € D, liefert nun Satz [65] ein &, € D mit®)]
potlslp-al  sovie R = TP ging,)
also
BN@) 1 (=) ey SO0 N ) — £ )
wo =g (e - ) - FRELEER,

Fiir jede Folge (z¢)een in D\ {p} mit lim, z, = p gilt nun ebenfalls lim,§,, = p, also

Ry fO(E,) = F(p) F™(p) = £ (p)
hmzzhgn< ' p>:< P p>:0

¢ (xg—p)" n! n!

wegen der Stetigkeit (Folgenstetigkeit) von f(™). Da die Folge (x¢)sen beliebig war, folgt hiermit
die Behauptung (Proposition . ]

%9 Anders formuliert gilt &, € DN (p — |z — p|,p + | — p).

231



Bemerkung 71. Sei f: D — R eine Abbildung (D nichtentartet), und p € D ein Punkt.
a) Sei f € C"(D,R) mit n € N. Wegen Korollar [{4] und Proposition[10, ist dann die Abbildung

R? x
@ L,
O,: D — R, s { (x—p)
0 fir x=p.
stetig in p (sogar stetig wegen Proposition bzw. Proposition und Ubung @) Wir
erhalten hiermit (beachte Ry (p) = 0)
=Ry (z)
flx) =Tp(f) (@) + (. —p)" - On(x) VzeD. (310)

Fiirn =1 und h € D — p, erhalten wir f(p+h) = f(p)+ f'(p) -h+h-O1(p+ h), also die Cha-
rakterisierung von Differenzierbarkeit von f in p, die wir bereits in Lemma kennengelernt
hatten (setze dort e: h— O1(p+ h)).

b) Sei f € C"Y(D,R) mit n € N. Wegen Satz@ und der Stetigkeit von 1) in p, gilt

g BpN@) L FG) S (p)
e=p (x—p)"tt  zop (n1)! (n+ 1)

Wegen Proposition [1(] ist dann die Abbildung

Ry (f)(x)
P
@ —pyil fir x#p
U,: D—R, T (i)
0 (p) )
RS fir x=p,
stetig in p (sogar stetig wegen Proposition bzw. Proposition und Ubung @) Wir
erhalten hiermit (beachte Ry (p) = 0)
= Ry (z)
fla) = TH(f)(@) + (x —p)"* - Up(2) VreD. (311)

Firn = 0 und h € D — p, erhalten wir f(p+ h) = f(p) + h - Yo(p + h) mit Yo(p) = f'(p),
also die Charakterisierung von Differenzierbarkeit von f in p, die wir bereits in Lemma
kennengelernt hatten (setze dort ®: h— Uy(p+ h)).

Beispiel 82. Die Taylorentwicklung kann insbesondere dazu verwendet werden, Grenzwerte effizient
auszurechnen. Gesucht sei der Grenzwert
1 — cos(x)

lim 5
z—0 xT

Die Funktion f := 1—cos: R — R ist glatt. Dann gilt (f(0) =0

sin(0) = f(0), f”(0) = cos(0) = 1)
Ty(f)(x) =0 sowie T3(f)(z) = %2 fir alle z eR.
Fiirn =2 bzw. n =1, liefern bzw. , die Darstellungen
1—cos(z) = f(z) = 3 -2? + 22 - O9(z) bzw. 1—cos(z) = f(z) =2 Vy(2) firalle z€R,
mit (in 0) stetigen Abbildungen ©2,¥i: R — R mit O2(0) =0 bzw. ¥1(0) = L@ = 1. Es folgt

1 — cos(x) 1 1-— cos(x)‘

1 1
= -+ lim O(x) = = + 02(0) = = = ¥;(0) = lim ¥y (z) = lim
2 z—0 2

lim 5
2 z—0 z—0 x

x—0 1‘2
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I'ijung 115. Ser f: D — R n-mal differenzierbar mit n € N>, sowie D C R nichtentartet mit
D C D. Zeigen Sie, dass f := f|p ebenfalls n-mal differenzierbar ist, mit

o = f®) 5 VO<k<n.

Beachte: Ist p € D ein Punkt und I C R ein offenes Intervall mit p € I, so gilt obige Aussage wegen
Ubung @ insbesondere fir D =1ND.

Hinweis: Induktion mit Hilfe von Korollar[31}

Der néchste Satz ist eine Verschirfung der Restglieddarstellung von Lagrange; denn es wird f("+1)
nicht als stetig vorausgesetzt, und der £, entsprechende Wert liegt im offenen Intervall (p,p + h):

Satz 66 (Verschirfte Restglieddarstellung von Lagrange). Seip € R und h > 0, sowie f: [p,p+h] —
R eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung. Dann ezistiert ein 0y, € (0,1), mit

f(n-i—l)(p + Qh . h) ' hn-l-l
(n+1)! '

f(p+h) =T5(f)(h) +
Bemerkung:

e Satz (66 gilt in entsprechender Form (mit analogem Beweis) auch fiir eine (n + 1)-mal differenzier-
bare Abbildung f: [p — h,p] — R mit p € R und h > 0.

e Ist f: D — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung mit n € N, sowie p € D und h > 0 mit
[p,p+ h] C D, so lisst sich Satz 66| wegen Ubung auf die Einschrénkung f/f, 4 anwenden.

Beweis. Es gilt f € C"([p,p+ h],R) wegen Lemma [47} denn f ist (n + 1)-mal differenzierbar. Dann
sind auch die folgenden beiden Abbildungen n-mal stetig differenzierbar:

R: [0,h] =R, y—=Ry(f)lp+y)=flp+y) —To()p+vy)

g: [0,h] >R,y y"h

Es gilt R+ = f+D(p 4 ) wegen Tg(f)(”“) = 0, sowie gt = (n + 1)!. Weiterhin gilt
R (0) =0 = ¢Y(0) fiir 0</¢<n wobei g(e)](()’h] keine Nullstelle hat.

Iteratives Anwenden des allgemeinen Mittelwertsatzes (genauer (253)) in Satz , auf Einschrankungen
(beachte Ubung [115]) obiger Ableitungen auf geeignete Intervalle [0, u] fiir gewisse 0 < p < h, liefert
Faktoren 61,...,0,4+1 € (0,1) mit

fo+h) —Tp()p+h) _ R(h) _R(h) —R(0) _ RM( (
hntl ~g(h)  g(h)—g(0)  gW(O:1-h)  gW(0:-h) —gM)(0)
R®(6y-601-h) RO (661 -h) —RA(0)
(

gD (0s-01-n)  gD(O-6;1-h)— g2 (0)

61-h)  RW(O-h) —RI(0)

O

=:0p
——~
RO 000h) D (p+ 6y, - h)
(n+1)! N (n+1)!

Ubung 116. Sei f: D — R n-mal differenzierbar, mit n € Ng. Zeigen Sie:

k(Y =T B sowie  REF(FO) =RAH®  firalle 0<k<n
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10.1.2 Taylorreihen

Bemerkung 72. Das Konvergenzverhalten von Taylorreihen ist in der Regel nicht besonders gut.

a) Jede Potenzreihe (ungeachtet des Konvergenzradius) tritt als Taylorreihe einer geeigneten glatten
Funktion auf. Genauer gilt (siehe bspw. [1, Satz 4.5]):

Satz (Peano-Borel): Fiir jede Folge reeller Zahlen (cn)nen existiert eine Funktion f € C*°(R,R)
mit f("(0) = n!- ¢, fir allen €N, d.h. TE(f)(z) =300 cn - 2™

b) Auch wenn zu einem f € C*°(D,R) und p € D die Taylorreihe T;°(f) Konvergenzradius R > 0
hat, so muss sie nicht notwendigerweise f darstellen. Konkreter kann sogar Tp°(f)(z) # f(z)
fir allep #x € DN (p+ R,p—R) gelten:

Man betrachte beispielsweise die Taylorreihe TP (f) der Funktion

_1
T

e fir x>0
fiR—=R, <0 fir x=0 (312)
ex fir <0,

fiir die sich nachweisen lisst, dass f € C*°(R,R) mit f™(0) = 0 fiir allen € N gilt (Ubung[117).
In diesem Fall gilt TE(f) = 0 sowie flg\(oy > 0, d-h. TE(f)(x) =0 # f(z) fiir alle x € R\ {0}.

Ubung 117. Zeigen Sie, dass die Funktion [B12) glatt ist, mit £ (0) = 0 fiir alle n € N.

Lemma 62. Sei f: D — R eine n-mal differenzierbare Funktion, mit n € N U {oo}. Sei zudem
D C R nichtentartet mit D C D. Dann gilt

Tg(ﬂb):TZ(f) VpeD.
Ist insbesondere I C R ein offenes Intervall mit I N D # (), so gilt
Ty (flpar) =Ty (f) VpelnD.

Beweis. Wegen Ubung gilt (f| D)(k) = f)| p fiir alle & € N; womit die erste Behauptung unmit-
telbar folgt. Die zweite Behauptung folgt nun sofort aus Ubung [91lfa)| O

Notation 29. Fir D C R nichtentartet, p € D und € > 0, notieren wir vereinfachend
Dip,el :=DnN(p—¢e,p+e).
Gemdfs Ubung @ ist D[p, €| nichtentartet mit Dlp,e] C D.

Trotz des schlechten Konvergenzverhaltens von Taylorreihen im Allgemeinen, gibt es dennoch Kri-
terien, die deren Konvergenz sicherstellen. Der néichste Satz zeigt beispielsweise, dass glatte Funktio-
nen, die lokal durch konvergente Potenzreihen dargestellt werden kénnen, lokal mit ihrer Taylorreihe
iibereinstimmen.

Satz 67. Sei f € C(D,R), sowie Q(z) = Y 2 cn - (x — p)" eine Potenzreihe in p € D mit
Konvergenzradius R[Q] > 0. Es sei zudem 0 < & < R[Q] mit

f|D[p,€} = Q|D[p,5]' (313)

Dann gilt T°(f) = Q, also ¢, = % fiir alle n € N.
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Beweis. Gemifl Bemerkung|70fa)} gilt Tp°(Qlk[q)) = Q. Wir erhalten mit Lemma im zweiten und
im letzten Schritt (es ist K[Q] D D[p,¢] C D nichtentartet):

oo o] lo'e] " lo'e] e'e)
Q = T3 Qi) = T3 (Qlxia) pipe)) = T3 Qi) E T (Flopar) = TR0 0
Beispiel 83. Sei Q(z) = > 07, %, d.h. p =0, R[Q] = oo, f := expr = Q. Wir erhalten wegen
expp = expgr (vgl. (244)), in Ubereinstimmung mit Satz @
N 244) 00 o zn
f™(0) =" expp(0)=1 VneN = TE(f)(z) = 300 Lr

Wir haben das folgende hinreichende (nicht notwendige) Konvergenzkriterium fiir Taylorreihen.
Satz 68 (Konvergenzkriterium). Sei f € C*°(D,R), sowie M € [0,00) und N € N mit
|7 ()] < M™ VeeD n>N. (314)
Dann gilt f =Ty°(f)|p fiir jedes p € D.
Beachte: Fiir p € D gilt dann insbesondere
D c O[T (/)] = RIT;(f)] = supg(D —p).

Beweis. Seien p,x € D vorgegeben. Wir zeigen, dass dann lim, T)(f)(z) = f(z) gilt. Dann gilt
automatisch

. no f® . .
Tpe(f) (@) = lima Yo ™ - (= p)¥ = lim,, Tj(f)(@) = f(2).
Fiir n > N, folgt nun mit der Restglieddarstellung von Lagrange (Satz im zweiten Schritt

._ o _ pn =™t (M - |z —p)™*t'
0< A= |f(2) = Tp(f)(2)] = R(f) ()] = NCEIn | F D (En]e)| < CES

(&[n]z € D zwischen x und p). Da die Reihe exp(M - |z — p|) konvergiert, gilt lim,, k, = 0 (Lemma
. Lemma [31] (Quetschlemma) zeigt somit lim,, A,, = 0, also lim,, T?(f)(z) = f(z). O

p
Ubung 118. Sei f € C(D,R) sowie M > 0 und N € N mit
£ (@) < M™ - n! VaeD, n>N.
Dann gilt f|pp.e = T (f) D, fiir € == M1,
Beispiel 84. a) Sei f = cos: R — [—1,1] die Kosinusfunktion. Mit Satz[49 erhalten wir
fUl(z) = cos(z), fUHU(z) = —sin(z), fUHA(z) = —cos(z), fHT(z) =sin(z) (315)

fiir allen € N. Figr M =1 und N =0 gilt dann

f™ (@) < M7 VzeR, n> N,
also (B14). Satz[68 liefert somit fiir p =0 (erster Schritt): (cos(0)=1 A sin(0)=0)
cos cos
cos(x) 0°(cos)(x) nEO py x nEO @)l x nEO @) x

Im Einklang mit Satz[07, reproduziert diese Diskussion unsere Potenzreihendarstellung aus Satz
die wir unmittelbar aus der Definition der Cosinusfunktion erhielten.

(Eine analoge Rechnung reproduziert natiirlich auch die entsprechende Reihenentwicklung aus
Satz[50 fiir die Sinusfunktion.)
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b) x In Satz@ st es wichtig, dass die Konstante M nicht vom Index n abhdingt. Sei beispielsweise
D=[-22lund f: D>z ﬁ € R. In Beispiel hatten wir mit Hilfe der geometrischen
Reihe eingesehen, dass

1 n n _. —
1—1—3:2:7;)(_1) -2 =: P(x) Ve (-1,1)

gilt mit R[P] = 1. Satz[67 zeigt nun, dass TE(f) = P gilt, womit TE(f) nicht auf ganz [—2,2]
konvergieren (also dort auch nicht f darstellen) kann. Wegen f € C*°(D,R) sind nun aber alle
Ableitungen von f stetig, also gilt M, = |f™|s < oo fiir alle n € N (wegen Satz - Satz
vom Mazximum,). Satz@ zeigt somit, dass fiir jedes M > 1 und jedes N € N, ein n > N mit
M, > M"™ > M ezistiert, dass also die Folge (M, )nen insbesondere unbeschrdinkt istm

Satz 69 (Binomische Reihe). Fiir z € (—1,1) und o € R gilt (beachte (§) =1 auch fir o =0)

0
(1+x)a=g<z>-x” mat <(:L>::a-(a—l)-.ﬁ.!-(a—n—{-l) fir n>1, <(g>::1.
—_
=: Py(x)

e P, ist die Taylorreihe von (14 -)%: (—1,00) = R in 0, wegen Satz[67

e Fiir a € N gilt die Behauptung wegen dem binomischen Lehrsatz fiir jedes x € R; denn dann gilt
(%) =0 fiir alle n > o ((2) ist der tibliche Binomialkoeffizient).

o Fir o € R\ N, gilt R[P,] = 1.

Beweis. Sei a € R\ N; und fiir € Ry sei a[z], := (£) - 2™ # 0 fiir alle n € N. Dann gﬂ@

alx]ni1
alx],

alx]ni1

alx],

Daher konvergiert P(z) nach dem Quotientenkriterium (Korollar fiir alle x € (—1,1), und diver-
giert fiir alle x € R\ [—1, 1]. Dies zeigt (—1,1) C ©[P,] C [—1,1], also R[P,] = 1. Wir definieren

f:(-1,1) = R, x e 30000 (%) an
g: (—=1,1) — (0,00), e (1+2)*= erlog(1+a)

alx]ni1

li
1m a[$]n

n

‘oz—n

n+1"|x]:|x| —  Tim,

| = Jz] = lim,,

e g ist differenzierbar (Beispiel , mit im(g) C (0,00) und ¢(0) = 1. (exloe(l) = ¢0 = 1)
e [ ist glatt (Bemerkung mit f(0) = (3) =1, und es gilt (Nachweis siehe unten)

(1+2)- f'(z)=a- f(z) Vae (—1,1). (316)
Dann ist h := 5: (—1,1) — R definiert mit h(0) = 1; sowie differenzierbar nach Satz [40| (Quotien-

tenregel), mit

fl@) - A+2)* — fla) a-1+z)*" a flz) - A+2)* " —a flz) 1+2)*!
((1+z)*)? ((1+z)*)?

Geméf Korollar 32]12)|ist daher h konstant h(0) = 1; also gilt f(z) = g(z) fur alle x € (—1,1).

B (z) = = 0.

"0Selbiges gilt fiir jede Einschrankung Funktion (312)), auf ein Intervall [ R, R] fiir R > 0.

" Beachte limy, n%_l =0, sowie lim,, HLH =1 wegen lim,, ”TH =1.
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Wir erhalten (316]) durch gliedweises differenzieren (Bemerkung [67):

(1+$)-f'($)=(1+x)-i(z>n.xn—l

n=1
B Za-(a=1)-...-(a=n+1) ,_
—(1+x)-; (n—1)! E
> fa—1 e
=a-(1+2) (nl) 1

® 4. <1+§:<Z>x”> =a- f(z).

n=1
Im letzten Schritt (%) haben wir das Additionstheorem fiir Binomialkoeffizienten benutzt: (n > 1)

a—n
A

(72 (0 = e )
(@=1)-...-(a=n+1)-(a=n) «a (a)

n! a—n

(Beachte(g:}):%Wegen(a—l)—(n—l)—i—l:a—n—i-l.) O

Ubung 119 (Binomische Reihe). Sei z € (—1,1) vorgegeben. Zeigen Sie (jeweils dritter Schritt):

1 = (-1 =
1+x:(1+f’f)_1=z<n)'xn:Z(—l)"m”z1—x+x2—x3+--- (a)
n=0 n=0
1 Ly =2 -
oo 7= <n)'x"=Z(—1)n-(n+1).xn:1_2x+3x3—4x4+... (b)
n=0 n=0
00 1 0o
1 5 _ 2n—3)-(2n—5)-...-3-1
Vitz=(1 = 2) .2 =1 —1)n L. ( "
R M O R Y e e e Rl
2" . n!
1 1 1-3 1-3-5
14+ p—— . g2 3 - cat. .
Tty Tty s 21638 "
) o> o 2n—1)-(2n—3)-...-3-1
=S () m 1 Sy o (d
T, o ) nzo<n> ! +nzl( "y =2 -@n—v-.2 " @
2" . n!
1 2 1-3-5 1.3-5.7
=1 .op4 22 N R L
2 Pt Tyae  Taaes T T

Aus der Formel, erhélt man eine brauchbare Néherungsformel fiir die Wurzelfunktion:

Vi+rx1l+ g fiir kleine x.
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In der Speziellen Relativititstheorie, verwendet man oft Niherungen des Typs (Formel @)

1
2\ "2 1 2 1 2
c? 2 c2 2 2

( Die linke Seite heifit Lorentzfaktor, und wird mit v abgekiirzt.)

Beispiel 85 (Taylorreihe des Arcussinus). Wir betrachten die Arkussinusfunktion
arcsin =sin"': [-1,1] = [ - 5, 3]

Bemerkung @@ (erster Schritt) und Satz@ (dritter Schm’ttﬁ liefern fir v € (—1,1):

arcsin' (z) = \/11—7x? — (14 (%)t = i <_n§) (1) g — i <” - 5) e

n=0
Wegen arcsin(0) = 0, liefert Bemerkung @ die Entwicklung
= (n—1 1
3 — ) L. 2n+1 _1 1
arcsin(z) Z < " > 1 ® Vae (—1,1),

n=0

wobei die Reihe auf der rechten Seite ebenfalls den Konvergenzradius 1. hat. Konkreter gilt fiirn > 1:

(n_5> 1 (n=%-@0-%-...-.5 1  (2n-1)-(2n-3)-...-3-1 1

n ) 2n+1" n! 41 (2n)-(2n—2)-...-4-2 2n+1’
2" !
also in(z) n 1 3y 1-3 5, 1-3-5 T
arcsi(r) =x — X - —— X
2.3 2.4.5 2.4-6-7

10.2 Rechenregeln fiir Taylorpolynome und Taylorreihen

Wir wollen nun einige Rechenregeln fiir Taylorpolynome und Taylorreihen zusammentragen.

Satz 70. Seien f,g: D — R n-mal differenzierbar, mit n € NU {oo}.

1) Fiir \,p € R gilt: Ty - f+p-g)=X-T(f) +p-THg)
2) Fiirn € N gilt: Tg(f-g) :Tg(Tg(f)-TZ(g))
3) Es gilt " -
n [ Pe) g P e) m
Tp(f-g)—n;)(kgo o (m_k)!>- (::—p) - (317)
Bemerkung 73. (z=p)* (x—p)™"

a) Anschaulich bedeutet Satz dass man das Taylorpolynom von f - g erhdlt, indem man die
Taylorpolynome T} ( f) und T;L(g) ausmultipliziert, und anschlieffend alle Terme der Ordnung
> n + 1 wegfallen lisst (die ersten n Ableitungen besagter Terme sind ja in p gleich 0.

b) In Satz sein = oo. Dann ist T)°(f - g) wegen (317) gegeben durch das formelle Cauchy-
Produkt - siehe Cauchy-Produktformel in Satz[2{ — der Taylorreihen

0 40
@ =250 wyt wma TFe@ =3 P @)
=0 ' £=0 :

(=be) (=ae)

Es gelte R := min(R[T°(f)], R[Tp°(g)]) > 0: (fire >0 ist Dlp,e]=DN(p—e,p+e))

">Man kénnte hier im dritten Schritt auch Formel @ anwenden, sieht dann aber die elegante Umformung im letzten
Schritt nicht mehr so gut.
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o Wegen Satz @ konvergieren T2°(f)(x) und Tp°(g)(z) fir jedes x € (p — R,p+ R) = Br(p)
absolut. Wegen Satz und (317), konvergiert dann auch T°(f - g) auf Br(p) absolut, mit

T (f - 9)leri) = T (Nleee) - Tp (9)IBr(p)- (318)

Bilden der Taylorreihe in p beider Seiten, liefert Satz nun sogar fiirn = oom
e Eristiert ein 0 < e < R mit f|ppq = To°flpp,e wnd glpp.e = Tp°9Ipp,e, so folgt aus dem
vorangegangenen Punkt auch automatisch:

- B oo .
T°(f - 9| Dp,e) it T flope - T 9l D) = flpipel - 9lDpe) = (f - 9 IDpp,e)- (319)

Beweis. 1) Siehe Ubung
3) Die Leibnizformel (305]) (zweiter Schritt) liefert

"(f - g)™ > =
(TEED SR AL PR S (Z

m=0 m=0 k=0
n m (k) (m—k)
= (Z f k'(p) , f/(m_ (1)9')> (- p)™,
m=0 \ k=0 '

was die Behauptung zeigt.
2) Fiir € R erhalten wir (Leibnizformel (305)) bzw. Teil |3)|in der letzten Identitét)

Ty (H() - Ty (9)(2)

" (k) (0 (k) ]
= > 2. ! kl(p> = gu(p) @) Y ! kl(p) 5 m(p) (@ =)t
m=0 k,l € N: k+l=m ’ ’ n<k+£<2n ’ )
=: O[n + 1](x)
n m
_ ) 9" P p) m
- Z <Z x (m k) (r —p) + O[n + 1](x).
m=0 \k=0
Ty (f - 9)(x)
Aus der Definition von O[n + 1] ist nun klar, dass gilt:
On+19(p) =0 V0<j<n also T2 (On +1]) = 0. (320)

Wir erhalten somit aus Teil |1)| und (304)), dass

n (rmn n D] v n (1320) ) /2 (304) -,
TH(T() Tp0) DT - 9) + Ty 0+ 1) B 1p(Tps0) B s ). O
"3Beide Seiten sind glatt, mit Tp° (T;°(f - g)) = T3°(f - g) wegen Bemerkung bzw. Satz @
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Beispiel 86. Wir suchen die Taylorreihe T5°(h) in p =0, der Funktion

1
_ log(l+a)
1+

Aus Beispiel und Korollar (geometrische Reihe mit z = —x) wissen wir, dass

h: (=1,1) - R,

o _ (=D, 1 - E ok
fla) =log(l+a)=>_ e und g(z) == e (-1 .z (321)
k=1 k=0
1)) & e (g)()

fir alle x € (—1,1) gilt. Die Gleichheiten (x) werden durch Satz[67 gewdhrleistet, und liefern

FO)=0, 9O D g peNy  sowie  £90 = (“1)F fir keN.

Mit (317)) fiir n = oo und p =0 (erster Schritt), folgt hiermit:

0 no 1\k—1 00 n
Tg(h)(z) = T&(f - 9)(2) = ) (Z ( 112 : (—1)"’“) =3 (=) <Z ;) 2",

n=1 \k=1 n=1 k=1

Dariiber hinaus zeigt Bemerkung @ dass To°(h) auf (—1,1) (absolut) konvergiert, mit
T (M=) = T (D=1, T (@1 =f-g=h
Wir wollen schlieffilich noch eine Kettenregel fiir Taylorpolynome nachweisen:

Satz 71 (Kettenregel fiir Taylorpolynome). Seien D, D C R nichtentartete Intervalle, sowie g: D —
R und f: D — R zwei n-mal differenzierbare Abbildungen fir n € N, mit im(g) C D. Dann gilt

To(fog) = TH(Tl, (/) oTig)  ¥peD. (322)
Beispiel 87. Fiir n =1 liefert Satz die Kettenregel (f og)' = f'(9(p)) - ¢'(p). In der Tat gilt

Th(9)(z) = g(p) + ¢'(p) - (z — p)
TL ) (D)) = fa®) + £ (9(p) - (= — g(p))
T, (fog)(x) = flg(p) + (fog)(p)- (x —p)

fiir alle x € R. Einsetzen der ersten Identitdt in die zweite Identitdt liefert

(T (F) o Tp() () = () + f'(9(p) - (Th(9)(y) — 9(p)) Vy€eR,
—_———
=: a(y) g'(p) - (y—p)

also a(p) = f(g(p)) und o (p) = f'(g(p)) - ¢'(p). Somit gilt fiir alle x € R:

Ty(e)(@) = a(p)  +a'(p) - (= p)
= flg(p) + f'(9(p) - ¢'(p) - (= = p).
Satz besagt T (f o g) = Tp(a), also fiir x # p: ((x—p)#0)

Lty + (f 0 9)' () - Le—D) = flgtp)) + f'(9(p)) - ' (p) - (—).

Fiir den Beweis von Satz [71| benotigen wir die folgenden Hilfsaussagen:
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Ubung 120. Sei a: D — R n-mal differenzierbar mit n € N, sowie p € D. Zeigen Sie:
Ty (af) = T (Tp()) V{eN. (323)

Beweis. Fiir £ =0 gilt T} (af) = Tp(1) =1 = Tp(1) = Tp(Tp(c)"). Gilt nun (323) fiir ein £ € N, so
folgt (T (T (a)) = Tp(a) im vierten Schritt)

(0t = Tp(aeaf) IR T ) Tpaf) B () T (TR ))
T (THT (@) T (Ty()) ™ EE T () T(@)) = T (Ty0) ). O

Bemerkung 74. Sei g: D — R n-mal differenzierbar mit n € N, und p € D ein Punkt.

a) Seien ag,...,a, € R, und somit
v:R=R, =Yy ga (@ —g(p) (324)
eine Polynomfunktion vom Grad < n. Es folgt mit (323 sowie Satz
Ty (Yog) =Ty(voTy(g) (=Ty(TH(¥)oTy(g))). (325)

Beweis. Sei a := g — g(p). Wir erhalten mit (323]) sowie Satz

TZ(@D og) = T;L (Z ap- (g — g(p))z> Satz Z ap - TZ (ag) ap - Tg (TZ(O()E)
=0 =0

=0
Satz [TOYT] T ( Zn: a - TZ(a)e> =Ty ( Zn: ap- Ty (g — g(p))£>
=0 £=0
5ot ( > ac- (T(g) - g(p))£> = Tp (o T3(9)),
=0

wobei im vorletzten Schritt Satz und (304)) in der Form T} (g(p)) = g(p) benutzt wurde. [

A~

b) Sei h: D = R eine k-mal differenzierbare Abbildung, mit 0 < k < n und im(g) C D. Dann gilt:

ROg(p) =0 VO<i<k — (hog)®P(p)=0 VO<l<k (326

Beweis. o (IA): Fiir k = 0 ist (ho ) (p) = h(g(p)) = 0.
e (IV): Sei 0 < k < n, sodass fiir jede k-mal differenzierbare Abbildung h: D — R gilt:

A9 g(p) =0 VYO<IL<k — (hog)D(p)=0 VO<lL<k  (327)
o (IS): Sei h: D — R (k + 1)-mal differenzierbar, mit h()(g(p)) = 0 fiir alle 0 < £ < k + 1.

— Es erfiillt & = h die linke Seite von (327)), also auch die rechte (IV). Wir miissen daher nur
noch (ko g)* 1 (p) = 0 nachweisen.

— Bs erfiillt & := A die linke Seite von (327), also auch die rechte (IV). Die Kettenregel
(zweiter Schritt) und die Leibnizregel (305) (dritter Schritt) liefern

(ho9) ) = ((ho9) V) = (0 ) 9) )

k
AN .
:Z<g>‘(h09)()(p) g0 p) =0 O
=0 -
2o
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Beweis von Satz[7], Wir schreiben f = ¢ + h mit ¢ := Tg(p)(f) und h = Rg(p)(f). Dann gilt
fog=1og+ hog, und wir erhalten hiermit (erster Schritt)

n Satz .'. n n " n n n
Tp(fog) = Tp(bog)+Tyhog) = Ty(voTy(g)) +Tp(hog),
—_———
I T3 (T (f) © T5(9))
mit T (h o g) = 0 wegen

(307)

K%)= Ry, (NO ) F o vo<e<n B2

(hog)P(p)=0 V0O<{<n

== Ty (hog) =0. O

10.3 Reell Analytische Funktionen

Definition 66 (Reell Analytische Funktionen). Fine glatte Funktion f: D — R heifst reell analytisch,
wenn sie lokal in jedem Punkt durch thre Taylorreihe dargestellt wird, d.h., wenn zu jedem p € D ein
0 <e <R[T°(f)] ewistiert mit (Dlp,e] € K[T}(f)])

flope =T (Hlppe mit Dip,el = DN (p—e,p+e). (328)

Bemerkung: Gemdfs Satz [67 ist dies gleichbedeutend damit, dass zu jedem fizierten p € D eine
Potenzreihe Q in p mit Konvergenzradius R[Q] > 0 existiert, sodass f|pp.e] = Q|ppp,e fir ein 0 <
e < R[Q] gilt.

Ubung 121. Seien f,g: D — R reell analytisch, sowie A\, € R. Folgern Sie aus Bemerkung
sowie den entsprechenden Rechenregeln fiir Potenzreihen, dass auch die Funktionen (f - g) und
(A f+ p-g) reell analytisch sind.

Am Ende dieses Abschnittes werden die folgenden beiden allgemeinen Sétze bewiesen (Satz [72f und
Satz [73). Hierfiir benttigen wir zunéchst den technisch aufwendigen Doppelreihensatz (Satz ,
weswegen wir an dieser Stelle erst einmal einige Konsequenzen dieser Satze diskutieren.

Satz 72. Sei K € {R,C}. Gegeben seien Potenzreihen
Pz) =) ca-(z—q)" und Qz) =) by-(z—p)"
n=0 n=0
in den Entwicklungspunkten ¢ € K und p € K, mit R[P] > 0 < R[Q] sowie by = Q(p) = q. Es existiert
ein 0 < r < R[Q] mit Q(Br(p)) C K[P], sowie eine Potenzreihe H in K im Entwicklungspunkt p

mit R[H] > r sowie PoQlg,p = Hlg, )

Genauer ist H gegeben durch

H(a:):co+z<2cn- > bpl-...-bpn>-(:lj—p)m.
m=1 n=1

P1y-Pn€Nso: 3T pj=m

Korollar 45 (Verkettung Analytischer Funktionen). Seien g: D — R und f: D — R reell analytisch
mit im(g) C D. Dann ist auch f o g reell analytisch.

Beweis. Fiir € > 0 klein genug, existiert wegen Satz [72| eine Potenzreihe H im Entwicklungspunkt p
mit R[H] > ¢, sodass: (beachte D[p,e] = D N B.(p))
(fo9)|Dlp,e

Wpee ot —H
fodlppe = Tgif o Ty glppe = Hlpp.e)

S22B0 peo(fog) = H,

o

s ° T 9le.p) = Hle.(p)

e verkleinern
—

Erste Implikation (Gleichheit (x)):
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e Durch Verkleinern von € > 0, kdnnen wir g|pp,c = T;°g|pjp,e) erreichen.  (Analytizitit von g)

e Per Annahme, existiert ein £ > 0 mit f| Dlo)dl = Lot | Dlo(p)E (Analytizitdt von f)
e Durch Verkleinern von &, kénnen wir g(D[p,e]) € D[g(p), é] erreichen (g ist stetig). O

Satz 73. Sei K € {R,C}, und P(z) =>_,° jcx-(x—p)" eine Potenzreihe in K im Entwicklungspunkt
p € K, mit R[P] > 0. Zu jedem q € K[P] ezistiert eine Potenzreihe Q in K im Entwicklungspunkt qlﬂ

mit RI[Q) > R:=R[P]—|¢g—p| >0 sowie Plerig) = Qg (329)
Genauer ist Q gegeben durch

Q(z) = i (icn <§L> -(q—p)”_m> (=)™

m=0 n=m

=: B,

wobei die Koeffizientenreihe By, fir jedes m € N absolut konvergiert.

R

R[igj.].,uu. / q
p
K=C

Wir wollen nun zunéichst einigen Konsequenzen von Satz [73] diskutieren.

Korollar 46. Jede reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius (> 0) stellt auf ihrem Kon-
vergenzkreis eine reell analytische Funktion dar.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz [73] fiir K = R, sowie Satz [67}
Fiir f:=Plgjp; und D := KI[P], liefert (329): (Dlg, R] = Br(q) € Bgpp)(p) = K[P])

[329)
f|D[q7R] = (P|K[P])|D[q7R] = P|D[q,R] = P’BR(Q) ! Q‘BR(‘]) = Q|D[q7R]'

Wegen Satz |67] gilt T5°(f) = Q, womit die Behauptung folgt. O

Proposition 16 (Analytische Fortsetzung). Sei f: D — R reell analytisch. Dann gilt f = flp fiir
eine reell analytische Funktion f: I — R, wobei I C R ein offenes Intervall mit D C I ist.

Beweisskizze. Ist beispielsweise D = [a,b) fiir R 3 a < b € R, so definiert man

=R
o (a— RITSG oo [TE(NE) fir re@-Ra)
fr (a=RITF(N)]:0), H{f(x) fir € [a,b).

=:1
Man sieht leicht ein:

e Lokal um a, wird f durch T2°(f) dargestellt; und zwar weil f fiir ein ¢ > 0 auf [a,a + ¢) durch
T2(f) dargestellt wird, und weil f definitionsgeméf auf (a — R, a) durch TS°(f) dargestellt wird.

™Es gilt Br(q) C K[P] =Bgrpi(p): [t—q/ <R = |z—p|<|z—q|+|¢—p|l < R+I|g—p|l=R[P]
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e Lokal um p € (a,b) wird f durch To0(f) dargestellt, weil f l(apy = [ gilt, und weil f lokal um p
durch T}°(f) dargestellt wird.

e Lokal um p € (a—R, a) wird f durch T;o(f) dargestellt, weil f](a,b) = TS°(f) gilt, und weil T°(f)
wegen Korollar 46/ lokal um p durch Tp° (Tgo( f )) dargestellt wird.

Somit wird f in jedem Punkt lokal durch eine Potenzreihe in diesem Punkt dargestellt, womit die
Behauptung aus Satz [67] folgt. O

x Beweis. Ist D offen, so ist die Behauptung evident. Sei also D nicht offen. Dann ist D von der Form
a,b) mit R>a <beR, (a,b] mit R>a<beR, oder [a,b) mit R > a < b€ R (vgl. Bemerkung
und Ubung . Wir behandeln nur den dritten Fall (die anderen Fille folgen analog). Sei also
D = [a,b) mit R > a < b € R. Wir definieren

=:R

£ (a=R[TZ(f)].b) { ’
: (a— ,b), x
a[ f(z) fir z € [a,b).

Per Konstruktion gilt f = f |p, und zudem ist f analytisch:

e Seip € (a,b). Es existiert ¢ > 0 mit f|p, o = Tp°(f)|pjp,)- Indem wir e > 0 verkleinern, kénnen
wir Bz(p) C (a,b) C I annehmen, also I[p,e] = B.(p) = DIp,¢] (¢ < R[TP(f)]). Dann gilt

Pl = Flope = T2 (Dlppe = T (F)lipp.e)-

(Wegen Satz @ gilt dann auch Tgo(f) =T(f).)
e Sei p = a. Es existiert € > 0 mit f[ppq,c = T5°(f)|pja,e)- Indem wir € > 0 verkleinern, kénnen wir
Be(a) C I annehmen, also I[a,¢] = B.(a) und Dla,¢] = [a,a + ). Dann gilt:
- f’[a,aJrE) = f’[a,aJrs) = f’D[a,a} - T((;O(f”D[a,s] - Tgo(f)‘[a,a+5)-
- f|(a—e,a) = Tzo(f”(a—s,a)-
Dies zeigt flrjpe) = fliac,ate) = T (Fla—esare) = T2 () 1jag-
(Wegen Satz @ gilt dann auch T°(f) = T(f).)
e Seip € (a — R,a). Gemifl Korollar existiert ein 0 < ¢ < min(|p — a|, R) mit

I [p,E};EE (»)

T (Nlee) = Ty (T (). w) Flipe) = T (Dleairy = T (T2 ()l -

(Wegen Satz @ gilt dann auch Tgo(f) = T (T (f))lB.p)-) O

Aus Proposition und Korollar erhalten wir die folgende fundamentale Aussage iiber reell
analytische Funktionen:

Satz 74 (Lokale Bestimmtheit). Sei f: D — R reell analytisch. Dann sind dquivalent:
i) Es gilt f =0.
ii) Es existiert eine Folge (xp)nen in D\ {p} mit lim,, x,, = p, sowie f(x,) =0 fiir alle n € N.

Beweis. o Es gelte die Bedingungm also f = 0. Da D nichtentartet ist, existiert ein p € D und eine

Folge (2 )nen in D\ {p} mit lim, 2, = p (Ubung|90| und Bemerkung [53b))). Dann gilt natiirlich
f(zy) =0 fiir alle n € N.
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e Es gelte die Bedingung Wegen Proposition [16| diirfen wir (der Einfachheit halber) annehmen,
dass I = D offen ist (einfach indem wir notfalls zu einer analytischen Fortsetzung von f iibergehen,
fiir welche die Voraussetzungen dann ja offensichtlich auch erfiillt sind):

Wir wihlen ¢ > 0, sodass f[g,(») = Tp°(f)lg.(p) gilt (vel. (328))), insbesondere B.(p) C K[T°(f)].
Korollar [30] angewandt auf Q = T°(f) zeigt T;O(f)\K[Tgo(f)] =0, also flg_ ) = T°lg.(p) = 0.
Es bezeichne nun M die Menge aller offenen Intervalle J C R mit p € J C I, sodass f|; = 0 gilt:

— Esgilt (p—¢,p+¢) =B:(p) € M #0.

— Esist O := (J ) J € I als Vereinigung offener Intervalle offen wegen Proposition
und zudem ein Intervall wegen Ubung [22| (beachte p € J fiir alle J € M).

— Es gilt flo =0, denn jedes = € O ist in einem J € M enthalten.

Wir wollen nun zeigen, dass O = I gilt; und schreiben hierfiir:
I'=(t_,uy) sowie O = (o_,04) mit Roi_<o_<oy <y €R.

Angenommen es gilt oy < ¢y (den Fall .= < o_ behandelt man analog). Wir wiihlen eine Folge
(Zn)nen in O mit lim, ¢, = oy =: p. Dann gilt f(z,) = 0 fiir alle n € N.

— Es existiert ein 0 < & < R[TF(f)] mit flg.3) = T3 (f)lB:(5)- (Analytizitdt von f).
— Es existiert ein N € N mit z,, € Bz(p) C K[T5°(f)] fiir alle n € N, d.h,,

TR(f) () = flan) =0 Vp>N Kool T (f) ke = O

= fle-p) = T5 ()l = 0-

Offensichtlich Bz(p) NO # 0, also ist J = B:(p)UO C I geméif Ubung~ ein Intervall, sowie offen
wegen Proposition OM3)\ Dann gilt f|; = 0, also J € M wegenp € J. Wegen o = p € J\O # 0,
widerspricht dies der Definition von O. O

Ubung 122. Sei §) # I C R ein offenes Intervall, und f: I — R eine Abbildung. Zeigen Sie:
a) Ist f reell analytisch und J C R ein offenes Intervall mit J C I, so ist f|; ebenfalls reell
analytisch.

b) Esist [ reell analytisch, wenn zu jedem p € I ein offenes Intervall J C R mitp € J C I existiert,
sodass f|; analytisch ist.

Hinweis: Die Behauptungen folgen zwanglos, wenn Sie die Bemerkung in Definition[66| beriicksichtigen
(Sie diirfen diese also frei verwenden).

Ubung 123. Seien § # I,J C R offene Intervalle mit INJ # 0. Seien f: I — R und g: J — R
analytische Funktionen. Zeigen Sie, dass f|ing = gling gilt, sofern ein p € I N J und eine Folge
(Tn)nen in INJ\ {p} existiert, mit f(xy) = g(xy,) fir alle n € N.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass die Einschrinkungen f|rny und g1~y analytisch sind. Benutzen

Sie dann Satz und Ubung .

Ubung 124 (Maximale Analytische Fortsetzung). Sei f: D — R analytisch, und es bezeichne M
die Menge aller analytische Fortsetzungen von f, d.h., die Menge aller reell analytischen Funktionen
g: I — R mit I CR ein offenes Intervall, sodass D C I und g|p = f gilt. Wir definieren f: I:=
Ugenr dom(g) — R durch die Vorschrift

f(z):=g(x) firein ge M mit x € dom(g)

fiir alle © € I. Zeigen Sie in der gegeben Reihenfolge:
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o I ist ein offenes Intervall.
o [ ist wohldefiniert mit g = f\dom(g) fiir alle g € M.
o f ist analytisch.

Wegen dem dritten Punkt wird f auch als die mazimale analytische Fortsetzung von f bezeichnet.

10.3.1 Der Doppelreihensatz (*)

(In der Vorlesung Satz (75| kurz erklért. In der Zentraliibung bewiesen.)
Sei K € {R,C}. Wir erinnern an die folgenden Sachverhalte:

Bemerkung* 13.

a) Seiy 7 ¢y eine absolut konvergente K-Reihe, d.h. 377 |en| < 00. Dann konvergiert wegen Satz
auch Z;’Lo:p Cn, und wegen der Dreiecksungleichung sowre Lemma (Erhalt von Ungleichungen
unter Limiten — angewandt auf die entsprechenden Folgen der Partialsummen) gilt

‘Zzozp Cn

<D nplenl

b) Seien > 0" o an, Y noobn positive Reihen, mit > " (b, < co konvergent und a, < by fir alle
n € N. Dann konvergiert > ° an nach dem Majorantenkriterium (Satz , und Lemma
(angewandt auf die entsprechenden Folgen der Partialsummen) zeigt

om0 n < 3oz b

c) Sei Y o7 qcn < 00 eine positiv und konvergent K-Reihe. Dann gilt wegen Satz (monotone
Konvergenz fiir Reihen)

0 <> oce <supr({Dpgcr[n €N} =370 gen Vm e N.

Satz 75 (Doppelreihensatz). Sei (anm)m,m)enxy eine Familie von Elementen in K mit

Z lanm| <oco VneN sowie Z (Z |anm|> < 00. (330)

m=0 n=0
Es gelten die folgenden Aussagen:

1) Fir jedes n € N, konvergiert die Reihe Y > anm absolut; und die Reihe Y 2 (30 anm) ist
ebenfalls absolut konvergent (also auch konvergent).

2) Fir jedes m € N, konvergiert die Reihe Y . @y m absolut; und die Reihe Y >0 o (D 0" o an,m) ist
ebenfalls absolut konvergent (also auch konvergent), mit

5(Ee) - (E)

Beachte: Die Teile und gelten dann automatisch auch fir die Familie (anm)n,m)enxn der Ab-
solutwerte Gy m = |an,m| fir alle m,n € N, da fir diese Familie die entsprechenden Voraussetzungen
ebenfalls erfillt sind.
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* Beweis. 1) Wegen der linken Seiten von (330) konvergiert Y > anm fiir jedes n € N absolut.
Wegen Bemerkung |13 existiert somit auch Yoo Gnm € K fiir jedes n € N, und es gilt

(0@
< Z |an,m| < oo.
m=0

Die rechte Seite von (330]) zusammen mit Bemerkung [13}{b)| liefert

ni:;) mz:oanm = Z <mzo|an,m\> < 0.

2) Sei zunéchst ay,, > 0 fiir alle n,m € N, d.h.

i Ap,m < 00 VneN sowie i (i amm) < 00 (332)

wegen , da |anm| = anm, fir alle n,m € N. Wegen der rechten Seite von (332) gilt M :=
Yoo (Em 0 Gn,m) < 00. Bemerkung [13lic)| liefert

ZZanmSZZanm—ZZanms (Zanm)<M (333)

m=cn=0 m=0n=0 n=0m=0

fiir alle ¢, p, ¢ € N mit ¢ < p.

e Wihlen wir in (333)) m = ¢ = p, so erhalten wir mit Satz (18| (monotone Konvergenz fiir Reihen)

q 0
ZammSM Vm,qg €N Sat:z@ Zan7m§M<oo VmeN. (334)
— n=0

e Wihlen wir in (333)) ¢ = 0, so erhalten wir mit Lemma [30| im letzten Schritt (die linke Seite
existiert wegen der rechten Seite von (334)))

Z(Zanm>—hmzzanm_ VpeN.

m=0n=0

Satz 18| (monotone Konvergenz fiir Reihen) zeigt daher die Konvergenz

i (i an,m) < M = i (i an,m) < 00. (335)
m=0 \n=0 n=0 \m=0

Insbesondere zeigt dies die absolute Konvergenz von Y (377 ; anm) (beachte ay, ,, > 0 fiir
alle n,m € N, also | > 07 g anm| = D oo Gnm)-

o Wegen (rechte Seite) und (linke Seite) erfiillt nun die Familie (Gnm ) (n,m)enxn mit
Qn,m = Qm,n > 0 fiir alle m,n € N die Voraussetzungen unseres Satzes. Die selbe Argumenta-
tion wie gerade eben liefert daher (im zweiten Schritt wird fiir @y, 4, benutzt)

5 () B (Ee) £ (5me) S (S)

Indem wir die Summationsindizes in der Form m <> n umbenennen, erhalten wir

3 (Zm) < Z (Zm>

n=0

Zusammen mit (335)) zeigt dies (331]).
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Sei nun a,,, € K fiir alle n,m € N beliebig. Dann gilt (332)) fiir die Familie (Gm,n)(n,m)enx

mit G p = |amp| fir alle m,n € N. Wir erhalten aus dem bereits Bewiesenen (sowie den
Voraussetzungen ):
o0 o0
Z|an7m\<oo VneN sowie Z|an7m\<oo VmeN
=0 =0
" " (336)
[o¢] o0
€33 (S tounl) = 32 (Sl ) €
m=0 m=0 \n=0

Insbesondere wissen wir nun bereits (rechte Seite in der ersten Zeile), dass die Reihe Y7  ap, p, fiir
alle m € N absolut konvergiert. Weiterhin sind wegen die Voraussetzungen unseres Satzes
fiir die Familie (Gn,m ) (n,m)enxn Wit Gnm = am,y, fiir alle n, m € N erfiillt. Somit zeigt Tei unse-
res Satzes, angewandt auf diese Familie, dass die Reihe Y2 (3" s anm) = > oo oo Gmon)

m=0
absolut konvergiert, also insbesondere auch konvergiert. Es bleibt daher nur noch (331]) nachzu-

weisen. Sei hierfiir

a(p,q) == Z (Z ‘amm’) +Z Z |an,m|

n=p+1 \m=0 n=0 \m=q+1

o)

b= 3 (z\anmr>+i 3 ol

m=p+1 m=0 \n=q¢g+1

fiir alle p,q € N. Es gilt

a(p',q') < a(p,q) fiir B, qd") < B(p,q) (337)

fiir p,q,p',¢ € N mit p < p/ und ¢ < ¢'[?| Weiterhin erhalten wir fiir p, ¢ € N mit der Dreiecks-
ungleichung und Bemerkung [13]la)

3 () -3 (S wn) =) S (L] #3232t

n=0 n=0 n=p+1 \m=0 n=0 \ m=qg+1

[e.9]

5 (S0 ) -3 (S )= | & (Son) 3 [ 5 ] | <500

m=0 m=0 m=p+1 m=0 \n=qg+1

Sei nun € > 0 vorgegeben:
e Wegen der zweiten Zeile in (336)), existiert ein P € N mit
o0
> (Sbnl) <55 3 ()
n=P+1 m=P+1 \n=0

e Wegen der ersten Zeile in (336)), existiert ein @ € N mit

oo

£
Z lanm| < ——— vo<n<P
W5 1-(P+1)
> 5
S gl < S VO<m<P
i 4.-(P+1)

"Vergrofert man ¢, so dndert sich am ersten Summanden nichts, und der zweite Summand verkleinert sich. VergroBert
man p, so verkleinert sich der Gesamtterm wegen > % [an,m| > > 7_ 1 |an,m| fiir alle n € N.
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Wir erhalten

9 9 9 . 9 9 9

Wegen gilt dann a(N, N), B(N,N) < § fiir N := max(P,Q), also erhalten wir
Z (Z Qan m) - Z (Z an,m)
n=0 m=0 \n=0

Z;) (Z anm) _Z% (Z anm)

< a(N,N) + B(N,N) < - + - =

Da e > 0 beliebig war, folgt hiermit (331)). O

15 (&) S )

Wir kénnen nun die Sétze [72] und [73] beweisen:

10.3.2 Der Beweis von Satz (*)

(In der Vorlesung nur Lemma [63] kurz erldutert.)

Ubung 125. Sei ¢ € Nvg, und zudem Y02 o cliln eine absolut konvergente K-Reihe fir 1 < j < ¢,
mit K € {R,C}. Zeigen Sie per Induktion mit Hilfe der Cauchy-Produktformel (Satz W, dass

(Z 0[1]n> (Z c[ﬂn> => ( > 1], -...-c[z]m> (338)

= = = '
n=0 n=0 n=0 \py,..pe€N: 30 pj=n

=: A,

gilt, wobei die Rethe ), A, absolut konvergiert.

Lemma 63. Sei { € Ny, ¢ € K, und zudem Pj(x) = > > jcljln - (@ —p)" fir 1 < j < £ eine
Potenzreihe in K im Entwicklungspunkt p mit R[P;] > 0. Dann gilt fir R := min(R[P1], ..., R[P¢]):

Pi(x) ... Pylx) = Z ( Z cp, ... ey, - (z— q)”) vV € Br(p).
n=0 \p, .. peeN: Z§:1 pj=n

Ebenfalls gilt fir die entsprechenden Absolutreihen Pj(z) := Y o o |c[iln - (x — p)"| fiir 1 < j < n:

Pi(z)-... - Pylz) = Z( > ycmm-...-cmm-(x—p)”y> Yz € Bgr(p).
n=0 P1,..,peEN: Zle pj=n

Beweis. Dies folgt sofort ausf}bung denn fiir jedes = € Br(q), sind wegen Br(q) C K[P1]N...N
KI[P(], die Reihen P;(z) und P;(x) fiir 1 < j < ¢, wegen Satz absolut konvergent. O

Beweis von Satz[73. Da Q|k[q) stetig ist mit Q(p) = ¢, existiert 0 < R’ < R[Q] mit Q(Br/(p)) € KI[P].

e Wir betrachten die Potenzreihe Q(z) := Y omet [bm| - 2™ < oo Wegen der absoluten Konvergenz
von Q auf K[Q], existiert ein 7 > 0 mit Q(r) = 3.°°_, |by| - ¥ < oo. Somit gilt R[Q] > r > 0.
Dann ist Q[B ) stetig, und wegen Q(0) = 0 existiert somit ein 0 < R < min(r, R') mit

Q| —pl) = Z|b )" <R[P] Vz € Br(p).
Zudem gilt Q(Br(p)) € K[P] wegen R < R'.
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e Wegen der absoluten Konvergenz von P auf K[P], gilt dann fiir x € Br(p):

o>Y >3 cn-<z|bm-<x—p>"r>
n= n=1 m=1

(Z b <x—p>”|>

=0 m=1

=3l (Z b - —p>“|)

Se(E 5 hene)
m=1py,...pn€Ns0: D7 pj=m

:Z<Z|C"| Z ’bp1'---'bpn'(x—p)m|>a
m=1

= P1y-Pn€Nso: 30 pj=m

Vv
= Tnm

wobel wir im vierten Schritt fiir jedes n € Ny, separat Lemma [63] fiir den Fall angewandt haben:
Pi(x) = P(z) = 2% o |bm - (z — p)™| fiir alle 1 < j < £ = n, mit by = 0 sowie by, = by, fiir
m € Nso. Insbesondere gilt

i Tpm <00 VneN sowie Z <Z ™ m) < 0. (339)

m=1 n=1

e Analog erhalten wir fiir x € Br(p):

P(Q(x)) = ch ’ (Q(HJ) - q)n = ch ' <Z b, - (.T _p)m)
= n=0 m=1
:co+ch-<Z Z bpl-...-bpn-(a:—p)m>

m=1p,,.. Pn€N>Q: ZJ 1 Pj=m

ZCO+Z<Z ' Z bpl"“'bpn'(xp)m),

m=1 pl,...7pn€N>0: Z;-L:lpjzm

= an,m

wobei wir im dritten Schritt fiir jedes n € N5 separat Lemma [63] . 3| fiir den Fall angewandt haben:
Pi(z) = P(x) = 320°_ by - (x —p)™ fiir alle 1 < j < £ = n, mit by = 0 sowie by, = by, fiir m € Nxg.

Wir setzen ag,y, := 0 fiir alle m € N, sowie a0 := 0 fiir alle n € N. Dann gilt |a,m| < 7, fiir alle
n,m € Nsg, sodass die Voraussetzungen (330) von Satz |75 wegen (339)) erfiillt sind (Majorantenkri-
terium). Wir erhalten aus besagtem Satz (zweiter Schritt):

P(Q(x)) =co+ Z (Z an,m> =co + Z (Z an,m)
= = m=0 \n=0
(ZC”' Z bpl""'bpn>'(1’_19)m

P1,-spn€Nso: 30 pj=m

_|_

= Co
m=1

o0

co—i—Z(ch- Z bpl-...-bpn>-(x—p)m
m=1

P1,-Pn€Nso: D00 pj=m

fir alle z € Bgr(p). O
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10.3.3 Der Beweis von Satz [T3|

Beweis von Satz[73 Fiir n,m € N und x € Br(q) definieren wir

n
. . _ \n—m _\m . <
G i Cn <m> (¢ —p) (xr—q) fir m<n

0 fir m>n.

Der Binomische Lehrsatz liefert:
= (z —p)

w)—icn-((q—p) (z —q)) Z%-Z()(q—p) " (z— )" Z(Zanm>

m=0

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzungen (330)) von Satz [75| erfiillt sind:
e Offensichtlich gilt > >°_ |anm| = D m_o |an,m| < oo fiir jedes n € N (die Summe ist endliche).
e (lg—pl+lz—dql) <lg—pl+ R=|g—p|+R[P]—l¢g—pl=R[P

Mit der absoluten Konvergenz von P auf K[P] (Satz [29|b))), folgt

5 (32 ool ) =3 (S e (1) - )
n=0 \m=0 n=0 \m=0
= <\cn\ > <:1> Jlg=p"" |z — q\’”)
n=0 m=0
=3 Jeal - (lg = pl + o — )"
n=0

Wir erhalten mit der ersten Aussage in Satz (Doppelreihensatz) fiir m € N, mit einer Wahl

q # x € Br(q):
o0 o0 n
o> =g 3 lonml = < >-<q—p>"m,
n=0 n=m m

was die absolute Konvergenz (also auch die Konvergenz) von By, = > 07 cn- (1) - (¢ —p)" ™ zeigt.
Weiterhin zeigt nun Satz [75|12)| (zweiter Schritt):

o-£(E) 5 )

n=0 m=0
=2 (Z Cn - (Z) (g=—p)"" - (x = Q)m)
m=0 \n=0
= i (i Cn <n> (g—p)" m) (z—q¢)" = Q(x)
m=0 \n=m m
B,
Dies zeigt Q(z) = P(z) fiir alle x € Br(g), und hiermit folgt nun automatisch R[Q] > R. O

11 Mehr zu Normierten Riaumen

Im Folgenden sei K € {R,C} und n € Nyg. In diesem Kapitel lernen wir den Begriff der Aquivalenz
von Normen kennen, den wir im Falle des K™ naher untersuchen werden. Zudem werden wir weitere
interessante Normen auf dem K" kennenlernen, deren unendlichdimensionalen Analoga eine wichtige
Rolle in der Mafltheorie spielen. Hierfiir ben6tigen wir zunéchst den Begriff der konvexen Funktion.
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11.1 Konvexe Funktionen
Definition 67. Sei D C R ein Intervall. Eine Abbildung f: D — R heifst

e konvex, wenn fir alle x,y € D gilt:

fla+X-(y—x)) < fla)+A-(fly) - f(z)) VO<A<TL (340)

-~

Ay+(1-2) -z A f(y)+(1=A)- f(2)

z z+ XN (y—x) Y

Beachte: Es ist [0,1] 2 A— f(x) + A (f(y) — f(x)) € R die Sekante des Graphen I'y von f, die
durch die beiden Punkte (x, f(x)) und (y, f(y)) verlduft.

e konkav, wenn —f konvex ist, d.h., wenn fir alle x,y € D gilt:
JaA-(-2) = f@)+ A (fy) - f@@)  YoO<A<1. (341)

Bemerkung 75. Die Bedingung (340) bzw. (341) gilt fiir alle z,y € D genau dann, wenn sie fir
alle D3 x <y e D gilt; und zwar wege

u+A-(v—u)=v+ 1 =N (u—0) Vu,v,\ € R,
wobei 0 < X\ < 1 genau dann gilt, wenn 0 < 1— X\ < 1 gilt.
Ubung 126. Zeigen Sie, dass jede affine Funktion sowohl konvex als auch konkav ist.

Proposition 17. Eine differenzierbare Abbildung f: D — R (D C R nichtentartet) ist genau dann
konvez/konkav, wenn f' monoton wachsend/fallend ist.

Beachte: Ist f zweimal differenzierbar, so zeigt nun Korollar|32}|1)} dass f genau dann konvex (konkav)
ist, wenn f” >0 (f” <0) gilt.

Beweis. Wir behandeln nur den konvexen Fall (der konkave Fall folgt analog, bzw. durch Multipli-
kation mit —1).

e Sei f konvex und D 3> x <y € D:

— Addition von (340) mit —f(z) und anschlieBende Division durch A - (y — ) > 0 liefert

f($+/\.(y—l‘))—f(x)Sf(y)_f(x) VO<A<I
Wir erhalten aus den Grenzwertsitzen: f(x) = limy f(H)\A. Fz(/;:vig—f(x) = f(y;:i(x)

"Fiir x = y sind (340) und (341) offensichtlich immer erfiillt.
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— Addition von (340) mit —f(y) und anschlieBende Division durch (1 — \) - (x — y) < 0 liefert:
fly+(1=2)-(z—y))

fa+h-(y=a)—f) _ f@) = f@) _ f) - f@)

> = Vo< A<
(1=X)-(z—y) T —y y—x
Wir erhalten aus den Grenzwertsitzen: w < limyqq ! (y+(%1__’\))\)' (f;_y;;_f W — (v)

Zusammen zeigt dies f'(z) < % < fy).

e Sei f' monoton wachsend. Geméifl Bemerkung geniigt es, die Bedingung (340) fiir den Fall
D > z < y € D nachzuweisen. Sei hierfir 0 < A < 1 und ¢:=z + A - (y — x). Der Mittelwertsatz
(Satz liefert reelle Zahlen z < §; < ¢ < §, < y mit (es gilt f'(&) < f'(§,) per Annahme)

FO=10 _ pie) < gy - 10210
also
(v—)- (f(e) — (@) < (c—2)- (F(y) — 1)
mit
W-0=(1-X-G-2) wd  (c—2)=A(y—a).

Division der zweiten Ungleichung durch (y — z) > 0, liefert nun

fle) = f(z) = AAF @+ A - flx) <A fly) — AHT)

also
fle+X-(y—2))=flc) < f(@)+ - (f(y) — f(2)). O

Beispiel 88.
a) Die reelle Exponentialfunktion exp,: R — (0,00) ist konver wegen expl = expy, > 0 (bzw. da
expy, = exp, wegen Proposition (streng) monoton wachsend ist).
b) Fir o € R, seiny: (0,00) 3 z +— 2 = 18 ¢ (0,00) die zugehirige Potenzfunktion (vgl.
Bemerkung @) Dann gilt wegen (247)) in Beispiel @
nl:(0,00) >z a-(a—1)-22 R,
Gemdfs Pmposition ist somit ng genau dann konvex, wenn o € R\ (0,1) gilt () > 0); sowie

genau dann konkav, wenn « € [0,1] gilt (!, < 0). Fir o € {0,1} ist o affin (po = 1 und
m = idg), also gemdf ﬁbung sowohl konvez als auch konkav.

Notation 30. Wir setzen 0% := 0 fiir alle a € (0, 00).

Beachte: Dies ist konsistent mit der Definition der allgemeinen Potenzfunktion, denn gemdfl Bemer-
kung gilt lim, | g 2® = lim, | o e*1°8®) = 0 fiir o > 0 (beachte lim, | log(x) = —o0).

Aus Proposition [17) erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 47. Seien p,q € (1,00) mit % + % = 1. Dann gilt

x%-yéﬁg—i-g Va,y > 0.
p q
Beweis. Wegen Notation [30]ist die Behauptung klar, falls # = 0 oder y = 0 gilt. Seien daher z,y > 0.

Aus der Konvexitét von expp (vgl. Beispiel [88|b)) sowie der Funktionalgleichung, erhalten wir aus
" mit A = %a (1 - )‘) =9 [ =expg, z = IOg(x)a Y= IOg(y):

1

byt = b 108) | ghlos) _ Blos(m)tilos) < L glog(e) | L logr) _ T Y. B
B q

q p
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11.2 Einige Normen auf dem K"

Sei wieder K € {R,C} sowie n € N5g. In diesem Abschnitt wollen wir einige Abschétzungen und
Normen behandeln, die Entsprechungen im unendlich-dimensionalen Rahmen haben, die in der Maf3-
theorie eine wichtige Rolle spielen.

Terminologie 29. Fir x = (x1,...,z,) € K" definieren wi@
lally == (1P + -+ |zaf?)? Vp e [1,00). (342)
Weiterhin definieren wir
1Z]loo := |||/ max = max(|x1], ..., |xn]) Vo= (x1,...,2,q) € K", (343)
mit der Mazimumsnorm aus Beispiel .
Bemerkung: Eine Plausibilisierung der Notation in liefert die Formel (Ubung )
limproo lzlp = 2l Vo €K™ (344)

Man kann auch jedes v € K™ als Abbildung fr: {1,...,n} 3 £ — xy € K auffassen. Dann ist || - ||
gerade die Supremumsnorm (223)).

Wir wollen als néchstes zeigen, dass || - ||, fiir jedes p € [1,00] eine Norm ist. Fiir den Fall p =
oo und K = R hatten wir dies bereits in Ubung . eingesehen (der Beweis im Falle K = C ist
genau der gleiche). Ebenfalls unmittelbar folgt die Normeigenschaft im Falle p = 1 sofort aus der
Normeigenschaft der entsprechenden Betragsfunktion auf K € {R, C}.

Ubung 127. Zeigen Sie, dass fiir x,y € (0,00) und o € R gilt:
log(x - y) = log(z) + log(y) sowie (x-y)* =az% y*. (345)

Zeigen Sie weiterhin, dass die rechte Seite von (345)) wegen Notation ebenfalls fir x,y € [0, 00)
und a € (0,00) gilt.

Bemerkung 76. Gemdfi Bemerkung ist Ny, fiir a > 0 streng monoton wachsend, d.h., es gilt
(beachte Notation |30 fir den Fall x =0):

e <y” Vo<z<y<oo, ac(0,00). (346)
Hiermit erhalten wir die folgenden Aussagen fir p € [1,00]:
a) Firz = (z1,...,2,) € K" und p € [1, 00| gilt

i <llzfl,  vV1<j<n also [2]loo < ll2ll- (347)

Beweis. Offensichtlich folgt die rechte Seite aus der linken Seite. Zudem ist die linke Seite fiir
p = oo klar. Fiir p € [1,00), liefert (346|) mit @ = <

733 1 1
\xj\(le!p)p < (|l + ..+ |2aP)? = 2], V1<j<n. O
b) Firp € [1,00] gilt (mit é =0)
1
llzll, < ne - 7] Ve K™ (348)
""Beachte || - |1 = | - | fiir n = 1; sowie || - |2 = || - [loux im Falle K = R.
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Beweis. Fiir p = oo ist die Aussage klar. Fiir p € [1, 00) erhalten wir aus (346) mit o = p:
233)
(el & faap

+ .ozl <n- (fJzleo)? Vo= (z1,...,2,) € K"
. . o1
Die Behauptung folgt somit aus (346) und (345) mit o = . O

c¢) Mit [347), erhalten wir fiir p € [1,00] die Aquivalenz:
|zll, =0 fir == (x1,...,2n) = r=0 (dh,z;=0 V1<j<n), (349)
Set nun A € K und x = (l’l,...,l‘n) e K", Fiirp € (1,00) folgt
n 1(345) n
Al = (i ) B (S A o) B N (S k)
Im Falle p € {1,00} ist || X-z||, = |A| - ||z]lp, ebenfalls klar.

Ubung 128. Folgern Sie (344) aus (347) und (348).

Bemerkung zeigt die Normeigenschaften [V1) und [V2)| im Falle p € [1,00]. Um nun noch die
Dreiecksungleichung nachweisen zu kénnen, benétigen wir zunéchst die Holder-Ungleichung:

3=

= (Al [[]lp-

Satz 76 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit % + l = 1. Dann gilt

]Z:!wj-yjl < ey - llylly = (Z mrp) (z w) (350)

=1
fir alle x = (z1,...,2,) € K" und y = (y1,...,yn) € K".

Beachte: Die Holder-Ungleichung (350]) gilt auch fiir den Fall p = 1 und ¢ = oo, sofern man die
Notation (343]) mit der Konvention é := 0 benutzt:

n n
Sz - yil < llzlloe - > 1yil = lzlloo - Iyl
j=1 j=1

Beweis. Wegen (349) ist die Behauptung klar, wenn x = 0 (||z|[, = 0) oder y = 0 (JJy||, = 0) gilt. Es
seien daher = # 0 (||z]|, # 0) und y # 0 (||ly[lq # 0). Wir setzen

aj 1= 251" >0 sowie Bj == ;1 >0
(lllp)? (lyllq)?
Dann gilt > 3%, aj =1 =", 8;, und weiterhin liefert Korollar
il lwil 5 s B ,

2l [yllg P q

Summation iiber j liefert

lelp lyllg <=

Zm\ i< Zaj IO MR R 0
J

Beispiel 89. Fiir p = q = 2, erhalten wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

n
<Dl lysl < llzllz - Iyl
j=1

Im Falle K = R, wird obige Gleichung zur Cauchy-Schwarzen Ungleichung |{z, Y)eu| < ||2||eu - [|Y]] eux
fir x,y € R™, welche wir bereits in Lemma bewiesen hatten.
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Aus der Holder-Ungleichung erhalten wir nun die gewiinschte Dreiecksungleichung fiir die Normen
|| - ||p, welche auch als Minkowski-Ungleichung bezeichnet wird.

Satz 77 (Minkowski-Ungleichung). Fir alle p € [1,00] gilt
12+ yllp < llzllp + lyllp Va,ye K" (351)

Beweis. o Fiir p =00, ist || - ||, die Maximumsnorm; also gilt auch die Dreiecksungleichung (351)).

e Firp=1und z = (21,...,2,) € K", ist ||z|, = |z1] + ... + | 2|, also folgt (351) unmittelbar aus
der Dreiecksungleichung fiir die Betragsfunktion.
e Sei nun p € (1,00), und setze ¢ := 1% =(1- %)71 € (1,00). Dann gilt

1
-+-=1 p=q-(p-1), p--=1 (352)

-
QS

Seien nun x = (z1,...,2,) € K" und y = (y1,...,yn) € K" vorgegeben. Die Behauptung ist

klar, wenn = + y = 0 gilt. Wir konnen daher z + y # 0, also || + y||, > 0 annehmen. Sei

z=(21,...,2n) € (0,00)" C K" definiert durch z; := |z; + y;|P~! > 0 fiir 1 < j < n. Dann gil@
233 (p—1) (B52 .

9= [+ gyl Y lzj+ylP V1<ji<n

E = (2ll)* = (= + yllp)?

= 12llg = (= + yllp)

(353)

Q3

Die Dreiecksungleichung fiir die Betragsfunktion (dritter Schritt) sowie die Holder-Ungleichung
(vierter Schritt) liefern:

Z?:ljl\xj - 75 2y vy 7l
([l +yllp)? = i |lzj +y;[” i |z + 5l - 23] < i |25 - |2 +i lyjl - [25]
j=1 j=1 j=1 j=1 (354)
zllp - 112llg + [yl - 12llg = (lzllp + [1yllp) - [12]lq
(el + lylls) - (lz -+ yll,) 7

Wegen ||z + yl||, > 0 erhalten wir mit (233)) im zweiten und letzten Schritt, sowie durch Multipli-
kation beider Seiten von (354) mit (||z + pr)_g > 0 im dritten Schritt:

o+ ollp = (o + ollp ™5 & (2 + yll)? - (o + )~
(Ully + lyllp) - (2 +wllp) 7 - (e + yll) "7 = l2lly + [yl 0
21
Wir erhalten nun schlief$lich:
Korollar 48. Fir jedes p € [1,00] ist || - ||,: K® — R eine Norm auf K".
Beweis. Klar wegen Bemerkung und Satz 0

Die erste Gleichheit ist wegen unserer Notation [30] (beachte g, p — 1 > 0) ebenfalls im Falle z; + y; = 0 korrekt.
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11.3 Aquivalenz von Normen

Definition 68. Sei V' ein K-Vektorraum. Zwei Normen || - |1, || - |2 auf V heiflen zueinander
daquivalent, wenn Konstanten C1,Co > 0 existieren, mit

|lz]|1 < Co - |lz||2 VeeV sowie lzll2 < Cy - ||zl VeeV. (355)
In diesem Fall schreiben wir || - |1 ~n | - ||2-

Ubung 129. Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass ~n eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Normen auf V' definiert.

Beispiel 90. Die Normen || - ||, auf K™ mitn € Ny und p € [1,00] sind alle dquivalent zueinander,
d.h., es gilt || - |lp ~~ || - |lq fir alle p,q € [1,00].

Beweis. Es gilt || - ||, ~N || * [|oo ~~ || - ||4 fiir alle p,q € [1, 00] wegen (347) und (348)). Also folgt die
Behauptung sofort aus Ubung O

Wir werden in Abschnitt weiter unten zeigen, dass alle Normen auf dem K" &quivalent
zueinander sind (dies gilt in unendlich-dimensionale Vektorrdumen im Allgemeinen nicht — siehe
Bemerkung , dass also der in Beispiel |90| geschilderte Sachverhalt kein Zufall ist. Die Beweiss-
trategie wird dabei genau die gleich sein, wie in Beispiel namlich werden wir zeigen, dass jede
Norm auf K" dquivalent zur Maximumsnorm || - ||« ist, und dann Ubung anwenden. Wir wollen
nun aber zunéchst einige Grundlegende Sachverhalte darlegen, die aus der Aquivalenz von Normen
unmittelbar folgen.

11.3.1 Allgemeine Eigenschaften Aquivalenter Normen

Sei V' ein K-Vektorraum mit K € {R, C}. Wir beginnen unsere Untersuchungen mit dem folgenden
offensichtlichen Sachverhalt:

Bemerkung 77 (Beschrianktheit). Sei V' ein K-Vektorraum und || - |1 ~x || - |2 2wei zueinander
dquivalente Normen auf V. Fine Teilmenge Y C V ist beschrinkt beziiglich || - ||1 genau dann, wenn
sie beschrankt beziiglich || - ||2 ist:

Beweis der Behauptung. Sei Y beschriankt beziiglich || - ||; (die andere Richtung folgt analog), d.h.,
es existiert ein D > 0 mit ||y||; < D fir alle y € Y (vgl. (148)). Wegen (355) existiert ein C; > 0 mit
[-ll2 < Cu- |- |lh; also gilt [[ylla < C1 - lyli < C1-D >0 fiiralley € Y. O

Proposition 18. Sei V' ein K-Vektorraum und || - ||1 ~n || - ||2 zwei zueinander dquivalente Normen
auf V. Sei zudem x € V, und (x,,)nen eine Folge in V.

1) Die Folge (xy)nen konvergiert beziiglich || - ||1 gegen = genau dann, wenn sie beziiglich || - |2 gegen
x konvergiert.

2) Die Folge (xy)nen ist eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||1 genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge
beziiglich || - ||2 ist.

3) Es ist (V,|| - ||1) wvollstindig (ein Banachraum) genau dann, wenn (V.|| - |l2) vollstindig (ein
Banachraum) ist.

Beweis. Seien C,Cy > 0 wie in (355), d.h.,es gilt || - |1 < Ca-||- ]2 und || - |2 < C1 - | - |1

1) Es gelte lim, x,, = x beziiglich || - ||;. Fiir ¢ > 0 vorgegeben, existiert dann ein N. € N mit
|z — zp[l1 < & filr alle n > N, d.h.
.
|z —xnlla < Cl'Hl'_an1<Cl'a:5 Vn > N..
Die zeigt lim,, z,, = x beziiglich | - ||2. Die umgekehrte Implikation folgt nun analog.
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2) Essei (x5 )nen eine Cauchy-Folge beziiglich ||-||;. Fiir € > 0 vorgegeben, existiert dann ein N. € N
mit [z, — 2n 1 < & fiir alle m,n > N, d.h.

€
|Tm — znlle < Ci-||lxm — x| <Cl-a=€ V'm,n > N..
Somit ist (xy,)nen ist eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||2. Die umgekehrte Implikation folgt nun

analog.
3) Dies folgt sofort aus Teil |1)| und Teil

Sei beispielsweise (V|| - [|2) vollstindig, und (x,)nen eine Cauchy-Folge in (V)] - ||1). Dann ist
(2n)nen wegen Teil [2)| auch eine Cauchy-Folge in (V|| - ||2); also konvergent gegen ein € V
beziiglich || - ||2, wegen der Vollstéindigkeit von (V.|| - ||2). Wegen Teil [1)| konvergiert dann aber
(zn)nen auch beziiglich || - |1 gegen x. Dies zeigt die Vollstandigkeit von (V.|| - ||1). O

Bemerkung 78. Sei V' ein K-Vektorraum mit K € {R,C}, und seien || - || ~n || - |2 zueinander
dquivalente Normen auf V. Set weiterhin Y C V' eine Teilmenge, sowie

di = (dyyy)y = dygy [y <y und d2 = (dj)y = djg, [y <y
die, zu den Normmetriken d,.,, und d;.,, gehérigen Unterraummetriken. Dann gilt:

1) Eine Folge (yn)nen in'Y konvergiert beziglich d; gegeny € Y genau dann, wenn sie beziiglich dg

gegen y konvergiert. (Beweis analog zu Proposition
2) Eine Folge (yn)nen in'Y ist eine Cauchy-Folge beziiglich di genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge beziiglich do ist. (Beweis analog zu Proposition
3) (Y,d1) wollstindig & (Y,da) wollstindig (Beweis analog zu Proposition

Wir erinnern an den Begriff der offenen Menge sowie der Umgebung aus Definition [34l"| sowie
unserer Konvention, dass wir einen normierten Raume (V)| - ||) als metrischen Raum beziiglich der
Normmetrik d;. (siehe in Bemerkung auffassen. Notation folgend, notieren wir mit
Bld. ]c(x) (¢ > 0 und = € V) die entsprechenden offenen e-Bélle um z, sowie mit O[d;](V) die
Menge aller offenen Teilmengen von V. In Beispiel 29| hatten wir anhand der euklidischen Norm und
der Maximusnorm auf R™ bereits schemenhaft angedeutet, dass die Aquivalenz zweier Normen auf
einem K-Vektorraum, das gegenseitige Enthaltensein gewisser Normbélle um den Ursprung impliziert.
Wir wollen dies nun weiter ausfithren, indem wir zeigen, dass zwei zueinander dquivalente Normen
auf einem K-Vektorraum das gleiche System von offenen Mengen definieren:

Satz 78. Sei V ein K-Vektorraum mit K € {R,C}, und seien || - |1 ~~ || - ||2 zueinander dquivalente
Normen auf V. Dann gilt O[d.,](V) = 0[d;.;,](V).

Beweis. Wir zeigen nur die Inklusion O[d;.;,](V) € O[d;.;,](V), denn die umgekehrte Inklusion folgt
analog. Sei hierfiir O € O[d.,](V') vorgegeben. Wir miissen nun zeigen:

0 € 0[d;..,](V) Lefy

Vze O: 353 >0: B[dH”2]5z<2) g 0.
Sei daher z € O vorgegeben; sowie Cy > 0 mit (vgl. Definition

|zl < Co-||z||2 VeV

"Erinnerung: Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifft Umgebung eines Punktes, wenn sie einen ganzen offenen
metrischen Ball um diesen Punkt enthélt. Eine Teilmenge heifit offen, wenn sie eine Umgebung aller ihrer Punkte ist.
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0 € 0[d;,](V)

2 Bl 5lez (2)
Bld). 1= (2)

v

Per definitionem existiert ein & > 0 mit B[d.,]-(2) € O (es gilt ja O € O[d;.;,](X)). Setzen wir nun
€, =€ - 02_1, so erhalten wir

z € Bld,]e. (2) &L |z —xla <e,=¢-Cyt
= [z —zi <Co- |z —zll2<e
= z € Bldy,)-(2) € O,
und daher B[d}.,]c, (2) € Bld.,](2) C O. O

Wegen Bemerkung [36lia)| gilt Satz 78| ebenfalls, wenn man V' durch eine Teilmenge Y C V ersetzt,
sowie die auftauchenden Normmetriken durch ihre entsprechenden Einschrankungen auf Y:

Korollar 49. Sei V ein K-Vektorraum mit K € {R,C}, und seien || - |1 ~n | - |2 zueinander
dquivalente Normen auf V. Sei weiterhin 'Y C V' eine Teilmenge, sowie

di = (dyy)y = dygy [y <y und d2 == (dj)y = g, [y <y
die, zu den Normmetriken d,.,, und d;.,, gehérigen Unterraummetriken. Dann gilt:
1) Eine Teilmenge O CY ist offen beziiglich di genau dann, wenn sie offen beziiglich dy ist, d.h.
O[d:](Y) = O[d2](Y).
2) Eine Teilmenge U C Y ist genau dann eine Umgebung von p € Y beziiglich d1, wenn sie eine
Umgebung von p € Y beziiglich dsy ist.

Bemerkung 79 (Teilrdume und Stetigkeit). In der Situation von Korollar[{9, sei (X,d) ein weiterer
metrischer Raum. Zusammen mit den Stetigkeitscharakterisierungen in Proposition[9 folgt:

a) Esist f: Y — X stetig in p € Y beziiglich di genau dann, wenn f stetig in p beziiglich dg ist.
Entsprechend ist f genau dann stetig beziiglich di, wenn f stetig beziiglich do ist.

b) Esist f: X — Y stetig in p € X beziiglich d; genau dann, wenn f stetig in p beziiglich dg ist.
Entsprechend ist f genau dann stetig beziiglich di, wenn f stetig beziiglich do ist.

Beweis von Korollar[{9. 1) Wegen Bemerkung |36/a)| gilt (erste und letzte Aquivalenz)

0 € 0[d4](Y) — AU €0[d, J(V):0=UNY
~—_————

Il Satz [78]
—_———
e HUEO[dHH2](V)O:UﬁY

= O € 0[d2](Y).

2) Sei U eine Umgebung von p beziiglich d; (die andere Implikation folgt analog). Per definitionem
existiert ein € > 0 mit O := B[di].(p) C U. Wegen Lemma [27]ist O offen beziiglich d;, also wegen
Teil |1)| ebenfalls beziiglich da. Somit ist O auch eine Umgebung von p beziiglich ds, und wegen
O C U dann ebenfalls U. ]
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11.3.2 Aquivalenz aller Normen auf dem K"

Sei n € Nyg und K € {R,C}. Wir wollen nun zeigen, dass alle Normen auf dem K" &quivalent
zueinander sind, d.h

Satz 79. Je zwei Normen auf K" sind zueinander dquivalent.
Wir beweisen Satz indem wir schrittweise Folgendes zeigen:

(A) Ist || - || eine Norm auf K" fiir n € N5, so existiert ein C >0 mit ||| < C-| - |lco-
(B) Ist || - || eine Norm auf R™ fiir n € N, so existiert ein ¢’ > 0 mit || - [[oo < C"- || - |

Zusammen mit und Ubung zeigt dies Satz |79 fir K = R.

(C) Gilt so gilt auch die analoge Aussage fiir C, d.h., ist || - || eine Norm auf C" fiir n € N5,
so existiert ein C” >0 mit || - [loo < C" - - |-

Zusammen mit und Ubung zeigt dies Satz [79| fiir K = C.
Wir zeigen nun erst dann dann

Der Beweis von |(A)]

Fiir 1 < j < n, bezeichne e; € K" den j-ten Standardeinheitvektor, d.h. e; = (z1,. .., 2,) mit
0 fir £
= ur L] (356)
1 fir (=

fiir alle 1 < £ < n. Offensichtlich gilt z = 3°7_, x; - ¢; fiir jedes z = (z1,...,2,) € K" Ist nun | - ||
eine Norm auf K", so erhalten wir
=:C>0

n n n
<D Mol =) lal - llejll < max(lzal, ... fzal) - Y- llesll = C - [l2lloe. O
J=1 Jj=1 J=1

]l =

n
E Jjj . 6]‘
Jj=1

Der Beweis von unter der Voraussetzung |(B)]
Gegeben eine Norm || - ||c auf C", so definieren wir eine Norm || - ||g auf R*" durch
|- |r: R*™ = [0, 00), (1y ey Ty Y1y Yn) = || (21 4+ iy1),s -y (20 + iyn)) |- (357)
Ubung 130. Weisen Sie nach, dass eine Norm auf R?™ ist.
Mit fiir n, p = 2, erhalten wir
o+ iy = [[(2.9)]l2 < V2 [[(2,9)]|c = max(|], y]) Vz,y€R.

Gegeben z1,...,Zn, Y1,-..,Yn € R, so folgt hiermit

[((x1 +iy1), ..., (xn +iyn))|lco = max(|z1 +iy1|, ..., |zn + iynl|)
= max(||(z1,y1)ll2: - [ (zn, yn)l2)
< V2 - max (max(|x1|, ly1l), - . . max(|zy], |yn|)) (358)
= v/2 - max (|x1\, N T |yn])

= V2 [(@1, s Ty Y1y - -+ Yn) oo

89Im Beweis wird an einer Stelle auch Aussage benutzt.
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Wegen [(B)] existiert ein ¢/ > 0 mit || - [joo < C"- || - [|g (fiir || - |jco die Maximumsnorm auf R?"). Wir
setzen C" := /2 - C’, und erhalten

| |
|2]lco = max(|z1 + iy1], ..., |zn +iyn]) < V2. l(z1,y . oy Ty Y1y YUn) oo
<C" (@1, Ty, )R = O - [[((1 + 1), - (0 4+ i) le = l2lle

fur z = (z1,...,2,) € C" mit z; = x; +1iy; fiir z;,y; € R, fiir 1 < j < n. Dies zeigt O

Der Beweis von

Wir erinnern an die Projektionsabbildungen pr;: K" > (y1,...,ys) = y; € K fiir 1 < j < n aus
Beispiel
Lemma 64. FEine Folge in (K", || - ) konvergiert genau dann, wenn sie komponentenweise kon-

vergiert, d.h., ist (xg)een eine Folge in K™ und x € K", dann gilt:
limyzy =  beziglich || oo = limg pr;(w¢) = pr;(7) Vi<j<n.
Beweis. o Es gelte limy 7y = 2 beziiglich || - |00, d-h. limg ||z — 2¢||c = 0 (Ubung . Wir erhalten
0 < [pr;(x) — prj(ze)] < llz — 2ol VieN, 1<j<n.

Somit zeigt Lemma 31| (Quetschlemma), dass limy |pr;(z) — pr;(z¢)| = 0 fiir alle 1 < j < n gilt.

e Es gelte limy pr;(z¢) = pr;(z) fir 1 < j <n. Zu e > 0, existieren dann N[1],..., N[n]. € N mit
Ipr;(z¢) — pr;(z)| < e fiir alle £ > N[j]lc und 1 < j <n, d.h.

|2 — 2]l = max (1 < j < n||pr;(z) —pr;(z)|) <e V¢ > N. :=max(N[l],...,Nn|:),
also limy xy = x beziiglich || - ||oo- O
Fiir n € Ny und ¢ > 0, definieren wir den Quader
0, i= [~¢, " = { € R | |lz]lo < c} = Bldy . ]o(0) C R

Lemma 65. Sein € Nyg und ¢ > 0. Jede Folge in Q. hat eine Teilfolge, die beziiglich || - |0 gegen
ein Element in Q. konvergiert.

Beweis. Sei (x¢)sen eine Folge in Q.. Wir schreiben z; = (x[1], ..., z[n]e) fir alle £ € N, d.h.
([jle)een ist Folge in  [—c,c] mit  z[j]e = prj(ze) Vi<j<n
Wir wenden nun Korollar [I8 induktiv an:

e Wegen Korollar (18 existiert eine konvergente Teilfolge (x[1],, (p))een — (1] € [—c, c].
e Die Teilfolge (2[2],,(¢))een ist ebenfalls eine Folge in [—c, ¢]:

— Korollar [18| liefert eine konvergente Teilfolge (2[2](,,0.,)(¢))een — #[2] € [—¢, .
— Wegen Korollar (16| gilt dann ebenfalls (2[1](,,0.,)(¢))eeny — 2[1] € [~c,c].

e Die Teilfolge (2[3](,,0.,)(¢))een ist ebenfalls eine Folge in [—c, c|.

— Korollar [18] liefert eine konvergente Teilfolge (7[3](,50.00,)(0) )een — Z[3] € [—c, .
— Wegen Korollar [T6] gilt dann ebenfalls

(@[ (3009 001)(0) een — Z[1] € [=¢, ] sowie (2[2] (13010 001)(0) ) eeN = T[2] € [—c, .
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Indem wir in dieser Weise induktiv fortfahren, erhalten wir eine Teilfolge (z,())ren von (z¢)een
(t=tpo...0u),sowie z[1],...,x[n| € [—¢, c| mit

(z[4].0)) een — (5] V1<j<n.
Gemaif Lemma gilt dann (%(z))eeN — z = (z[1],...,x[n]) € Q. beziiglich || - ||oo- O
Beweis von Aussage Sei || - || eine Norm auf R™. Wir setzen

A:={z e R"|||z||oc =1} C Q, O:={|x|]| |z A} #0 C = inf(©) € [0, 00).
#0 C (0,00)

Fiir 0 # « € R”, gilt f— € A mit || 5[] > 0]

(I

e Dies zeigt A # (), also auch © # . Zudem gilt © C (0,00) wegen: z€ A = z#0 = |[z[ > 0.
Somit ist C' € [0, 00) definiert.

e Es geniigt C' > 0 zu zeigen; denn dann folgt mit ¢’ := C~! (dritte Implikation):

X x ~
0£zeR = pioed = ol =leln: || 2 lele € = ol <7 ol
o0 o0
——
€0

Wir nehmen nun C' = 0 an; und wihlen eine Folge (9¢)een in © mit limydy = 0 (Ubung . Per
definitionem, existiert fiir jedes ¢ € N, ein xy = (z[1]y, ..., z[nly) € A mit ¥y = ||xy||. Wegen A C Q,,
liefert Lemma (65| eine beziiglich | - [ konvergente Teilfolge (x,())een — = € Qi:

o Wegen 0 < [[|2]loo — lz,0)llo| < [[# — #,(¢)l|oo fiir alle £ € N (inverse Dreiecksungleichung), gilt:

[2]loo = limg ||z, [lo = 1 = A2 #0 = ||| # O. (359)
e Wegen der Aussage und der inversen Dreiecksungleichung, gilt (C > 0 wie in |(A)))
0 < [zl = lzupll| < llz =zl < C -l — 2,0 lloo Ve eN, (360)
—_——
2%

und daher limg [|2,¢p)[| = ||z| # 0 wegen (359).

e Jede Teilfolge von (Y¢)sen konvergiert ebenfalls gegen 0, und wir erhalten hiermit den Widerspruch
0 = limg J,¢) = limg ||z, ()| = [|[| # 0. O

Wir erhalten das folgende Korollar zu Satz Proposition [18| und Lemma
Korollar 50. Sei || - || eine Norm auf K.

1) Eine Folge in (K", | - ||) konvergiert genau dann, wenn sie komponentenweise konvergiert, d.h.,
ist (xg)een eine Folge in K™ und x € K", dann gilt:

Satz[79]
_ , Propositi . ‘
limy xy = x  beziiglich || - || ropgsition[y limgzy =2  beziiglich || - ||co
Lemme G limg prj(we) = prj(z) V1<j<n.

2) Esist (K™, ||-||) ein Banachraum, d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert.

81Hijer und im Folgenden setzen wir x= % -w fiir alle A € R und w € R".
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Beweis. 1) Wegen Satz [79] gilt || - || ~n || - [|oc-
2) Sei (x¢)sen eine Cauchy-Folge in (K", || - ||). Wegen Satz[79 und Proposition [L8|2)]ist (2¢)¢en eine
Cauchy-Folge in (K", | - ||oo), d-h., zu jedem & > 0 existiert ein N, € N mit
|z — zrlloo < € Ve, k> N,
— Ipr;(ze) — prj(@r)| < llze — 2rlloo < € Vil k>N, 1<j<n.
Daher ist fiir jedes 1 < j < n die Komponentenfolge (pr;(w¢))ren eine Cauchy-Folge in K,

konvergiert also gegen ein z[j] € K wegen Satz und Korollar Wegen Teil [1)| konvergiert
dann also (z¢)een beziiglich || - || gegen (z[1],...,z[n])). O

Ubung 131. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, mit K € {R,C} und n > 1. Zeigen Sie,
dass alle Normen auf V' dquivalent zueinander sind. Wihlen Sie hierfiir einen Isomorphismus (lineare
Bijektion mit notwendigerweise linearer Umkehrabbildung) a: V- — K"; und beachten Sie, dass dann
beispielsweise || - || o a eine Norm auf V ist wenn || - || eine Norm auf K™ ist (Nachweis!).

Bemerkung 80. Satz[79 ist in dem Sinne beachtlich und wichtig, als dass auf einem K-Vektorraum
V' dblicherweise sehr viele verschiedene Normen existieren kénnen (siehe Eﬂ) Er ist im unendlich-
dimensionalen Falle im allgemeinen nicht mehr korrekt (siehe Eﬂ):

a) Im Falle V = K", hatten wir in Abschnitt[11.9 bereits die Normen || ||, mit p € [1,00] kennenge-
lernt (Korollar @) Ganz allgemein gilt nun auch Folgendes. Ist V' ein K-Vektorraum, und sind
|- ll1s---, | - [ln Normen auf V', so auch (Ubung)

2 k=t Ak Il und max ([ fl1,-- - Il - [In)-
b) Wir betrachten den R-Vektorraum V := C*([0,1],R), und hierauf die Normen (Ubung)

[1£llo == [floo und 1£ll1 := max (|floc, | f'loc) fiir feV.

Erinnerung: FE's ist

[floo = supr{[f(z)[ [z € [0,1]} € [0, 00) v feB(0,1,f)

die zum Betrag auf R gehorige Supremumsnorm aus Terminologie [25. Wegen der Stetigkeit von
f und f', sind die Ausdriicke | f|oo und |f'|oo gemdf Satz (Satz vom Mazimum) in R definiert
(anders ausgedriickt gilt C([0,1],R) C B([0,1],R)).

Dann existiert kein C >0 mit || - |1 < C-||-|lo; denn fiir C > 0 vorgegeben, gilt ja beispielsweise
V> f:]0,1] 3z sin(2C - x) € R, mit

| f'|oo = supg{|2C - cos(2C - z)| |z € [0,1]} cos@ =190
|floo = supp{|sin(2C - z)| |z € [0,1]} <1
also 1£ll1 = max(|floc, [ f'loc) =2 2C > C = C+|floc = C||fllo-

12 Kompaktheit in Metrischen Ridumen

In diesem Abschnitt behandeln wir den Begriff der kompakten Teilmenge eines metrischen Raumes
und das Verhalten von stetigen Funktionen auf kompakten Mengen (Satz vom Maximum (Satz 4.2.3),
gleichméfBige Stetigkeit). Wir erhalten hierbei von einem abstrakten Standpunkt Sétze, die wir schon
fiir den Spezialfall von Funktionen auf abgeschlossenen beschrinkten Intervallen in der Analysis I
kennengelernt haben.
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12.1 Der Kompaktheitsbegriff
Definition 69. Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

a) Eine offene Uberdeckung von Y (in (X,d)) ist eine Familie (U;)jc; offener Teilmengen von X,
sodass Y C ies Uj gilt.

b) Y heifit kompakt (in (X,d)), wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;)jcs von'Y (in (X,d)) eine
endliche Teilmenge F* C J mit Y C J;cp U; existiert. In diesem Fall wird (Uj)jecr als endliche
Teiliiberdeckung von Y bezeichnet.

(D.h., Y ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von Y eine endliche Teiliberdeckung hat.)

Der metrische Raum (X,d) heifst kompakt, wenn X (aufgefasst als Teilmenge von X ) kompakt ist,
d.h., wenn jede offene Uberdeckung von X (in (X,d)) eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Bemerkung 81. Die Eigenschaft, die unter. )| von einer kompakten Menge gefordert wird, heifit die
Heine-Borel-Uberdeckungseigenschaft. Die hier gegebene Formulierung von Kompaktheit wird manch-
mal auch Uberdeckungskompaktheit genannt.

Man beachte, dass in@ nicht gefordert wird, dassY eine endliche offene Uberdeckung besitzt, sondern
dass jede offene Uberdeckung eine solche enthilt (jede Teilmenge von X besitzt ja die endliche offene
Uberdeckung, bestehend aus der offenen Menge X ).

Beispiel 91. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (zp)nen eine Folge in X, die gegen x € X
konvergiert. Dann ist die folgende Teilmenge kompakt:

Y :={z,|neN}uU{z} CX.

Beweis. Sei (Uj)jc eine offene Uberdeckung von Y. Dann existiert ein j, € J mit = € Uj,. Da
Uj, eine Umgebung von x ist (Definition B4l4))), existiert ein ¢ > 0 mit B.(z) C Uj,, und wegen
lim, z, = = ein N; € N mit z,, € B.(x) C Uj, fiir alle n > N,. Wir wihlen nun zu jedem N 3 n < N,
ein jn, € J mit zn, € Uj,,. Fiir F':= {jn N2 n < N} U{j,} ist dann Y C U, Uj O

Beispielsweise ist {1 |n € Nso}U{0} kompakt im metrischen Raum (R, dy.|). Man beachte hierbei, dass
die Teilmenge Z = {% | n € Nuo} C R nicht kompakt ist, da ((¢,1))occc1 eine offene Uberdeckung
von Z ohne endliche Teiliiberdeckung ist (Ubung).

Bemerkung 82. Sei V' ein K-Vektorraum mit K € {R,C}, und seien || - |1 ~~ || - [|2 zueinander
dquivalente Normen auf V. Sei weiterhin Y C V eine Teilmenge, sowie

di == (dyyy)y = dyg lyxy und da == (dj,)y =y ly <y
die, zu den Normmetriken d,., und d., gehdérigen Unterraummetriken.
Eine Teilmenge K C Y ist kompakt in (Y,d;) genau dann, wenn sie kompakt in (Y, d2) ist.
Beweis der Behauptung. Wegen Korollar @ definieren beide Metriken die gleichen offenen Teilmen-
gen von Y, also auch die gleichen offenen Uberdeckungen. O
12.1.1 Grundlegende Eigenschaften Kompakter Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir erinnern an den in Bemerkung* |8 gezeigten Sachverhalt, dass
zu X > x # y € X vorgegeben, ein ¢ > 0 existiert mi
B.(2) N B-(y) = 0. (361)

82Die Aussage gilt z.B. fiir ¢ := d(z,y)/2; denn ist z € Bc(z), so liefert die inverse Dreiecksungleichung d(y,z) >
|[d(y,z) — d(z, 2)| > 2e —e =&, also z ¢ B-(y).
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Lemma 66. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist Y C X kompakt, so auch abgeschlossen.

Beweis. Wir miissen nachweisen, dass U := X \ Y offen ist. Sei hierfiir p € U vorgegeben. Wir
miissen nun zeigen, dass ein € > 0 mit B.(p) C U existiert:

Wegen (361), existiert zu jedem y € Y ein &, > 0 mit B, (p) N Be,(y) = 0. Nun ist (B.,(y))yey eine
offene Uberdeckung von Y, hat also per Annahme eine endhche Teiliiberdeckung (Bc,(y))yer, d.h.,
Y C Uyer Be, (y). Fiir e ;== min({e, [y € F'}), gilt dann

B.(p) N B, (1) E B., (1) N B., () = 0 Vyer
= B-(p) NY CBc(p) N (Uyep B, (1) =0
= B.(p) C U. O

Lemma 67. Sei (X,d) ein metrischer Raum, Y C X kompakt, und A C X abgeschlossen in (X,d).
Gilt A CY, so ist auch A kompakt.

Beweis. Sei (Uj)jes eine offene Uberdeckung von A. Wegen der Abgeschlossenheit von A in (X, d),
ist U := X'\ A offen. Wegen A C |, Uj, gilt dann Y € X = U UJ,; U;. Wegen der Kompaktheit
von Y, existiert nun eine endliche Teilmenge F' C J mit

jeJ

ANU=0
—

womit (Uj);jer eine endliche Teiliiberdeckung von A ist. O

Bemerkung* 14. In der Situation von Lemma @ ist es wegen der Kompaktheit von Y (sowie
Lemma @) und A CY prinzipiell egal, ob wir A als abgeschlossen in X oder als abgeschlossen im
metrische Unterraum (Y,dy) fordern. Dies folgt aus Bemerkung @ welche besagte:

A abgeschlossen in (Y,dy) << A=DBNY firen BCX abgeschlossen in (X,d)  (*)
Beweis der Behauptung. e Sei A abgeschlossen in (X,d). Wegen A CY gilt A= BNY fir B = A,

also die rechte Seite von , und somit auch die linke Seite.

e Sei A abgeschlossen in (Y,dy), d.h. es gilt die linke Seite von (). Wegen Lemma [66] ist Y ab-
geschlossen in (X,d) da kompakt. Somit ist A wegen der rechten Seite von , als Schnitt der
in (X, d) abgeschlossenen Mengen B und Y (gemifl Korollar [13JAM3)| ebenfalls abgeschlossen in
(X,d). O

Artverwandt mit dem in Bemerkung dargelegten Sachverhalt ist das folgende Lemma, welches
besagt, dass man sich bei der allgemeinen Untersuchung des Kompaktheitsbegriffes im Prinzip auf
den Fall kompakter metrischer Rdume beschrianken kann.

Lemma 68. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X ist genau dann kompakt, wenn
der metrische (Unter)Raum (Y,dy) kompakt ist.

Beweis. o Sei Y kompakt in (X,d). Sei (Uj);c, eine offene Uberdeckung von Y in (Y, dy). Bemer-
kung |36lla)| zeigt: cu.

Vied: HUjEO[d](X): Ui=U;NY.

Dann ist (Uj)jes eine offene Uberdeckung von Y in (X,d), hat also per Annahme eine endliche
Teiliiberdeckung (U;) jer. Dann ist (U;)jer eine endliche Teiliiberdeckung von Y in (Y, dy), wegen

Y = YmUjeFUj = UjeF UJ
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e Sei (Y,dy) kompakt. Sei (U;);es eine offene Uberdeckung von Y in (X,d). Wegen Bemerkung
a) ist dann

Uj:=U;NY € O[dy](Y) offenin (V,dy) firalle j€J mit ¥ =Y N, Ui =U,;e, Uj
Daher ist (U]) jeJ eine offene Uberdeckung von Y in (Y,dy), hat also per Annahme eine endliche

Teiliiberdeckung (Uj)jer. Dann ist (Uj);er eine endliche Teiliiberdeckung von Y in (X,d). [

Ubung 132. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Ki,..., K, C X kompakte Teilmengen. Zeigen
Sie, dass die endliche Vereinigung K := Ky U ... U K, ebenfalls kompakt ist.

Ubung 133. Zeigen Sie, dass jede endliche Teilmenge eines metrischen Raumes kompakt ist.

Ubung 134. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (K;)je; eine Familie kompakter Teilmengen von
X. Zeigen Sie, dass der Schnitt K := ﬂjeJ K ebenfalls kompakt ist.

Ubung 135. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (K,)nen eine abzihlbare Familie kompakter
Teilmengen von X, mit K,11 C Ky, # 0 fir alle n € N. Zeigen Sie, dass K := (o Kn # 0 gilt.

Ubung 136. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und (K,)nen eine abzihlbare Familie kompakter
Teilmengen von X mit (e Kn = 0. Zeigen Sie, dass ein m € N existiert mit Ko N ... N Ky, = 0.

Ubung 137. Sei (X,d) ein metrischer Raum, sowie Z C'Y C X Teilmengen. Folgern Sie aus
Lemma[68, dass Z genau dann kompakt in (X,d) ist, wenn Z kompakt in (Y,dy) ist.

Bemerkung: Die obige Aussage zeigt, dass Kompaktheit keine relative sondern eine absolute Eigen-
schaft ist. Genauer ist es ja so, dass die Offen- bzw. Abgeschlossenheit einer Teilmenge in einem
metrischen Unterraum keinesfalls die Offen- bzw. Abgeschlossenheit im tibergeordneten metrischen
Raum impliziert, d.h., Offen- bzw. Abgeschlossenheit von Teilmengen sind relative Eigenschaften, die
explizit davon abhdngen, als Teilmengen welchen Unterraumes man sie auffasst.

12.1.2 Kompaktheit und Stetige Abbildungen

Lemma 69. Seien (X,d) und (X',d’) metrische Riume, und f: X — X' eine stetige Abbildung. Ist
Y C X kompakt in (X,d), so ist f(Y) C X' kompakt in (X',d’).

(Bilder von Kompakta unter stetigen Abbildungen sind kompakt@
Beweis. Sei (U})je, eine offene Uberdeckung von f(Y) in (X', d):
o (fil(Uj/'))jej ist eine offene Uberdeckung von Y

— Wegen Proposition ist Uj := f_l(UJ’-) offen fiir alle j € J.

— BEs gilt (Ubung [25im ersten und dritten Schritt)

Y C ) € HUjes U) = Ujes FHU)) = Ujes Ui
e Da Y kompakt ist, existiert £ C J endlich mit Y C J;cp Uj, d.h. (Ubung [29im zweiten Schritt)

f(Y) C f(UjeF Uj) = UjeF f(Uj) = UjeF f(f_l(UJ{)) - UjEF U],"

Somit ist |J;c U; eine endliche Teilitberdeckung von f(Y). O

83Beachte: Urbilder offener/abgeschlossener Teilmengen unter stetigen Abbildungen sind offen/abgeschlossen. ,Bei
Kompakta ist die Richtung umgekehrt.
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Satz 80. Seien (X,d) und (X',d") metrische Riume, und f: X — X' eine stetige Abbildung. Ist
(X,d) kompakt und f bijektiv, so ist f~1: X' — X stetig.

Terminologie: Eine bijektive stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen, deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist, wird als Homéomorphismus bezeichnet.

Beweis. Wegen Ubung miissen wir nur nachweisen, dass gilt:
A C X abgeschlossen in (X, d) == (ffl)_l(A) = f(A) C X’ abgeschlossen in (X', d").

(In der Gleichheit auf der echten Seite, haben wir die Bijektivitét von f benutzt.) Sei nun A C X
abgeschlossen in (X, d):

e A ist kompakt wegen Lemma [67] Daher ist f(A) gemiB Lemma [69] kompakt in (X', d’).

e Wegen Lemma [66]ist f(A) abgeschlossen in (X', d’). O
Ubung 138. Seien (X,d) und (X',d") metrische Riume, und f: X — X' eine stetige Abbildunyg.
Sei (X, d) kompakt und f injektiv. Folgern Sie aus Satz dass f eine Einbettung ist, d.h., dass die

Koeinschrinkung f]im(f): X" — im(f) - aufgefasst als Abbildung zwischen den metrischen Riumen
(X,d) und (im(f),dim(f)) — ein Homdomorphismus ist.

Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass die abgeschlossenen Intervallen [a,b] C R mit a < b
kompakte Teilmengen von R sind. Der folgende Satz verallgemeinert daher unseren Satz

Satz 81. Seien (X,d) und (X',d’) metrische Riume, und f: X — X' eine Abbildung. Ist f stetig
und (X,d) kompakt, so ist f gleichmdflig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass ein § > 0 existiert, sodass f(Bs(z)) C

B.(f(2)) fiir alle z € X gilt (vel. (T97)): -
e Da f stetig ist, existiert zu jedem x € X ein d[z] > 0 mit f(Basy(2)) € Bz (f(2)).

® (Bs[z)(2))zex ist eine offene Uberdeckung von X, hat also eine endliche Teiliiberdeckung (Bs[a] (7)) ze -
Wir setzen 0 := min(d[z] |z € F).

Fir z € X vorgegeben, gilt z € By (z) fiir ein z € F (ﬂberdeckungseigenschaft). Wir erhalten
Bs(2) C Baspa)(z) wegen

d(y,2) < d(y,2) + d(z,2) <5+ 0[] < 20[x] Yy e Bs(2).
B ; PeU)
T e — O, sty
) f(y)
Bas[2] (%)
Hiermit folgt f(Bs(z)) € B-(f(z)), wegen (z,y € Bas[a] (z))
A(f(2), F)) € A(f(2), f@) + (@), fW) < 5+ 5= VyeBs(2). =
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12.2 Folgenkompaktheit
Die Definition der Kompaktheit durch die Uberdeckungseigenschaft ist nicht so leicht intuitiv zu

erfassen. Wir diskutieren nun eine alternative Definition, die in Termen von Folgen gegeben ist.

Definition 70. FEin metrischer Raum (X,d) heifft folgenkompakt, wenn jede Folge (zy)nen in X
eine in X konvergente Teilfolge besitzt.

Beispiel 92. Sei R 5 a < b € R. Wegen Korollar [1§ ist [a,b] C R (ausgestattet mit der einge-
schrinkten Betragsmetrik) folgenkompakt.

Bemerkung 83. Sei V' ein K-Vektorraum mit K € {R,C}, und seien || - |1 ~~ || - [|2 zueinander
dquivalente Normen auf V. Sei weiterhin Y C V eine Teilmenge, sowie
di = (dyyy)y = dyg [y <y und d2 == (djp)y = g, [y <y

die, zu den Normmetriken d,., und d., gehdrigen Unterraummetriken.

Beachte: (Y, d;) ist genau dann folgenkompakt, wenn (Y,dz) folgenkompakt ist.

Beweis der Behauptung. Wegen Bemerkung [78}f1)| hat eine gegebene Folgen in Y eine beziiglich d;
konvergente Teilfolge genau dann, wenn sie eine beziiglich dy konvergente Teilfolge hat. O

12.2.1 Eigenschaften Folgenkompakter Mengen

Lemma 70. Ein folgenkompakter metrischer Raum st vollstindig.

Beweis. Ist (x,,)nen eine Cauchy-Folge im folgenkompakten metrischen Raum (X, d), so existiert eine
Teilfolge, die gegen ein x € X konvergiert. Wegen Lemma [3513)| gilt dann ebenfalls (zy,)pen — 2. O

Beispiel 93. Das rationale Intervall [0,2] C Q (ausgestattet mit der eingeschrinkten Betragsmetrik)

st nicht folgenkompakt:

o Wegen Ubung existiert eine Folge (qn)nen in [0,2] C Q, die im tibergeordneten metrischen
Raum (R,d;|) gegen V2 € R\ Q konvergiert; was dann wegen Korallar m ebenfalls fir jede
Teilfolge von (qn)nen gilt.

e Hiermit kann auch keine Teilfolge von (qn)nen gegen ein Element aus Q konvergieren, also auch
nicht in [0,2] C Q.

Die Unvollstindigkeit von Q dbertrigt sich sozusagen auf den (zwar in Q abgeschlossenen, aber eben

nicht kompakten) Teilraum [0,2] C Q.

Lemma 71. Sei (X,d) ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist X beschrinkt, d.h., es
existiert ein C > 0 mit d(x,y) < C fir alle z,y € X.

Beweis. Sei X unbeschriinkt, und z € X fixiert (der Fall X = () ist trivial):
e Fiir jedes n € N, existiert ein z, € X mit d(z, z,) > n. In der Tat, andernfalls erhalten wir
d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) < 2n Ve,ye X
im Widerspruch zur Annahme, dass X unbeschrankt ist.

o Fiir x € X fixiert, liefert die inverse Dreiecksungleichung

M4)|
d(z, zn) E |d(z, z) — d(z, zp)] VneN.
Wir wihlen N € N mit N > 1+ d(z, z), und erhalten mit unserer Wahl von z,:
d(z,zp) > |d(z,2) —n| > 1 Vn > N.

Dies zeigt, dass weder (z;,)nen noch irgendeine Teilfolge von (z,)nen gegen x konvergieren kann.
Da x € X beliebig war, widerspricht dies der Annahme, dass (X, d) folgenkompakt ist. O
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12.2.2 Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit

Der néchste Satz (Satz zeigt, dass die Begriffe Kompakt und Folgenkompakt fiir metrische Raume
dquivalent zueinander sindﬁ Dies liefert neue Moglichkeiten Kompaktheit zu verifizieren. Insbeson-
dere erlaubt dies aber auch, Aussagen fiir folgenkompakte metrische Rdume (wie Lemma auf
kompakte Teilmengen von metrischen Réumen zu iibertragen (vgl. Korollar Korollar und

Korollar .

Wir erinnern zunéchst an den Begriff des Haufungspunktes:

Bemerkung 84. Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X, und (x,)nen eine Folge in X.

o Gemdf Deﬁnition heifst x ein Hiufungspunkt von (x,)nen genau dann, wenn eine Teilfolge von
(Tn)neNn existiert, die gegen x konvergiert.

e Der gleiche Beweis wie in Satz zeigt, dass x genau dann ein Haufungspunkt von (x,)nen ist,
wenn jede Umgebung von = unendliche viele Folgenglieder von (xy)nen enthilt.

Satz 82. Fin metrischer Raum (X, d) ist genau dann kompakt, wenn er folgenkompakt ist.

Beweis. o Sei (X, d) kompakt. Ist (X, d) nicht folgenkompakt, so existiert eine Folge (x,)nen in X,
die keine konvergente Teilfolge besitzt, d.h., kein € X ist ein Haufungspunkt von (x,)nen:

— Wegen Bemerkung existiert zu jedem x € X eine oﬁenﬂ Umgebung U, von z, die nur
endlich viele Folgenglieder von (x,),en enthilt (es ist also {n € N |z, € U,} C N endlich).
— (Up)zex ist eine offene Uberdeckung von X, hat also eine endliche Teilitberdeckung (Uy)zcr.

— Uger Ue enthélt per konstruktionem nur endlich Folgenglieder von (x,),en (es ist also {n €
N[z, € Uyep Uz} € N endlich). Wegen X C |J,cp Uz, widerspricht dies der Unendlichkeit der
Indexmenge N.

e Sei (X,d) folgenkompakt. Ist (X, d) nicht kompakt, so existiert eine offene Uberdeckung (Uj)jes
von X, die keine endliche Teiliiberdeckung hat. Fiir jedes x € X, setzen wir

ele] :=supr({0 < r <1]3j5 € J mit By.(z) CU;}) € (0,1]. (362)
=: Blz]

Beachte: Die Menge B[x] ist offensichtlich nach oben beschrinkt; und weiterhin nichtleer, denn
wegen der Uberdeckungseigenschaft von (Uj);es gilt € Uj fiir ein j € J, also auch B.(z) C U;
fiir ein € > 0 wegen der Offenheit von Uj.

Gemif Lemma ﬁ existiert zu jedem = € X ein Blz| 3 r[z] > e[z] — ele] _ elo],

5 = ; und somit auch
ein jlz] € J mit By (7) € Boyy)(z) C Ujy  (beachte g[z] < 2r[x]).

— Per Annahme hat (Uj); e keine endliche Teiliiberdeckung von X. Also gilt X \ Uj_q Ujjz,) # 0
fiir jedes n € N und jede Wahl xg, ..., x, € X.

— Sei zyp € X fixiert. Wir finden induktiv eine Folge (zp,)nen in X mit a, € X\ ng_ol U;
alle n € Nyj.

— Fiir n,m € N mit n > m, erhalten wir

[Iz] ffiI‘

m<n—1
20 € X\U'S0 Ujiey € X\ Ujan] € X \ Boyla ] (zm) € X \ Befp ] (),

also zp, ¢ B.[z,.)(Tm), und daher e[z,,] < d(zn, zm).

84Tn beliebigen topologischen Riaumen (Folgevorlesungen) ist dies nicht der Fall. Hier sind Kompaktheit und Folgen-
kompaktheit tiblicherweise zueinander disjunkte Begrifflichkeiten.

85Wir diirfen U, als offen annehmen, da jede Umgebung von z eine offene Umgebung von z (sogar einen offenen e-Ball
um z) enthélt.
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Da (X,d) folgenkompakt ist, besitzt (z,)nen eine konvergente Teilfolge (z,(n))neny — @ € X.
Wegen Lemma ist (7,(n))nen eine Cauchy-Folge, und wir erhalten mit obiger Abschétzung:

0< 5[$L(n)] < d(xL(n+1)7xL(n)) VneN - limna[xL(n)] =0. (363)
— Es existiert ein j € J und ein € > 0 mit By.(x) C Uj. ((Uj)jes offene Uberdeckung von X)
— Es existiert ein N € N mit x,(,,) € B.(w) fiir alle n > N.. (beachte (2,(n))nen — )

— Fiir n > N, gilt:

y e BE(xL(n)) = d(IL‘, y) < d(z, xb(n)) + d(xb(n)my) <2 = y € B2a(x)a

also Be(7,(n)) C Bae(z) C U;. Gemé (362) gilt somit § € Blx, )], also elz,)] > §.
BE(xL(\n))
JEL(n)
Y. Be ()
\ x
Boc (z)
Mit Korollar erhalten wir den Widerspruch 0 limy, g[z,(n)] > § > 0. O
12.2.3 Zusammenfassung: Eigenschaften von Kompakta
Korollar 51. Ein kompakter metrischer Raum ist vollstindig und beschrinkt.
Beweis. Klar wegen Satz [82], sowie Lemma [70] und Lemma O

Korollar 52. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge. Dann gilt:

Lemmal6g
<~

Y kompakt in X (Y,dy) kompakt S@ (Y,dy) folgenkompakt.

Beachte: Die letzte Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass jede Folge in'Y eine Teilfolge besitzt,
die im metrischen Raum (X,d) gegen ein y € Y konvergiert (Definition von dy ).

Korollar 53. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ist Y C X kompakt, so auch beschrinkt und abge-
schlossen. Weiterhin ist (Y, dy) wvollstindig.

Beweis.  Wegen Lemma [67]ist ¥ abgeschlossen in (X, d).
e Wegen Korollar [52]ist (Y, dy) folgenkompakt:

— Wegen Lemma [70|ist (Y, dy) vollsténdig.
— Lemma [71| zeigt, dass (Y, dy) beschrinkt ist, dass also ein C' > 0 existiert mit

d(z,y) =dy(z,y) <C  Vz,yeY. O
Beispiel 94. Wir betrachten den metrischen Raum (R™,d;. ), mit n > 1 und einer Norm || - || auf
R™. Fir ¢ > 0, ist Q. = [—c,c|™ eine kompakte Teilmenge von (R",d; ), bzw. selbst kompakt als

metrischer (Unter)Raum (Q.,(d;.)a,). Daher wird Q. auch als kompakter Quader in R™ bezeichnet.

Beweis. o Wegen Lemma ist (Q., (dj.j.)a.) folgenkompakt, also kompakt wegen Korollar
e Wegen Satz 79| (|| - | ~n || - [|oc) und Bemerkung 82} ist (Q., (d)a.) ebenfalls kompakt.
e Wegen Korollar 52| ist Q. eine kompakte Teilmenge von (R",d.;). O]
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Im Falle n = 1, zeigen natirlich analog Beispz'el@ und Korollm" dass jedes Intervall [a,b] C R
mit R 3 a < b € R eine kompakte Teilmenge von (R,d,|) ist (bzw. [a,b] mit der eingeschrinkten
Betragsmetrik ein kompakter metrischer Raum ist). Diese Intervalle werden daher auch als kompakte
Intervalle bezeichnet.

*Beispiel 4. Das rationale Intervall [0,2] C Q ist nicht kompakt, da nicht folgenkompakt wegen
Beispiel[93. Wir kénnen hier auch anders argumentieren:

Wire Y = [0,2] € Q (mit der eingeschrinkten Betragsmetrik) ein kompakter metrischer Raum,
so wire Y eine kompakte Teilmenge von R (natirlich auch von Q) wegen Korollar|52, mithin abge-
schlossen in R wegen Korollar. Wegen 0 < /2 < 2 hat nun aber gemdf Ubung de Umgebung
von /2 € R\ 'Y nichtleeren Schnitt mit Y, womit R\'Y nicht offen, also Y nicht abgeschlossen sein
kann.

Wegen Beispiel [94] (Kompaktheit der Intervalle [a, b]), stellt der folgende Satz eine direkte Ver-
allgemeinerung von Satz 35| (Satz vom Maximum) dar (gleicher Beweis).

Satz 83 (Allgemeiner Satz vom Maximum). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, und f: X —
R eine stetige Abbildung. Dann gilt

infr(im(f)) € im(f) > supr(im(f)).

(Jede reellwertige stetige Funktion auf einem kompakten metrischen Raum, nimmt sowohl ihr
Maximum als auch ihr Minimum an.)

Beweis. Wir zeigen nur supg(im(f)) € im(f) (die Aussage infg(im(f)) € im(f) folgt analog). Sei
hierfiir o := supg(im(f)) € RU {oo}:

e Wir wihlen eine Folge (2, )nen in im(f) mit (2)nen — o. (Ubung
e Wir wihlen eine Folge (x,)nen in X mit f(z,) = 2z, fiir alle n € N,

e Wegen Satz [82] existiert eine konvergente Teilfolge (z,(,))neny — = € X; und wir erhalten mit der
Folgenstetigkeit von f (letzter Schritt) sowie Korollar [16| (zweiter Schritt):

o = limy, 2, = limy, 2,(,) = limy, f(7,)) = f(2) € im(f). O
Ubung 139. Sei (X,d) ein metrischer Raum, f: X — R stetig, und Y C X kompakt. Zeigen Sie
infr(f(Y)) € f(Y) 3 supr (f(Y)).

12.3 Der Satz von Heine-Borel

Sei n € Nyp und K € {R,C}. In diesem Abschnitt wollen wir schliefilich den Satz von Heine-Borel
beweisen, der die kompakten Teilmengen des normierten Raumes K" charakterisiert:

Satz 84 (Heine-Borel). Fine Teilmenge von K" ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Die Aussage in Satz [84]ist wohlformuliert, da es wegen Satz |79 bei den verwendeten Begrifflichkeiten
nicht auf die explizite Wahl der Norm auf K" ankommt:

o Wegen Satz und Bemerkung ist der Kompaktheitsbegriff unabhéingig von der expliziten
Wahl der Norm auf K™.

e Wegen Satz [79 und Bemerkung [77] ist der Beschrinktheitsbegriff unabhéingig von der expliziten
Wahl der Norm auf K™.

271



e Wegen Satz [79] und Korollar [49] ist der Offenheits- und somit auch der Abgeschlossenheitsbegriff
unabhéngig von der expliziten Wahl der Norm auf K".

Bemerkung 85. Satz[87) gilt fiir beliebige metrische Riume im allgemeinen nicht; noch nicht einmal
fiir metrische Unterrdume von R:

Sei X = (0,1) C R, sowie d die auf (0,1) eingeschrinkte Betragsmetrik d,.,. Dann ist (X,d) ein
(durch C = 1) beschrinkter metrischer Raum, und X ist abgeschlossen in (X,d) wegen Korollar
. Es ist nun aber ((1,1))nen., eine Uberdeckung von X, die keine endliche Teiliberdeckung
besitzt; also kann (X,d) nicht kompakt sein.

Beweis von Satz[84 Wegen Korollar [53] ist eine kompakte Teilmenge von K" ist abgeschlossen und
beschrankt. Wir zeigen die umgekehrte Richtung in zwei Teilschritten:

a) Eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge Y C R™ mit n € N ist kompakt:

Beweis. Da'Y beschrinkt ist, gilt ||Y||oc < cfiir ein ¢ > 0, also Y C [—¢, ¢]™ = Q.. Wegen Beispiel
ist Q. C R™ kompakt; also ist Y als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge, wegen
Lemma [67] ebenfalls kompakt. O

b) Eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge Y C C™ mit n € N5 ist kompakt:
Beweis. Wir betrachten die zueinander inversen R-linearen Abbildungen:
a: R*™ - C", (T1y ey Ty Yy e o5 Yn) > (X1 F 1Yty ..o, T + 1Y)

B: C" — R?", (1 + iy, .y Tn +iyn) = (T1,- .o, Tny Y1y - - -5 Yn)-

Wir fixieren eine Norm || - ||¢ auf C", und setzen || - [|[g := || - ||c o o (dies liefert genau die Norm
aus (357))). Per Konstruktion gilt dann:

18(2) = Bl = 16z = y)l[r = [(@ o B)(x =y)lc = [z - yllc Va,yeC"

la(z) = a()llc = llatz —y)llc = [z - ylr Va,y e R

e Somit bilden «, 8 beschriankte Teilmengen auf beschréinkte Teilmengen ab.
e Weiterhin sind «, B Lipschitzstetig, also stetig. Wegen a~! = 3 (bzw. 8 = a~!), sowie Proposi-
tion@ Ubung Lemma bilden «, /3 somit offene/abgeschlossene/kompakte Teilmengen

auf offene/abgeschlossene/kompakte Teilmengen ab.

Folglich ist 3(Y) C R2?" abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt wegen Teil @ Also ist
Y = a(B(Y)) C C" ebenfalls kompakt. O

Gemifl Korollar ist ein kompakter metrischer Raum vollstdndig. Man mag sich also durchaus
wundern, warum diese Bedingung in Satz nicht mehr vorkommt. Der Grund hierfiir ist die
Vollstindigkeit des K", die wir ja in Korollar gezeigt hatten. Wie das néchste Lemma zeigt,
impliziert ndmlich die Abgeschlossenheit einer Teilmenge in einem vollstdndigen metrischen Raum,
bereits die Vollstdndigkeit des zugehorigen metrischen Unterraumes:

Lemma 72 (Kriterium fiir Vollsténdigkeit). Sei (X,d) ein wvollstindiger metrischer Raum und
Y C X eine Teilmenge. Der metrische Unterraum (Y,dy) ist genau dann vollstindig, wenn Y
abgeschlossen in (X,d) ist, d.h., es gilt:

(X,d) wvollstindig und Y C X:  (Y,dy) wvollstindig < Y abgeschlossen in (X,d).

Wir erinnern an Lemma welches besagt, dass eine Teilmenge Y C X genau dann abgeschlossen
in (X, d) ist, wenn sie folgenabgeschlossen ist, d.h., fiir jede Folge (y,)nen in Y mit lim, y, =z € X
gilt bereits x € Y.
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Beweis. o Sei Y abgeschlossen. Ist (y,)nen eine Cauchy-Folge in (Y, dy), so auch in (X, d). Daher
existiert der Grenzwert lim, y, = * € X. Dann gilt x € Y, da Y wegen Lemma [36] folgenabge-
schlossen ist.

e Sei (Y,dy) vollstédndig. Sei (yn)nen eine Folge in Y mit lim, y, = z € X beziiglich d.
— Dann ist (yn)nen eine Cauchy-Folge in (X, d), also auch in (Y,dy) wegen {y, |n € N} C Y.

— Per Annahme konvergiert (y,),en beziiglich dy gegen ein y € Y, also auch beziiglich d.
— Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes, gilt dann bereits t =y € Y.

Somit ist Y folgenabgeschlossen, also abgeschlossen wegen Lemma O

12.4 Weitere Begrifflichkeiten: Abschluss, Inneres, und der Rand

In diesem Abschnitt wollen wir noch einige Grundbegriffe im Rahmen metrischer Rdume diskutieren,
die auch im allgemeinen Rahmen der sogenannten topologischen Raume (Folgevorlesungen) auftau-
chen, und eine zentrale Rolle spielen. Im Folgenden sei (X, d) ein metrischer Raum; und es bezeichne
O(X) die Menge aller offenen Teilmengen von X, sowie A(X) die Menge aller abgeschlossenen Teil-
mengen von X (vgl. Notation .

Bemerkung 86 (Beriihrungspunkte). Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge.
Wir erinnern an die Definition der Menge aller Berihrungspunkte von Y :

B(Y)={peX | YNB.(p) #0 fiir alle € >0 }.

_B:(p)
P
Y
X
Bemerkung @]) besagte:
Y CB(Y) A peB(Y) <« 3 Folge (Yn)nen in Y mit lim, y, = p. (364)

Die folgende etwas abstraktere Charakterisierung wird auch im Rahmen topologischer Raume benutzt:

=: B,(Y)
B(Y) = {p eX ‘ Y NU#0 fir jede Ungebung U vonp}

(365)
= {p eX ‘ Y NO #0O fir jede offene Umgebung O vonp}

=:Bo(Y)

Beweis von (365)). Wir zeigen B(Y) C B,(Y) C Bo(Y) C B(Y):

e B(Y) CBu(Y): Seipe B(Y)und U eine Umgebung von p. Dann existiert ein € > 0 mit
B:(p) C U. Per Annahme gilt ) # Y NB.(p) C Y NU. Dies zeigt p € B,(Y).

e B,(Y)C By(Y): Eine offene Umgebung von p € X ist insbesondere eine Umgebung von p.
e Bo(Y)CB(Y): Fiirjedese >0 und p € X ist B.(p) eine offene Umgebung von p. O

Terminologie 30. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge.
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1) Der Abschluss von Y in (X,d), ist definiert durch
Y = ngAeA(X)A'

Y ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthilt:

o Y CY (offensichtlich),
e Y € A(X) ist abgeschlossen (Korollar , und es gilt:

Y C AeAX) = YCA. (366)
Insbesondere gilt Y =Y genau dann, wenn'Y € A(X) abgeschlossen ist (Ubung).
2) Das Innere von Y in (X,d), ist definiert durch
Y :=Uox)s0cy O
Y° ist die grofite offene Menge, die in'Y enthalten ist:

e Y° CY (offensichtlich),
e Y° € O(X) ist offen (Proposition[][OM3)), und es gilt:

O(X)>0CY = OcCy-. (367)
Insbesondere gilt Y° =Y genau dann, wenn'Y € O(X) offen ist (Ubung).
3) Der Rand von'Y in (X,d) ist definiert durch
oY ==Y \Y° also Y CY A Y°Nnay =0. (368)

Y € A(X) ist abgeschlossen wegen Lemma (als Differenz einer offenen mit einer abgeschlos-
senen Teilmenge).

(Beachte: Y = 0Y UY®, wenn'Y abgeschlossen ist (Y =Y ).)
Zusammenfassend haben wir:

YOCYCY =0YUY® also Y =(YNnoy)Uy®.

=l

S/’C

D.h., Y ist die disjunkte Vereinigung von Y° mit der Teilmenge Y N 9Y C JY — Letztere kann
durchaus auch ganz 9Y sein (A(X) 3> Y =Y), oder aber auch leer (O(X)3Y = YO)

Wir haben die folgenden Charakterisierungen der Mengen in Terminologie

Satz 85. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge. Es gilt:

86 Aus obiger Grafik heraus kénnte man vermuten, dass Y durchaus einen offenen metrischen Ball enthalten kénnte,
welcher leeren Schnitt mit Y (dieser wire komplett im hellroten Bereich enthalten) oder mit X \ Y (dieser wiire
komplett im hellgriinen Bereich enthalten) hat. Satz|85l|(3)| zeigt allerdings, dass dies nicht der Fall ist — ,,Der Rand
ist in obiger Grafik sozusagen viel zu dick gemalt®.
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(1) Y = B(Y) ({pEX’YﬂU#(D fiir jede Umgebung U vonp })

(2) Yoz{peX‘Yz'st Umgebungvonp}dg'{peX‘Bs(p)QY fiir ein 5>0}

(3) 3Y:{p€X‘ YNUAD#A(X\Y)NU fiir jede Umgebung U vonp } =:0,Y
= {pGX’ YNO#£DA(X\Y)NO fiir jede offene Umgebung O vonp } =: 9oY
:{pGX’YﬂBE(p)#@#(X\Y)ﬂBg(p) fiir jedes € >0 } =:0.Y

Es gilt also:

peIY fir pe X & YNU#0#A(X\Y)NU fiir jede Ungebung U von p.

Die Blaue Menge 9Y kann sowohl Elemente von Y als auch von X \ Y enthalten;
und nicht jeder metrische Ball um einen Randpunkt schneidet notwendig Y°.

Beachte: Die obige Grafik deutet an, dass nicht jeder metrische Ball um ein p € 9Y zwangsliaufig
nichtleeren Schnitt mit Y° hat. Sei beispielsweise (X,d) = (R,d,):

e Y =Q: Es gilt Y =R =Y, also Y° = () (Ubung).
e Y =[0,1)U{2}: Esgilt Y°=(0,1),Y =[0,1]U {2} und 8Y = {0,1,2} (Ubung).
Beweis von Satz[83. (1) Wir verwenden B(Y) = Bo(Y):

e Y C B(Y): Wegen (366]) geniigt es Y C B(Y) € A(X) nachzuweisen. Nun gilt Y C B(Y)
wegen (364)); und zudem ist B(Y") abgeschlossen, denn X \ B(Y") ist offen:

Wir zeigen, dass X \ B(Y) mit jedem p auch eine offene Umgebung von p enthilt, womit dann
X \ B(Y) als Vereinigung offener Mengen offen ist. Hierfiir beachten wir:

x\B(v) B x\ Bo(v)
= X\{pEX}YﬁO#@ fiir jede offene Umgebung Ovonp}
= {p eX ‘ Y NO =0 fiir eine offene Umgebung O von p }
= {peX|30CX\Y offen mitp € O}. (369)
Seipe X\ B(Y)und O C X \ Y offen mit p € O. Dann gilt bereits O C X \ B(Y"), wegen:

(369)

qe 0 = O CX\Y offen mit ¢ € O ge X\ B(Y).

e B(Y) C Y: Andernfalls existiert ein p € B(Y)\Y C X \Y =: O, wobei O wegen der
Abgeschlossenheit von Y offen ist. Wir erhalten den Widerspruch @ =Y N O # 0:

- 0=YNOD2YNO: EsgiltY CY.
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- 0#AYNO: Es gilt p € B(Y) = Bo(Y), und O ist eine offene Umgebung von p.

(2) Die zweite Gleichheit gilt per Definition; denn Y ist eine Umgebung von p € X genau dann, wenn
Y einen offenen metrischen Ball um p enthilt. Wir bleibt daher Y° = O := { pe X ’ B:(p) C
Y fiirein € >0 } nachweisen:

e O CY®° Wegen Lemma 27 sind die offenen metrischen Biille offen. Also zeigt (367)):

def.

pe0 = B.p) CY fireine>0 59

€ Be(p) CY°.

e Y°C O: Y°istoffen mit Y° C Y. Fiir p € Y°, existiert daher ¢ > 0 mit B.(p) CY° CY
(Y° ist Umgebung aller ihrer Punkte, da offen).

(3) Wie in Bemerkung 86| folgt .Y C 9,Y C 9,Y C 9.Y, also 9,Y = 3oY = 0.Y.
e Y CO.Y: SeipedY und € > 0.
— Wegen p € Y CY zeigt Teil (1) (Y = B(Y)), dass Y N B.(p) # 0 gilt.
— Wegen p ¢ Y° zeigt Teil dass B.(p) € Y gilt, d.h., (X \Y)NB.(p) # 0.
e J.Y COY: Seipe d.Y,alsoYNB.(p)#0#(X\Y)NB(p) fiir alle £ > 0.

— BEsgilt p € B(Y) =Y (Teil (1)), wegen Y N B.(p) # 0 fiir alle ¢ > 0.
— Esgilt p ¢ Y°; denn Y ist keine Umgebung von p (Teil7 wegen B.(p) Z Y fiire >0. O

Ubung 140. Sei (X,d) ein metrischer Raum, und Y C X eine Teilmenge. Zeigen Sie:
X\Y =(X\Y)° sowie X \Y°=X\Y.

Beispiel 95. Sei (X,d) = (R,d|), sowie R>a <beR undp € R:

a) FirY =[a,b) gilt: Y°=(a,b), Y =la,b], 9Y = {a,b}.
b) FirY = (a,b) gilt: Y° = (a,b), Y =][a,b], Y ={a,b}.
c) FirY =la,b] gilt: Y°=(a,b), Y =]a,b], Y = {a,b}.
d) Firy =R gilt: Y°=R, Y =R, Y =0.

e) FirY ={p} qit: Y° =0, Y ={p}, oY ={p}.

f) FirY ={%|neNso} gilt: Y°=0, Y =YU{0}=09Y.

Beachte: Die Begriffe Abschluss, Inneres und Rand hdngen empfindlich davon ab, als Teilmenge
welchen metrischen Raumes man 'Y auffasst. Betrachten wir beispielsweise den metrische Unterraum
(Z,dz) von (X,d) mit Z := [a,b), so erhalten wir:

a') FirY =la,b) gilt: Y°=[a,b), Y =][a,b), Y =0. (Z ist offen/abgeschlossen in (Z,d))
b') Fiir Y = (a,b) gilt: Y° = (a,b), Y =]a,b), 0Y = {a}.

Beispiel 96. Sei (V.| - ||) ein normierter Raum. Fir x € X und e > 0 gilt

oy}

-(z) = B.(x) sowie B.(z)" = B.(x). (370)

Beweis der Behauptungen. Es gilt B.(x) C B.(x). Somit zeigen Lemma (B:(z) ist abgeschlossen)
und (366) (linke Seite) sowie Lemma (Be(x) ist offen) und (367) (rechte Seite):lﬂ

B.(z) C B.() sowie B.(z)" 2 B.(z).

Wir benutzen nun die Vektorraumoperationen auf V', um die Gleichheiten nachzuweisen:

87Diese beiden Inklusionen gelten auch in allgemeinen metrischen Riumen immer.
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e Angenommen, es existiert ein z € B.(z) \ B-(z).

— Wegen B.(z) C B.(x) gilt dann notwendig ||z — z|| = «.
— Wegen X \ B.(x) € O(V), existiert ein 0 < § < e mit Bs(z) C X \ B(x).

Wir setzen y := z — ﬁ - (z — z), und erhalten den Widerspruch: (0 < ﬁ = 2% < % )
ly —=ll = § = y € Bs(z) € X'\ Be(z)
[V2)
-l - gl le—sl<e = yeB.) B

e Angenommen, es existiert ein z € B.(z)" \ B.(z).

— Wegen B, (z)° C B.(x), gilt dann notwendig ||z — z|| = &.
— Wegen B.(z)° € O(V), existiert ein § > 0 mit Bs(z) C B.(z)".

Wir setzen y := z + 2” 7T - (# — ), und erhalten den Widerspruch:
ly —2ll =% = y € Bs(2) C B(2)” C Be(2)
by =Btz =2 > e — y ¢ Bu(x). O

Ubung 141. Machen Sie sich anhand eines Gegenbeispiels explizit klar, dass die Identititen
in Beispiel[90 fiir metrische Riume im allgemeinen nicht erfillt sein miissen. Betrachten Sie hierfiir
beispielsweise den diskreten metrischen Raum (Z,d) mit d(m,n) = |m — n| fir m,n € Z — vgl.
ﬁbung@) — und hierin entsprechende Bille mit Radius 1. Machen Sie sich ebenfalls klar, dass die
Identitdten tatsichlich darauf basieren, dass man in normierten Rdumen, die (mit der Norm
kompatiblen) Vektorraumoperationen zur Verfiigung hat, mit denen man aus gegebenen Elementen
(Vektoren), neue Elemente (Vektoren) mit gewissen Zusatzeigenschaften konstruieren kann.

13 Produktrdume und Multilineare Abbildungen

In diesem Abschnitt behandeln wir Produkte metrischer Rdume, und diskutieren einige Grundlegende
Eigenschaften von multilinearen Abbildungen. Sei hierfiir im Folgenden immer K € {R, C}.

13.1 Produkte Metrischer Riume

Terminologie 31 (Produktridume). Seien (X1,d1),...,(X,,d,) metrische Ridume. Wir versehen
den Produktraum X := X1 X ... x X, immer mit der Mazimumsmetrik (Ubung

doo: X X X — [0, 00), (1, yzn), (Y1s- - -y yn)) = max(di(z1,y1), - - - dn(Tn, yn)).  (371)
e Die Projektion auf den j-ten Faktor fir 1 < j <mn, ist gegeben durch (vgl. Beispiel @P
prj: X1 X - x X = Xj, (1, .. ) = xj.
o Ist f:Y — X eine Abbildung (Y Menge), so setzen wir:
fi=prjof:Y = Xj Vi<j<n d.h. f:Ysy— (fily),...,fn(y) € X

Wir notieren im Folgenden auch f = (f1,..., fn).
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Der Umgebungsbegriff sowie Offenheit und Abgeschlossenheit von Teilmengen; und weiterhin Konver-
genz von Folgen sowie Stetigkeit von Abbildungen sind dann immer beziiglich der Maximumsmetrik
doo zu verstehen. Beispielsweise:

e FEine Folge (z¢)sen in X konvergiert gegen ein x € X, wenn sie beziiglich doy konvergiert.

Beachte: Gemdf Ubung (unten) ist dies gleichbedeutend mit der Konvergenz von (pr;(we))eeNn
beziiglich d; gegen pr;(z) fir alle 1 < j <n.

o Sei (Y,d) ein metrischer Raum:

— Fine Abbildung f: X — Y heif§t stetig (in einem Punkt), wenn sie stetig (in einem Punkt)
beziiglich doo ist.

— Fine Abbildung f:Y — X heifst stetig (in einem Punkt), wenn sie stetig (in einem Punkt)
beziiglich doo ist.

Beachte: Lemma weiter unten zeigt, dass dies gleichbedeutend mit der Stetigkeit (in einem
Punkt) aller Komponentenfunktionen fi,..., fn von f ist.

Fiir (offene) Umgebungen erhalten wir die folgenden Aussagen:

1) U C X ist genau dann eine Umgebung von x = (x1,...,x,) € U, wenn gilt:

3e>0: Bldil(x1) % ... x Bldn](zn) 2 Bldad]e(2) C U.

Die Gleichheit (%) erhalten wir mit:

y € B[d](z1) x ... x B[dy]e(2n) = dj(zj,y;) <e fir 1<j<n
— doo(xuy) = max(dl(xluyl)a s 7dn(l‘n7yn)) <e€
— y € Bldoo]e ().

2) O C X ist genau dann offen, wenn zu jedem x € O ein € > 0 mit B[doo]e(z) C O ezistiert.
Insbesondere: Gegeben nichtleere Teilmengen O #Y; C X; fir 1 < j <mn, so gilt.@

Y; CX; offenin (Xj;,d;) fir 1<j<n

’ (372)
— Y =Y1x...xY,CX offenin (X,dw).

Beachte: Gilt Y; = 0 fir ein 1 < j < mn, so ist Y = 0 automatisch offen. Allerdings lisst sich
dann aus der Offenheit von' Y = () nicht die Offenheit aller Y; fir 1 < j <n Schlussfolgern.

Beweis von (372]). e Es gelte die erste Zeile in (372). Fir y = (y1,...,yn) € Y vorgegeben,
existieren dann €1, ...,&, > 0 mit B[d;]¢,(y;) C Yj fiir 1 < j < n. Fiir € := min(ey, ..., e,) gilt
dann

Bldac)-(y) 2 Bldi]o(y1) .. x Bldnle(yn) C Bldile, (51) % - . X Bldnle, (yn) C Yi X ... % Yy = .

o Es gelte die zweite Zeile in (372); und sei 1 < j < n sowie y; € Yj fixiert. Wir wihlen y; € Y;
fir 1 <i# j <n (moglich wegen Y; # 0 fiir 1 <1i <mn), und setzen y := (y1,...,yn) € Y. Per
Annahme existiert ein € > 0 mit

Bd]e(y1) X - .. X Bldule(yn) 2 Bldoo)e(y) CYi X ... x Yo=Y = Bld(y;) CY;. O

88Beachte: Die Aquivalenz (372) bedeutet nicht, dass jede offene Teilmenge von X von der Form O; x ... x O, mit

O; C X; offen fir 1 < j < n ist; denn beliebige Vereinigungen derartiger Produkte offener Mengen, sind ja gemaf
Proposition ebenfalls wieder offen.
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Ubung 142. Zeigen Sie, dass (371) eine Metrik ist.

Ubung 143. Seien (X1,d1), ..., (X,,d,) metrische Riume, und X = X1 x...xX,. Zeigen Sie, dass
eine Folge (z¢)sen in (X, doo) genau dann gegen ein x € X konvergiert, wenn (pr;(z¢))een — pr;(7)
beztiglich d; fiir alle 1 < j <n gilt.

Hinweis: Beweis von Lemma [67).

Bemerkung 87.

a) Seien (Vi,| - |l1),---, (Vo || - |ln) mormierte K-Vektorrdume. Dann ist V := Vi x ... x V, ein
normierter K-Vektorraum vermdge der Mazimumsnorm

| lloc: V — [0, 00), (v1,...,0,) = max(||v1]|1, .-, [|vnlln)-
Setzen wir (X;,d;) = (Vj,dy,;) fir 1 <j <n, so gill des = dj -
Beachte: Sei || - [|; eine Norm auf Vj fir 1 < j <n, sowie || -[|5, die zugehdrige Mazimumsnorm.

Gilt || -l ~x || - |} fiir alle 1 < j < n, so auch || - [l ~x | - [l ]

b) e Sei (Vj,|-]l;) = (K,|-|) fir alle1 < j <n. Dann ist || - || gerade die ibliche Mazimumsnorm
auf V =K", also d, die zur Mazimumsnorm gehorige Normmetrik.

Insbesondere zeigt (372)), dass ein Produkt Op X ... x O, nichtleerer offener Teilmengen
O1,...,0, CK (bspw. offene Intervalle in R im Falle K = R) offen in K™ ist.

o Sei allgemeiner (Vj, || - ||;) = (K™, || - |%) mit m; € Nug und | - |[% die Mazimumsnorm auf
K™, fiir 1 < j <mn. Dann ist || - || ebenfalls die iibliche Mazimumsnorm auf K™+ +mn,

Ist also O; C K™ nichtleer und offen firl < j < n, so ist O1 x...x Oy offen in Km1+"'+mn@

Ubung 144. Seien (X1,d1),(X2,ds), (Y,d) metrische Riume, und sei f: X1 x Xo — Y stetig
(beziiglich A ). Zeigen Sie, dass fir jedes fixierte x1 € X1 und xo € Xo die Abbildungen

fos: Xi €2 f(z,22) €Y und fo,: Xo €z f(z1,2) €Y

ebenfalls stetig sind.

Lemma 73. Seien (Y,d), (X1,d1),...,(Xn,dn) metrische Riume, und f: Y — X1 X ... x X, eine
Abbildung. Es ist f genau dann stetig in y € Y (beziiglich der Mazximumsmetrik do), wenn die
Komponentenfunktionen fi,..., fn stetig in y sind.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben.

e Ist f stetig in y, so existiert ein § > 0 mit

d(y,y) <6 fir y €Y = d(f(),f¥)) <
= di(fiw). fi(¥)) <dso(f(y), f(y)) <e fiir 1<j<n.

Dies zeigt die Stetigkeit der Komponentenfunktionen in .

9

88ei C1,...,Cn > 0mit || -] < Cj-| |, fir 1 < j < n. Fir C := max(Cy,...,Cy), gilt dann offensichtlich
I lse < C -l |lo- Die umgekehrte Abschéitzung folgt analog.

Sei beispielsweise n = 2, m1 = 2, ma = 1, sowie O1 = {(2,9) € R? |2? + 2% < 1} und Oz = (0,1). Dann ist O1 x Oz
ein offener Zylinder in R® mit Radius 1 und Lénge 1.

90
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e Sind die Komponentenfunktionen stetig in y, so existieren d1,...,d, > 0 mit

d(y,y') < 9; fir y' €Y = d;(fi(w), f;(y)) <e

fir 1 < j <mn. Fiir 0 := min(dy,...,d,), gilt dann offensichtlich

d(y,y') <o fir y'eY — doo (f(y), F(y)) <e,

was die Stetigkeit von f in y zeigt. O

Sei (Y, d) ein metrischer Raum und n € N+(. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf K" ist die
Stetigkeit einer Abbildung f: Y — K" nicht von der expliziten Wahl der Norm || - || auf K" abhéngig
(sieche Bemerkung . Konkreter gilt:

Lemma 74. Sei (Y,d) ein metrischer Raum. FEine Abbildung f: Y — K" ist genau dann stetig in
y € Y, wenn die Komponentenfunktionen f1,..., fn stetig in y sind.

Beweis. Wegen Bemerkung [79| kénnen wir ohne Einschriankung die Maximumsnorm auf K" betrach-
ten; und dann folgt die Behauptung sofort aus Bemerkung [87|lb)| sowie Lemma O

*Bemerkung: Alternativ kann man auch mit Korollar sowie der Aquivalenz von Stetigkeit und
Folgenstetigkeit (Proposition [8) argumentieren:

f stetigin y Pro%gitgon f folgenstetig in y
& Wndnen =y = flyn) = f(¥)
RoleB o uen sy = file) o fy) fir 1< <n
ety f; folgenstetigin y fir 1 <j<n
Progon@ f; stetigin y fir 1 <j <n.

Bemerkung* 15. Wir wollen das wichtige Lemma noch einmal etwas konkreter begriinden:

Sind || - |1 und || - ||2 Normen auf K", so gilt || - |1 < C - || - ||2 fir ein C >0 (Satz[79), also

1f(@) = fW)lh < C-|f(@) = fW)l2 Va,yeX. (373)
Sei || - || eine Norm auf K":
e Wiihlen wir in |-l =| -] sowie | |2 =1 |lcc, S0 erhalten wir
1f(2) = fF)ll < € - max({|fj(x) = fi(y)| |1 < j < n}) Vo,yey.
Hiermit folgt, dass f beziglich || - || stetig iny € Y ist, wenn f; fir alle 1 < j < n stetig in y ist.
o Wihlen wir in |-l =1l sowie|[-|2=1 -], so erhalten wir
5@ = W] < 1@ = F@lle < C-I1f@) — @ YayeY,1<j<n.

Hiermit folgt, dass f; fiir alle 1 < j < n stetig iny € Y ist, wenn f beziglich || - || stetig in y ist.
Beispiel 97 (Allgemeine Polynomfunktionen). Sei m,n € N. Es gilt
idgm = (pry,...,pr,,): K™ — K™

fiir die Identititsabbildung auf K'™.
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e Wegen der Stetigkeit von idgm, sind gemdfy Lemma[74 auch die Komponentenfunktionen, also die
Projektionen pr; fir 1 < j < m stetig.

o Wegen Korollar@ sind dann alle endliche Produkte der Form prj, -...-pr;,: K™ — K mit £ € N5g
und 1 < j1,..., 70 < n stetig.

Fira = (ai,...,am) € N, sei |a| := a1 + ...+ am. Fir a € N™ ist dann das Monom
prit - oopram: K" Sz 2% = ()M - (7)€ K
vom Ezxponenten « stetig (Korollar . Eine Funktion der Gestalt

P: K™ — K", T — Z % Uy
aeN™: |a|<k

mit k € N und u, € K" fiir alle |a] < k, heifit Polynomfunktion vom Grad k, wenn uq # 0 fir ein
o € N™ mit |a| = k gilt. Als Linearkombination von (stetigen) Monomen ist P gemdfs Korollar |25
ebenfalls stetig.

13.2 Multilineare Abbildungen

Im Folgenden sei K € {R,C} und n € Ny.

Terminologie 32. Gegeben K-Vektorriume Vi,...,V,, W. Eine Abbildung ¢: V1 X ... x V, - W
heifst K-multilinear (oder einfach multilinear), wenn sie K-linear in jedem Faktor ist, d.h., wenn fiir
1 <j <n sowie u,v € V; und A € K gilt:
¢(01,... ,Uj_1,>\ -u+v,vj+1,...,vn)
=A- ¢(Ula sy U1, Uy Ujg 1,y - o UTL) + (b(vlv <oy Uj—1,0,V541, - - - ,’Un).

Beachte: Ist v; = 0 fiir ein 1 < j < n, so folgt mit Bemerkung .'

d(v1, ..., 0p) qﬁ(vl,...,vj_l,o-vj,vj+1,...,vn) =0-¢(v1,...,0p)

=
I

0. (374)
e Istn=1, also V=V, und
dA-v+u) =X p(v) + p(u) vieK, u,veV,
so heif$t ¢ K-linear (oder einfach lineare Abbildung).

— Die Menge aller lineare Abbildungen V- — W wird mit Hom(V, W) notiert (Homomorphismen,).

Beachte: Ist ¢ € Hom(V, W) bijektiv, so folgt automatisch ¢~ € Hom(W, V) (vgl. Beweis von

Lemma .
— Ist V. =W, so notiert man End(V') := Hom(V, V') (Endomorphismen).

— Die bijektiven (also invertierbaren) Elemente von End(V) werden Automorphismen genannt
und mit Aut(V') notiert. Wegen dem ersten Punkt gilt dann: ¢ € Aut(V) < ¢~ € Aut(V)

e Istn =2, also

A\ v +u,v9) = X o(v,v2) + ¢(u, va) VAEK, u,v eV, vg € Vo
(ﬁ(’l}l,A"U"i‘U) :A'¢(Ul7v)+¢(U17U) VAE]I<7 ’LL,UGVQ, (%1 e‘/17

so heif$t ¢ K-bilinear (oder einfach bilineare Abbildung).
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Beispiel: Sei Vi,...,V, =V :=K" fiir ein n € Ny, sowie W := K. Die Determinantenfunktion

det: V"™ — W, (V1,5 00) = D s, (sgn(a) . H?Zl Vo(j), )

(vj = (vj1,...,vjn) € K" fir 1 < j <n) ist eine K-multilineare Abbildung. Hier bezeichnet S,, die
Menge aller Bijektionen o: {1,...,n} — {1,...,n} (Permutationen von {1,...,n}), wobei sgn(o)
das Signum (siehe lineare Algebra) der Permutation o notiert.

Lemma 75. Gegeben normierte K-Vektorraume (Vi, || - )1, (Vas || - ln), W4 - ||) und eine K-
multilineare Abbildung ¢: Vi x...xV, — W, so sind die folgenden Aussage dquivalent zueinander:

a) ¢ ist stetig.
b) ¢ ist stetig in 0.
c) Es existiert ein C' > 0 mit

lo(vi,...,o)|| < C - o]l ---- - ||vnlln VvjeV; fir j=1,...,n. (375)

Bemerkung. e Wir versehen natiirlich Vi x ... x V, mit der, zu den Normmetriken d;.,,...,d.,
gehorigen Mazimumsmetrik doo, d.h. dos = d}. . wegen Bemerkung @

o Offensichtlich ist die Charakterisierung in Tez’l mwvariant unter dem Austausch von zueinander
dquivalenten Norm auf jedem der auftauchenden Vektorrdumen. Selbiges gilt fiir die ersten beiden
Bedingungen, wegen Bemerkung Eﬂ

Beweis. Wir zeigen @ ﬂ ﬂ wobei die Implikation @ :>@ evident ist:

e Es gelte @ Wegen (374) miissen wir nur die Existenz eines C' > 0 nachweisen, sodass (375) mit
Vi 2 wv; #0 fur alle 1 < j <n gilt. Per Annahme existiert ein 6 > 0 mit (vgl. (371)))

$(Bldwcls(0)) € Bldy11(6(0)) 0 BLd, 1 (0).

Ausgeschrieben bedeutet dies: (beachte doo = dj. Wegen Bemerkung )
luill1y .- llunlln < fir w € Vi,...,u, €V, = lo(ur, ..., uy)| < 1.

Sei nun V; 3 v; # 0 fir 1 < j < n. Wir setzen u; := m‘vj fir 1 < j < n. Dann gilt
VALV,

luill1, - llunlln = % < 6, also wegen der Multilinearitit von ¢ sowie (erste Gleichheit)
0 0
sTo " 5o 1001, vl = [lo(ur, - un) | <1
— lg(vr, .. va)ll < (3)" - lloally - - flonlln.
~—
=:C
e Es geltefc)] Sei v = (vi,...,v,) €V :=Vi x ... x V, fixiert; sowie Q := max(L, ||v1]|1,..., [|vn]n)-
Fiir 0 = (01,...,0p) € V, ist dann ¢(v + o) — ¢(v) wegen der Multilinearitit von ¢ eine endliche

Summe der Form (¢ € N>0)|ﬂ

¢(v+0) = ¢(v) =30 G(ulph,... ulpln) mit ulpl; € {vj, 05} fir 1<j<n,

wobei fiir jedes 1 < p < ¢ mindestens ein 1 < j, < n existiert, sodass u[p]; = o; gilt.

NFRirn =1, ist ¢(v + o) — ¢(v) = ¢(0); und fiir n = 2, ist d(v + o) — G(v) = d(v1,02) + ¢(o1,v2) + ¢(01,02).
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Fiir 0 € V mit [|oflo < 1 (dh, [joyll; < 1 fiir 1 < 5 < n), gilt dann [Jufpli]ls - ... - Julplalln <
Q" [loloo fiir 1 < p < g, also

lo(ulply,- - ulpla)| < C Y llulplilly - .- - [[ulplalln

1 p=1

q
-3 Q" ol =g-C- Q" [0l
p=1

[M]=

lp(v + o) = ¢(v)]l

S
Il

IN

Fiir € > 0 vorgegeben und 0 < § < min (1,6/((] . Q"‘l)), gilt somit
loljeo <d fiir o€V = lp(v+0) — ()| <e

also ¢(Bldso]s(v)) € B[dylc(¢(v)). O

Der néchste Satz und das folgende Korollar zeigen, dass im endlichdimensionalen Fall jede multili-
neare Abbildung automatisch stetig ist. In beliebigen (unendlichdimensonalen) normierten Rdumen
muss dies allerdings nicht mehr gelten:

e Ein unendlichdimensionales stetige Beispiel liefert fiir fixierte R 3 a < b € R die lineare Inte-
gralabbildung

I(a,b): C%a,b,R) =R,  frs [7F,

wobei wir V' = C?([a, b],R) als normierten R-Vektorraum mit der Supremumsnorm |- |, auffassen
(vgl. (223)). In der Tat gilt ja wegen Satz [55| (erster Schritt) und der Monotonie der Riemann-
Integrals (zweiter Schritt):

3@, o)) = | L FI <SP < S0 f oo = (0 —a) - |floo V f eV =0%a,b),R).

e Ein unendlichdimensionales unstetiges Beispiel (Ubung) liefert fiir fixierte R 3 a < b € R die
lineare Ableitungsabbildung

D(a,b): C'([a,b],R) = C°([a, b],R), fe=f,

wobei wir V' = C([a,b],R) sowie W = C%([a,b],R) beide als normierten R-Vektorriume jeweils
mit der Supremumsnorm | - | auffassen.

Satz 86. Sei (W, | -||) ein normierter K-Vektorraum, sowie n > 1 und m[l],...,m[n] € Nsg. Jede
K-multilineare Abbildung ¢: K™ x ... x K™ — W st stetig.

Beweis. Fiir 1 < j < n, bezeichne e[j]1, ..., e[j],; die kanonischen Basisvektoren des K™, d.h.

oli) = X7 oljle el fir olj] = s 0llmg) € KO,
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Wir erhalten aus der Multilinearitdt von ¢ sowie der Dreiecksungleichung@

| énl,... vl || = | o zz’f“l ey - el 0f2); o)) |

= | 0 vl - (eltley, o2 vln]) |

= | i ot S ol - (el selnls,) |

<SRS lla) oS0 plla) - 6l elnle)]

\W_/ \,_/
< [lv[fleo < [lvfnllloo

< C-foflo - - - - f[oln]llo
fiir C:= (m[1]-...-m[n]) - max ([|¢(e[l]s,, ... e[n]s)| |1 < € <mlj] fir 1 <j <n). O
Korollar 54. Sei (W, | - ||) ein normierter K-Vektorraum, sowie Vi,...,V, endlichdimensionale

K- Vektorrdume mit Dimension > 1. Jede K-multilineare Abbildung ¢: Vi x ... x V,, — W st stetig.

Beweis. Wegen Ubung sind auf den Vektorrdumen Vi,...,V,, jeweils alle Normen &quivalent
zueinander. Wie in Lemma |75| bereits angemerkt, miissen wir daher (375)) nur fiir irgendeine Wahl
von Normen auf den Vektorrdumen Vi, ..., V,, nachweisen. Wir wéhlen:

e Isomorphismen «;: K™l — Vi mit m; € Ny fiir 1 <j <n.
e Normen || - ||; auf K™V fiir 1 < j < n.

Wir definieren die Normen || - [ :== || - [|lj 0 o Lauf V; fiir 1 < j < n. Die Verkettung

¢: K™  x K™ 5w, (W1, ..., wn) = ¢(ar(wi),. .., an(wy))

ist K-multilinear, also stetig wegen Satz Wegen Lemma (zweiter Schritt), existiert C' > 0 mit

p(vr, - vn) | = [|é(ar (v1), - o ()| < C - flar @)l - - - oy (va) I
=C-ully - llonlly
fiir alle (v1,...,v,) € V1 X ... X V,. Die Behauptung folgt somit aus Lemma O

Wir wollen nun noch den Fall linearer Abbildung etwas genauer untersuchen.
Terminologie 33 (Operatornorm). Seien (Vi, || - ||1) und (Va,| - ||2) normierte K- Vektorrdume.

1) Wir bezeichnen die Menge aller stetigen linearen Abbildungen ¢: Vi — Vo, mit L(V1, Va).

Die Menge L£L(V1,Va) ist ein K-Vektorraum beziglich der punktweisen Addition, sowie der punkt-
weisen Multiplikation mit Kérperelementen (vgl. erste und letzte Zeile in (195)) ).

2) Wir definieren die (zu den Normen || - ||1 und || - ||2 gehdrige) Operatornornﬁ durch

|- llop: £(V1,V2) = [0,00), ¢ = supg ({ll¢(v)[l2]| v € Vit [Jofi <1}). (376)
=: Bl¢]

92Das Kernargument des Beweises ist, dass multilineare Abbildung bereits komplett durch Thre Werte auf allen Kombi-
nationen von Basisvektoren auf den jeweiligen Faktoren bestimmt sind. Da jeder Faktor endlichdimensional ist, gibt
es nur endlich viele solcher Kombinationen. Daher kann ||¢|| wie angegeben abgeschitzt werden.

93Eine Lineare Abbildung wird oft auch Operator genannt.
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o || |lop ist definiert: (o€ L(V1,V3))
— 0 # B[¢] 3 ||#(0)||2 = 0 gilt wegen ||0]l; =0 < 1.
— B[¢] ist nach oben beschrinkt wegen Lemma . Genauer gilt:

[¢lla<C-|[-[lx fir C >0 = [p()ll2 <C - |lv[lh < C fiir ve Vi mit [[v]1 <1
= Blp] < C
= [¢llop = supr(B[¢]) < C, (377)

wobei Lemma [75 die Existenz eines derartigen C' > 0 garantiert.

e Die Normeigenschaften|V1)], [V2)| V3)| folgen problemlos aus den Rechenregeln fiir Suprema.

o ||}llop fiir ¢ € L(V7,Va) ist die kleinste Konstante C > 0, sodass die linke Seite von (377) gilt.
Dies folgt unmittelbar aus (377)), wegen

[p(w)ll2 < [Illop - [[0]l1 Vue . (378)

Beweis von (378]). Sei 0 # v € V; (fiir v = 0 ist die Abschétzung klar). Aus der Linearitét von
¢ (erster Schritt), sowie HWHI =1 also ||¢(4r) H2 € BJ[¢] (zweiter Schritt), erhalten wir:

[[o]lx
ot = o () - 1ot < Nolo - ol 0
1/ 12
o Ist Vi # {0} (d.h. Vi ist nicht der Nullvektorraum), so gilt
I¢llop = 0115 := supg ({Ig(v)]l2 | v € Vi [lolly = 1}) Voe LV, Va).  (379)

Beweis von ([379). Es gilt B[¢] # 0; denn es existiert ein 0 # v € Vi, also ¢(HUUH1) € Bl¢]
= 1. Wir erhalten:

wegen || g,

- Bl¢] C B[¢]
— [l¢lloy =supr(Blg]) < supg(B[¢]) = [|B]lop,

— o2 < H¢HONP~H -|l1 folgt wie im Beweis von (378]). Also gilt ||¢]|op < H¢H0Np wegen (377). O

3) Im Folgenden werden wir L(V1,Va) immer mit der Operatornorm (376|) ausstatten. D.h. ist (X, d)

ein metrischer Raum, so gilt:

o Fine Abbildung X — L(V1, Vo) heift stetig (in einem Punkt), wenn sie stetig (in einem Punkt)
beziiglich || - ||op ist.

e Fine Abbildung L(V1,Va) — X heifit stetig (in einem Punkt), wenn sie stetig (in einem Punkt)

beziiglich || - ||op ist.

Dies fiihrt zu keinen Mehrdeutigkeiten; denn sind || - |1 ~n || - || bzw. || - |2 ~~ || - ||5 dquivalente
Normen auf Vi bzw. Va, so gilt auch || - |[op ~N || - ||op fiir die zugehdrigen Operatornormen.

Ubung 145. Machen Sie sich klar, dass L(V1,Va) ein K-Vektorraum ist, und weisen Sie die Nor-
meigenschaft der Operatornorm (376|) nach. Zeigen Sie weiterhin die Aquivalenzaussage beziiglich
der Operatornormen in Terminologie [333)]

Beispiel 98 (Die Kompositionsabbildung). Seien (Vi,| - |l1), (Va, |l - |l2), (V5,]] - ||3) normierte K-
Vektorraume. Wir betrachten die normierten K- Vektorrdume

(L(Vlv VQ)v ” : H12,0p)7 (L(V% V3>7 ” ’ H2370p)7 ([“(Vh V3)7 H ’ H13,0p)7
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wobei || - [[12,0p bzw. |- [[23.0p bzw. || - |[13,0p, die zu den Normen |- [[1, || -[l2 bzw. [ [l2, || - [[3 bzw. || |1,
| - I3 gehorige Operatornorm bezeichnet. Die Kompositionsabbildung

0: L(Va, V3) x L(V1, V) = L(V1,V3), (&) = o9 (380)
ist offensichtlich K-bilinear (Ubung), und weiterhin stetig wegen (pop=o0(d,7))
¢ 0 ll13,0p < [|9123,0p - 19 [l12,0p- (381)

Beweis. Wegen Lemma, [75| geniigt es (381]) nachzuweisen. Nun erhalten wir durch zweimaliges An-
wenden von (378|) (zweiter und dritter Schritt), dass

1@ o) (v)llz = llo((v)lls < lll2s,0p - ¥ (V)ll2 < [[@ll23.0p - [¥ll12.0p - [[0]l1 = 1Dll23,0p - 1]l12,0p
fiir alle v € V1 mit |Jv][; <1 gilt, womit (381) nun unmittelbar folgt. O

Bemerkung 88. Seien V1, Vs endlichdimensionale K- Vektorrdume, d.h., V3 2 K™ und Vo = K" fiir
m,n € Nsg. Korollar zeigt, dass L(V1,Va) = Hom(V1, Va) gilt; und wegen ﬁbung (Aquivalenz
aller Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum) und ﬁbung sind alle Operatornormen
auf Hom(V1, Vi) dquivalent zueinander.

Vielmehr gilt wegen Ubung sogar, dass alle Normen auf Hom(V1, Va) dquivalent zueinander sind;
und zwar weil Hom(Vy, Vo) ein (m - n)-dimensionaler (endlichdimensionaler) K-Vektorraum ist, da
man diesen mit dem K™ vermdge einer K-lineare Bijektion (Isomorphismus) identifizieren kann.
Beispielsweise stelle man ein Element in Hom(V7, Vi) zundchst beziiglich einer Wahl von Basen durch
etne n X m-Matriz

A - A
Agp - Aoy
Anl T Anm
dar, und ordne dann alle Zeilen nebeneinander zu einem Element (A11,... Aim, -y Ant, .-, Apm) €

K™™ an (Details weiter unten).

In diesem Sinne folgt die Stetigkeit der K-bilinearen Kompositionsabbildung
o: HOm(UQ, Ug) X Hom(U1, Ug) — HOIIl(Ul, Ug)

aus Beispiel[98, fir den endlichdimensionalen Fall Uy = K™, Uy =2 K™2, Uz = K™3 mit mq, ma, ms €
Nso nun alternativ auch sofort aus Korollar (mit n =2, Vi = Hom(Us, Us), Vo = Hom(Uy, Us),
W = Hom(Ul, Ug))

Notation 31. Sei K € {R,C}.
e Fiirm,n > 1, definieren wir die Indexmenge

I(n,m) :={1,...,n} x {1,...,m}.

e Fiirm,n > 1, definieren wir den Isomorphismus

An - A
G[m,n]: Mn,m(K) —)Km'n, — (Alla"‘Alma"'aAnla"'7Anm)' (382)
Anl te Anm
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e Fiir n € Nyg, notieren wir die n x n-Einheitsmatric mit

o1 --- 0
1,=|. | € M, (K).
o0 --- 1

e Fiir eine n x m-Matriz A = (Aij)(i7j)€j(n7m), notieren wir die zugehorige transponierte Matriz
(m x n-Matriz) mit AT = (Aji) i) ea(mom) d-h.

A - Am A - A

A o A, Aoy - Ay
A=|"" "2 und AT =72 s

Aln te Amn Aml to Amn

Insbesondere gilt diese Konvention auch fiir den Falln =1 bzw. m = 1, d.h. Zeilenvektoren werden
zu Spaltenvektoren und umgekehrt:

A A\ T
(Ar,... A" = : und : = (A1,...,A).
Am An,
Terminologie 34 (Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basen). Seien m,n > 1 und K €
{R, C} vorgegeben, und es bezeichne (ey, ..., en) die kanonische Basis von K™ sowie (€1,...,&,) die
kanonische Basis von K". Fir 1 < i < n, bezeichne weiterhin pr;: K" 5 (01,...,%,) — w; € K

die Projektion auf die i-te Koordinate in K". Die folgenden Abbildungen sind K-linear und invers
zueinander (Isomorphismen):

Qm,n]: Hom(K™,K") > ¢ — (pr; ((b(ej)))(i’j)ej(n’m) € My, m (K) (383)
Olm,n]: Mpm(K) 3 (Aij)jyeamm) = [¢: v = 20y (275 Aij - vj) - & | € Hom(K™, K").
= (A UT)T

Der Isomorphismus Q[m,n| stellt ein Element ¢ € Hom (K™, K") als Matriz beziiglich der kanoni-
schen Basen dar: T

¢(v) = (Qm,n)(¢) -v")
Beweis der Behauptungen. o Es gilt ([384)), denn fiir alle v € K™ erhalten wir:
p(v) = (37, v - )
=31 v b(eg)
=i 151%‘( Z;n:l vj - ¢<ej)) €
=i (Z;nﬂ vj - pry(d(e)))) - & (385)
=2 (25, Qm,nl(¢)ij - vy) - &
pr; ((2[m,n)(9) - v") ")
= (Qm,n)(9) 7).

Vv e K™ (384)

e Aus (385)) und der Definition (383]) von U[m,n] (zweiter Schritt), folgt nun unmittelbar:

Slm, n) (Qm, n)(6)) () B (m,nl@) 0" ) E o) veerm
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e Offensichtlich gilt fiir A = (Aij) (i j)citn,m) € Mnm(K)

Qfm, 1] (B[m, n)(A)),; = pr; (Olm, n](A)(e;)) = pr; (fy Aej - €) = Ayj
fir alle (4, j) € I(n,m). O

Bemerkung 89 (Stetige Abbildungen und Homomorphismen). Sei m,n € Nsg, K € {R,C}, und
(X,d) ein metrischer Raum.

— In Bemerkung hatten wir bereits klargestellt, dass alle Normen auf Hom(K™, K") dquivalent
zueinander sind. Der Isomorphismus (vgl. (382)) und (383)))

Y[m,n] := O[m,n| o Q[m,n]: Hom(K" K") — K™"

identifiziert ja Hom (K™, K") direkt mit dem (endlichdimensionalen Vektorraum) K™™.
— Als lineare Abbildung ist nun Y[m,n] gemdf Korollar automatisch stetig; und dasselbe trifft
auf die (notwendig lineare) Umkehrabbildung

Y[m,n]t = O[m,n] 0 Olm,n]~t: K™" — Hom(K™,K") won TY[m,n] zu.

Hiermit erhalten wir die folgenden Sachverhalte:
e FEine Abbildung f: Hom(R™ R™) — X ist genau dann stetig (in einem Punkt ¢ € Hom(R™ ,R"™)),
wenn f o Y[m,n]~t: K™" — X stetig (in Y[m,n)(¢)) ist.

e Eine Abbildung f: X — Hom(R™,R") ist genau dann stetig (in einem Punkt v € X), wenn
f:="[m,n|o f: X — K™" stetig (in x) ist.

Beachte: Gemdyfs Lemma ist die Stetigkeit von f (in x) gleichbedeutend damit, dass die Kom-
ponentenfunktionen

_ L

fe=pro (Y[m,n]of): X »K Vi<i<m-n (386)
stetig (in x) sind. Dies wiederum ist offensichtlich gleichbedeutend mit der Stetigkeit (in x) der
Matrizeintragsfunktionen R (Y[m,n] = O[m,n|oQ[m,n])

) — 7

fij = (Q[m,n] o f)i].: X—K v (i,5) € I(n,m), (387)

denn die Komponentenfunktionen von f sind ja die Matrizeintragsfunktionen von ]?

Terminologie 35 (Affine Abbildung). Seien V und W beides K- Vektorriume. Eine affine Abbildung
ist eine Abbildung der Gestalt (vgl. Beispiel @)

V=W, v = w+ ¢(v)
mit w € W und ¢ € Hom(V, W).

Ubung 146 (Zeilensummennorm). Seien m,n > 1, sowie || - ||soop die, zu den Mazimumsnormen
auf K™ und K™ gehirige Operatornorm auf Hom(K™ K"™). Zeigen Sie:

||¢”oo,0p = max (Z?:1 |Q2[m, n](‘b)w‘ ‘ 1<i< n) V ¢ € Hom(R™,R").

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird als Zeilensummennorm bezeichnet.
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14 Differentialrechnung in mehreren Verdnderlichen

In diesem Kapitel wenden wir uns der Differentialrechnung von vektorwertigen Funktionen zu, die
zudem von mehreren Argumenten abhingen kénnen, also Funktionen f: R™ 2 U — R" fiir m,n €
N> ¢, mit einer offenen Teilmenge U C R". In Abschnitt diskutieren wir zunéchst differenzierbare
Kurven, also den Fall m = 1; und in Abschnitt wenden wir uns dem allgemeinen Falle zu.

14.1 Kurven im R"

Nach den eher abstrakten Uberlegungen der vorangegangenen Kapitel, betrachten wir nun konkrete
geometrischen Objekten, ndmlich Kurven im R™ mit n € N5g. Wir behandeln die Ableitung, das
Integral, und die Bogenlénge einer Kurve.

14.1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 71.

o Fine Kurve ist eine Abbildung v: D — R™, mit n € Nsg sowie einem nichtentarteten Intervall
D CR. Wir schreiben v = (71, .. .,n) mit vj = prj o fiir alle 1 < j <n (Terminologie .

e Eine stetige Kurve wird oft auch als Weg bezeichnet. Gemdfs Lemma[74] ist v genau dann stetig,
wenn die Komponentenfunktionen v1, ...,V stetig sind.

Beispiel 99.
a) Seip=(p1,...,pn) € R" und v = (v1,...,v,) € R™. Dann ist die (affine) Gerade

Ypo: R = R" t—p+t-v=(pr+t-vi,...,pn+1t-vy)

eine stetige Kurve.

b) Ist f: D — R eine (stetige) Abbildung, so ist
v D=R ae (@, f(2)
eine (stetige) Kurve im R?, die den Graphen 'y von f durchliuft.
¢) Die stetige Kurve
yy: R — R?, x +— (cos(z),sin(x))

entspricht dem stetigen Gruppenhomomorphismus ¥: R 3> x +— e € K = {v € R? | ||[v[|euc = 1}

aus Bemerkung @@ (vgl. [257) mit C = R?), bildet also R auf den Einheitskreis K ab. Wegen
Satz[59 (Polardarstellung) ist die Einschrinkung

Yo :=Yplio.2m : [0,2m) = K

bijektiv (insbesondere ist vy auch surjektiv). Mit den in Abschnitt hergeleiteten Figenschaf-
ten folgt nun bereits, dass v, den Finheitskreis entgegen dem Uhrzeigersinn (im mathematisch
positiven Drehsinn) durchliuft, mit

%(0) = (1,0), %(5) =(0,1), 7o(m) = (=1,0), 7(F)=(0,-1), limgtor70(z) = (1,0)

(wegen Bemerkung @@ Satz Korollar sowie der Stetigkeit von 7y ). In der Tat hatten
wir ja bereits in Bemerkung |64a) eingesehen, dass cosy = cos ’[o,ﬂ streng monoton fallend ist.
Aus den Periodizititseigenschaften von Sinus und Kosinus folgt hiermit:

e (pryovy)loa] = cos|jom ist streng monoton fallend,
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® (pry o Vy)l[r2n] = COS|ir2n ISt streng monoton wachsend,

o (pry oyl —z z] = sin |[—§,%] ist streng monoton wachsend

e (pryo 7¢)|[£ 3m) = sin |[£ sry  ist streng monoton fallend.
272 272

Insbesondere ist hiermit nun klar, dass fiir jeden Polygonzug entlang des oberen Halbkreisbogens
wie in Abschnitt[{.4.3, die zugehdrigen Unterteilungspunkten cy, ... s, € H={(z,y) € K|y > 0}
gegeben sind durch ¢j = vo(A;) fir 1 < j <n, fir gewisse 0 =Xy < ... <\, =m.

S
S5 )

S3
S6
S2

Q7 S1

(1,0)=§1 <...<§7=(—1,0)

In Beispiel[101)in Abschnitt[1].1.4), werden wir hiermit schlieflich schlussfolgern, dass m tatsichlich,
wie wir in Definition bereits vorgegriffen hatten, gegeben ist als das Supremum m := supp(P)
der Menge P alle Lingen derartiger Polygonziige. Insbesondere wird auch klar werden, dass
o =p—Afir0 < X< p < 2m, tatsichlich die Bogenlinge des Kreissegments (welches den
Punkt (1,0) nicht enthdlt) zwischen vo(X) und vyo(u) ist.

d) Die Ellipse um den Punkt p = (p1,p2) € R? mit den Halbachsen a und b, wird durch die Kurve
v:[0,27) — R, t— p+ (a-cos(t),b-sin(t))
beschrieben. Das Bild dieser Kurve ist die Ellipse, die durch die Gleichung

(21 —p1)2 + (72 —p2)2

a? b2 =1

beschrieben wird.

e) Eine Schraubenlinie im R? ldsst sich durch die folgende Kurve beschreiben:
v: R = R3, t — (cos(t),sin(t),t)

14.1.2 Differenzierbare Kurven

Terminologie 36 (Differenzierbare Kurven). Sei v: D — R" eine Kurve (D C R nichtentartet).

o v heif§it differenzierbar in p € D, wenn alle Komponentenfunktionen v, ...,V differenzierbar in p
sind. In diesem Fall wird v'(p) := (v (p), ..., 7, (p)) als die Ableitung von ~y in p bezeichnet, oder
auch als der Geschwindigkeitsvektor von =y in pﬁ Die Zahl

17 (D) e =

> )2

j=1

heifst Geschwindigkeit v in p bezeichnet.

94Somit ist sowohl Yoo,z als auch 7o 3% om) (2m-Periodizitit) streng monoton wachsend.
9Eine Anschauung liefert Lemma
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e v heifit k-mal (stetig) differenzierbar fiir k € NU {oo}, wenn alle Komponentenfunktionen k-mal
(stetig) differenzierbar sind. In diesem Fall setzen wir

A = (fyy),...,fy,(f)) VN> /(¢ <k.
Den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Kurven notieren wir mit C*(D,R™).

FEine Kurve heif$t (stetig) differenzierbar, wenn sie 1-mal (stetig) differenzierbar ist. In diesem

Fall wird v ==~ = (y4,...,~.) als die Ableitung von v bezeichnet. Eine C*®-Kurve wird auch
als glatte Kurve bezeichnet.

Bemerkung:

a) Ist v k-mal differenzierbar mit k € NU {oo}, so gilt fir alle N> p,q <k mit p+q < k:
(,y(p))(Q) _ (,ﬁp)’ . ,%(Lp))(lJ) _ ((%p))(q)’ o (%(Ip))(q)) _ (%pﬂ)’ o ,%(Lp-i-q)) — ,y(p-&-q)'

b) Ist vy (¢4 1)-mal differenzierbar mit £ € N, so ist 4\ stetig.

Beweis. Die Komponentenfunktionen vy), ceey y(f) von v¥) sind per Annahme differenzierbar,
also stetig wegen Lemma Lemma |74 zeigt somit, dass v stetig ist. O

) Gilt vy € C*(D,R™) fiir k € NU {oo}, so ist v\©) stetig fiir alle N> ¢ < k.

Beweis. e Sei k = co: Per Definitionem sind die Komponentenfunktionen von v fiir alle ¢ € N
stetig, also auch 7(¥) wegen Lemma

e Sei k € N: () ist stetig per Annahme; und fiir N 5 ¢ < k ist ~ (¢ 4+ 1)-mal differenzierbar,
also v stetig wegen Teil @ O
Beispiel 100.
a) Die affine Kurve vp,: R t—=p+t-veR" aus Beispiel@@ ist glatt, mit

V=0 also [Vl = [V]ewe  sowie Apu® =0 fir alle €3> 2.

b) Ist f: D — R eine k-mal (stetig) differenzierbare Abbildung mit k € N, so auch die zugehirige
»Graphenkurve“ ¢ D > x — (z, f(z)) € R? aus Beispiel @ Im Falle k > 1 st

vy =1 f") also |[Villew = 1+ I[f']? sowie *yj(f) = (0,f9)  fir alle 2 <<k

c¢) Die Kreiskurve yg: R > o + (cos(x),sin(z)) € R? ist glatt. Unter der Identifikation R? = C,
erhdlt man aus Satz die einfache Formel (Ubung)

fy\(ljn):RBxHi”-eixe(C:RQ VneN,

also auch ny\(I,n)(ac)chk = |i" - | = 1 fiir alle v € R und n € N.
Beispielsweise ist:

4 i-(cos+isin) = —sin+icos = (— sin, cos) mit (Y, Vep)eak = 0,

Yy =17+ (cos +isin) = — .

Der Geschwindigkeitsvektor %/Z) steht also senkrecht auf dem Ortsvektor vy, und der ,Beschleuni-
gungsvektor 71’2 ist das Negative des Ortsvektors. Interpretiert man vy als die Bahnkurve eines
Teilchens, welches sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 1 auf einer Kreisbahn bewegt, so
besagt 7., = — vy, dass es sich hierbei um eine beschleunigte Bewegung handelt; denn der Ge-

schwindigkeitvektor vy, ist ja zeitlich nicht konstant (zwar ist die Geschwindigkeit ||vy|lew = 1
konstant, aber 'Yz/ﬁ selbst nicht).
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Bemerkung 90. Aus den entsprechenden Resultaten fiir Funktionen in einer Variablen erhdlt man
unmittelbar die folgenden Rechenregeln (Ubung):

a) Sind v,0: D — R™ differenzierbar in p € D, so auch A\ -~y + - 9§ fir \,u € R mit
Ayt p-0)(p)=X-2'(p) +p-(p)-

b) Sind~vy: D — R™ und f: D — R differenzierbar in p € D, so auch f -~ mit
(f =)' () = f'(p) - v(p) + f(p) ' ().

¢) Seien v: D — R™ und p: D — R Abildungen mit im(p) C D. Ist p differenzierbar in p € D und
v differenzierbar in p(p), so ist vy o p differenzierbar in p mit

(Yo p)(p)=p'(p) ()
d) Sind v,0: D — R" differenzierbar in p € D, so auch {7y, 0)cw. mit

(7,8) @) = (7, 8Yeurc(P) + (7, 8 Veurc (D).

Sind die jeweiligen Abbildungen n-mal differenzierbar (C™-Abbildungen) fir einn € N, so sind wegen
Ubung auch die entsprechenden Kombinationen n-mal differenzierbar (C™-Abbildungen). Speziell
erhalten wir in der Situation von Teil@ aus Ubung die allgemeinere Leibniz-Regel

n

n _
N0 =Y (1) 190w vreD, (389
k=0
Lemma 76 (Geometrische Anschauung). Sei || - || eine Norm auf R™ mit n € Nsg. Eine Kurve

~v: D — R" ist genau dann differenzierbar in p € D mit Ableitung ~'(p) € R™, wenn gilt:

. y(p+h)—~p) :
fin B ) ae

v+ h})l =) ) H —0. (389)

Beweis. Sind || - ||y und || - || Normen auf R", so gilt || - ||y < C - || - ||z fiir ein C' > 0 (Satz[79), also
A (@) =) —wlh <C-[]A-(v(z) =2(y)) —wllz2 Va,ye D, AR, weR™  (390)

e Sei v differenzierbar in p mit Ableitung v'(p) = (v1(p),-..,7v,(p)) in p. Wir erhalten aus (390)
mit A=+, w=9(p),x=p+h,y=p,sowie |- |1 = und || 2 = || ot

0< Hv(erh})L—v(p) _vl(p)H < C’f?]aé‘n{

Vi (P + h}i—%’(p) _73(}))‘} -0

Hiermit folgt (389)) unmittelbar.
e Es gelte (389) fiir ein Element 4/(p) € R™. Wir erhalten fiir 1 < j < n, aus (390) mit A = %,

w=v(p),z=p+h,y=p,sowie |- |1 = |lcund ||-|]l2=] |
(p+h)—y; +h) —
h h ~
<C. ‘v(p+h})L—v(p) — )| =20

also 7i(p) = pr;(7/(p)). Per definitionem ist somit +'(p) = (pry(v'(p)), ..., prn(7v/(p))) € R™ die
Ableitung von ~ in p. O

292



Bemerkung* 16 (Differenzierbare Kurven in normierten Rdumen). Die Charakterisierung von Dif-
ferenzierbarkeit in Lemma [76] verallgemeinert umgehend auf Kurven in normierte Riumen:

Sei (V.|| -||) ein normierter Raum, D C R nichtentartet, und v: D — V eine Abbildung (Kurve):

o v heifit differenzierbar in p € D mit Ableitung v'(p) € V, wenn limy,_,q w =~'(p) gilt.

e ~ heifit v differenzierbar, wenn v differenzierbar in jedem p € D ist. Dann wird v': D > t —
v (t) € V' Ableitung von v genannt.

e ~ heifit stetig differenzierbar, wenn v differenzierbar und ' stetig ist.

e Hdéhere Ableitungen definiert man induktiv.

Prinzipiell hitten wir im Falle V = R"™ Differenzierbarkeit von Kurven auch komplett in dieser Form
definieren konnen, also ohne die Differenzierbarkeit der Komponentenfunktionen zu thematisieren.
Dann hitten wir aber die Rechenregeln in Bemerkung [90 miihsam per Hand beweisen miissen.

Ubung*. FEine Kurve v: D — R™ heifit analytisch, wenn die Komponentenfunktionen analytisch
sind@ Zeigen Sie, dass v = 0 genau dann gilt, wenn zu jedem 1 < j < n ein p[j] € D und eine Folge
(z[7]n)nenp) € D\ Aplil} mit (z[jln)nen — pli] ewistiert, sodass y(x[j]n) = 0 fiir alle n € N[j] gilt.

14.1.3 Riemann-integrierbare Kurven:

Notation 32. Wir notieren die Menge aller beschrinkten Kurven y: D — R™ (D C R nichtentartet)
mit B(D,R"™).

Beachte: Wegen Satz (vgl. Bemerkung ist eine Kurve v: D — R"™ genau dann beschrinkt,
wenn ein C > 0 existiert mit ||y(t)|lco < C fiir alle t € D. Hiermit folgt unmittelbar, dass vy genau
dann beschrinkt ist, wenn alle Komponentenfunktionen ~i,...,v, beschrinkt sind

Definition 72 (Integrierbare Kurven). Sei R > a < b e R.

o Ein beschrinkte Kurve v: [a,b] — R™ (d.h. v € B([a,b],R™)) heifft Riemann-integrierbar, wenn
Y-y Yn € RE gilt

e Es bezeichnet Rb[n] C B([a,b],R™) den Raum aller Riemann-integrierbaren Kurven v: [a,b] — R™.
Insbesondere also RE[1] = RY.

Fiir v € Rb[n] definieren wir das Riemann-integral komponentenweise durch:

b b b
/fy:: (/ fyl,...,/ ’yn)eR"

(alternativ wieder ff'y(s) ds). Zudem setzen wir

c a b
/ ~v:=0 sowie / v = —/ ~ fiir alle a<c<hb. (391)
c b a

Bemerkung 91. Durch die komponentenweisen Definition des Riemann-Integrals fiir Kurven, ibertragen
sich die meisten Rechenregel aus Kapitellg umgehend auf die allgemeine Situation (Ubung):

96 Alle Kurven in Beispiel analytisch, sofern man in Teil |b)| die Funktion f als analytisch voraussetzt.

97Ist ~ beschriankt, so wegen obiger Abschitzung offensichtlich auch alle Komponentenfunktionen von ~. Ist jede
Komponentenfunktion von v beschrinkt, existiert also fiir jedes 1 < j < n ein C; > 0 mit |vy;(¢)| < Cj fiir alle t € D,
so gilt offensichtlich ||y(t)]|oc < max(Ch,...,Ch) fir alle t € D.

98Beachte: Gemiil Definition [64]ist jedes Element von R® beschriinkt. Wegen der Anmerkung in Notation [32]ist daher
die Forderung v € B([a, b], R™) eigentlich redundant.
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(a) Intervalladditivitit: Fiir a < c < b gilt v € R2[n] genau dann, wenn Yja,e] € Re[n] und iy
Rb[n] gilt. In diesem Fall ist (Satz ﬁi}

Jov=Jiv+ 2. (392)

(Wegen (391)) gilt (392)) natiirlich auch im Falle ¢ € {a,b}.)
(b) Linearitit: — Fiir \,pp € R und v,6 € R[n], gilt (\-vy+pu-6) € R[n] mit  (Satz

f:(/\-7+u-5):>\-f57—l—u-ffé.

(c) Normierung: f w = ~w  fir alle w € R™. (Satz

(d) Seiy € RYn] mit R > c < d € R, sowie a,b € {c,d} mit a#b. Lemma zeigt ||v]|oo € RE. Mit
Korollar[{g im ersten Schritt, sowie Satz[53(12)] (Monotonie) im zweiten Schritt folgt:

|2 o < max (|2l 1) <15 1l | (393)

(e) Fiir g€ Rb und v € Ro[n] gilt g-~v € R8[n]. (Lemma @)

Sei nun v: [a,b] — R”™ stetig mit R € a < b € R. Dann sind auch alle Komponentenfunktionen
von v stetig (Lemma [74)), also Riemann-integrierbar wegen Satz 54, Somit gilt C°([a, b], R™) C R4 [n]
fir alle R € a < b € R. Die Begrifflichkeiten und Integrationsresultate fiir stetige Funktionen aus
Abschnitt verallgemeinern sich nun umgehend:

Terminologie 37. Seiy: D — R" stetig (D C R nichtentartet).

o FirD>a<beD st fy][ayb] ebenfalls stetig, also Riemann-integrierbar da hiermit die Kompo-
nenten stetig sind. Wir definieren

b b a b c
/ o= / Yia,p)> / = —/ 0 sowie / v:=0 fir cé€la,b]. (394)
a a b a c

Die Aussagen in Bemerkung[9]] gelten dann in entsprechend gleicher Form.
o I' € CY(D,R™) heifit Stammfunktion von v, wenn I =~ gilt.

Beachte: I' ist genau dann eine Stammfunktion von vy, wenn I'; fiir jedes 1 < j < n eine Stamm-
funktion von ~y; ist.

o Fiir jede Kurve a: D — R", setzen wir

[a]? == a(y) — ax) Vz,y€ D.

x

e Sind T'1,T'y Stammfunktionen von vy, so gilt 'y — 'y = w fiir ein w € R™ (vgl. Terminologie @)
Ist weiterhin T eine Stammfunktion von v, so auch T' 4+ w fiir alle w € R™. Fir die Menge [~
aller Stammfunktionen von v gilt somit

[v={T+w|weR"} (395)
fiir jede fizierte Stammfunktion T von ~y. Insbesondere gilt [T'1]% = [To)% fiir alle T1,Ts € [ .
Der verallgemeinerte Hauptsatz garantiert, dass die Menge (395)) nicht leer ist:

Korollar 55 (Verallgemeinerter Hauptsatz). Sei D C R ein nichtentartetes Intervall, a € D, und
v: D — R eine stetige Kurve (ein Weg).
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1) Die Abbildung
I':D—R" T / ~

ist eine Stammfunktion von .
2) Ist T € CY(D,R) eine Stammfunktion von -y, so gilt

f@)-F@) === [+ veeD

Beweis. Folgt sofort aus Satz|57| (Hauptsatz), angewandt auf die Komponentenfunktionen von . [

Korollar 56 (Partielle Integration). Fiir g € C*(D,R) und v € C1(D,R"), gilt

b b
/g-v’z[g-v]ﬁ—/g’-v Va,beD.
a a
Beweis. Folgt sofort durch komponentenweises Anwenden von Satz O
-

Korollar 57 (Substitutionsformel). Seiy € C°(D,R") und ¢ € C*([a,b],R) mit a < b und im(¢)
D. Dann gilt (yo ¢) - ¢ € CO(D,R™) mit

/ab(voqb)-aﬁ’ Z/J:j)%

Beweis. Folgt sofort durch komponentenweises Anwenden von Satz (beachte ((yo ¢)-¢'); =
(yjod)-¢ fir 1 <j<n). O

Aus der Intervalladditivitit (392)) erhalten wir eine veranschaulichende und niitzliche Formel fiir
das Riemann-integral einer stetigen Kurve:

Lemma 77. Seiy € C%([a,b],R") mit R > a < b€ R. Dann gilt

b -1 _ .
/fy:h?l bga-'y(a—l—j'bga). (396)
) = %
=:7[l];

Beachte: Fiir jedes ¢ € N ist Zy = (7[l]o, . .., T[f]¢) eine Unterteilung von [a,b] mit

—a

14

011 — 7l = firalle  0<j<{—1. (397)

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben:

o Wegen Satz |81] (Satz ist v gleichméBig stetig (beziiglich || - ||oo), d.h. es existiert § > 0 mit:

s—t <8 fix a<st<b — ||7(s)—y(t)|yoo<b%

e Sei N> N5 > b_Ta Dann gilt wegen (397)):

b—
0>Ns: 0<5<l—1: |7}l —7| < |7[l]; — T[] j41] < 7Na <o fur 7€ [r[l], T[l]j41]
)

also (398)

I7(r16l3) = ()l < 7
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Mit der Intervalladditivitét @ und der Normierung (erster Schritt), der Linearitét @ und der
Dreiecksungleichung (zweiter Schritt), der Abschétzung (393|) (dritter Schritt), sowie der Monotonie
und (398) (vierter Schritt), erhalten wir fiir alle £ > Njy:

b =1, =1 r[f) 11 =1 7041
b a Jj+ J
[ -2 )| = |- [ |
a §=0 o) j=0 T[], j5=0 T[€]; 0
1 T[lj+1
<>/ m—vvmnW\
=0 Tl oo
-l (041
=3 | [ =il
j=0 (€]
-1 Tl +1 € -1 b—a B
< / = . =c. O
- 7101 b—a - 12 b—a
j=0 [4l; 7=0

Ubung 147. SeiR > c < d € R, a,b € {¢,d} mit a # b, sowie v € C%([a,b],R™). Zeigen Sie, dass
fiir jede Norm || - || auf R™ gilt:

LA <L - (399)

Hinweis: Sie miissen hier nur den Fall a = ¢ und b = d abhandeln, da der andere Fall dann genau

wie in Korollarfolgt. Benutzen Sie hierfir (396)), die Dreicksungleichung, sowie die Stetigkeiten
der involvierten Abbildungen.

14.1.4 Die Bogenlinge von Kurven

Terminologie 38 (Bogenlinge). Sei v: D — R™ stetig differenzierbar (d.h. v € CY(D,R")). Fiir
D >a<be D, definieren wir die Bogenlinge zwischen ~(a) und ~(b) durci{]

skl ) = [ 17l € 0,50
Aus den tblichen Integrationsregeln erhalten wir die folgenden Figenschaften:
1) Wegen der Intervalladditivitit des Riemann-integrals gilt:
arc[yl](a, b) = arc[v](a, ¢) + arc[v](c, b) VD3>a<c<beD. (400)

o FirD>a<da <V <b git somit

arc[y](a,b) = arc[y](a,a’) + arc[y](a’,b') + arc[y](¥/,b) > arc[y](d’, V). (401)
>0 >0

o Ist¥'|(ap) # 0, so gilt arc[y](a,b) > 0.

Beweis. Per Annahme existiert ein p € (a,b) mit v/(p) # 0, d.h., C := |/ (p)||cur > 0. Wegen
der Stetigkeit von || ||cux, existiert ein § > 0 mit [p—d, p+4] C [a, b], sodass [|7'(*)|leux|p—s5,p+5] =
C'/2 gilt. Die Monotonie des Riemann-integrals (dritter Schritt) liefert
(o1)
archyl(a,b) > archl(p — 8.0+ 0) = [P 1Y [l > [P C/2=26-C/2=C6>0. O

9Beachte, dass ||7'||eux stetig ist weil || - [|eue stetig ist; und dass arc[y](a,b) € [0, 00) wegen Beispiel gilt.
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Beispielsweise gilt ¥'|(q5) 7 0, wenn [a, b] nur abzdhlbar viele Nullstellen von " enthilt (Ubung).

2) Die Bogenlinge ist invariant unter Umparametrisierungen:
Sei ¢: [a', V'] — [a,b] eine stetig differenzierbare surjektive Abbildung mit R 3 a’ < b € R:
e Sei ¢’ >0 mit ¢(a’') = a und ¢(b') = b. Wir erhalten mit Satz[6( (vorletzter Schritt):
arcly 0 @l(a', 1) = [ [1(7 0 8)'(5) e ds = [ [1V/(8(5)) - &' (5)|owe ds

— LYY () e - 16/ ()] ds “Z° (Y 1 (6(8)) o, - @'(s) dis
_ f 17 (1) || owse du = arc[](a, b). (I Nleux © ) (9(s))

Beachte: Wegen ¢’ > 0 und Komllar ist ¢ monoton wachsend. Die Voraussetzung ¢(a’) =
a und ¢(b') = b folgt somit auch automatisch aus der Surjektivitit von ¢ (Ubung).

o Sei ¢/ <0 mit ¢(a') =b und (V') = a. Wir erhalten mit Satz[6q (finfter Schritt):
arcly o ¢l(a’,b) =[5 1(v 0 ) ()l ds = [ 7/ (6(5)) - & (5) s s

— 517 () e - 16/ (5)] ds “Z° = [ 17(6(8)) ok - &' (5) dis
— — Y e du = [ ()| due = arcy](a, b).

Beachte: Wegen ¢’ <0 und Korollar ist ¢ monoton fallend. Die Voraussetzung ¢(a’) =
und ¢(b') = a folgt somit auch automatz’sch aus der Surjektivitit von ¢ (Ubung).

3) Ist schlieflich D von der Form [a,b] mit R 5> a < b € R, so definieren wir die Gesamtbogenlange
von v durch Arcly| := arcly|(a,b). Zudem definieren wir die Bogenlangenfunktion durch

arc[y]: [a,b] — [0, 00), t — arc[y](a,t) = / 1Y || ew-
[+]

a) Wegen dem Hauptsatz gilt dann arc[y] € Ct([a,b], R) mit arc[y] = ||7/||cu-
b) Wegen 1) ist arc[y] monoton wachsend, d.h. im(arc[v]) = [0, Arc[~]].

Hat ' nur abzihlbar viele Nullstellen, so ist arc[y] sogar streng monoton wachsend (Ubung).
c) Wegen gilt fiir jede surjektive Ct-Abbildung ¢: [a’, V'] — [a,b] mit ¢/ > 0:

Arc[y o ¢] = Arc[r] sowie arc[y o ¢] = arc[y] o ¢.

Ubung 148. Machen Sie sich die Aussagen a), b), c) in Terminologie klar. Zeigen Sie zudem,
dass im Kontext von Terminologie[38R)| die Formel arc[yog)(a’,b') = arc[v](a,b) mit ¢: [d/,b] = [a, b]
stetig differenzierbar und surjektiv, ohne eine der Voraussetzung ¢’ > 0 bzw. ¢/ < 0 i9m Allgemeinen
nicht gilt.

Die n#chste Proposition (genauer Korollar liefert eine Anschauung fiir den Begriff der Bo-
genldnge: Fiir £ € Ny, betrachten wir die Unterteilung Zy = (7[¢o, ..., 7[¢]¢) von [a,b] aus Lemma

[77, d.h.

TMf:a+j.9%E fir 0<j<¢ mit TMMJ_TMj:b_a

14

fir 0<j<(—1.

Proposition 19. Sei~y: [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Dann gilt

Arcy —hmzm Ji+1) = A7)l (402)

= Q[
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( Die Summe auf der rechten Seite von (402)) ist die Lénge des Polygonzuges (entlang 7) zwischen
den Verbindungspunkten v(a) = vy(7[€]o), Y(7[€]1), - -, Y(T[l]e=1), Y(7T[€]e) = (D). )

Beweis. Lemma angewandt auf die stetige Abbildung (Kurve) || - ||cac ©7: [a, 0] — R, zeigt

b—a
/

Arc[y] = lim Y ) e - (403)

=: A[{]

Die Behauptung folgt somit umgehend aus der Dreicksungleichung sobald wir nachgewiesen haben,
dass zu jedem ¢ > 0 ein N € Ny existiert mit (|Arc[y] — Q]| < |Arc[y] — Al]] + |A[€] — Q[4]])

Q0] — Al]| < e Vi> N..
Dies folgt nun aber aus dem Mittelwertsatz:

Wir wéhlen C' > 0 mit || - [ < C - || - ||oo, schreiben v = (41, ...,7,), und fixieren € > 0.

e Seien £ € N5, 0 < j < /-1, sowie 1 < p < n vorgegeben. Der Mittelwertsatz (Satz liefert ein

Vo (7l+1) — w(7ll;))

0 < &, 4,p] < T mit ' (&[¢, 4, = 404
T[ ]J é.[ J p] T[ ]J-‘rl ’Yp(g[ J p]) T[e]j_t,_l — T[é]] ( )
5ea  (w(T[lj41) = (78);))
e Wegen Satz (34| ist v, gleichmiBig stetig fiir 1 < p < n. Somit existiert ein § > 0 mit
.. €
V1<p<n: lz—yl<d fir z,y€lab] = ”Y}(ﬂﬂ)—%’)(y)\<m-
Wir wéhlen N; € Ny mit % < 6, und erhalten
. 3 .
v (T105) — 7 (EL4, 3, D] < ch-a) Vi<p<n >N, 0<j<(-1. (405)
Fiir £ > N, folgt mit der Dreiecksungleichung fiir | - | (zweiter Schritt) sowie der inversen Dreiecks-
ungleichung fiir || - ||eux (dritter Schritt):
Q- Al = X550 ) = YD e — 1575 7 EL) |||
< Yol GElie) =A@ o = 157% 7 10D o |
< X5 WG = A1) = 5y 1) |
< O i) =) = b= o ()]
(404]) 1 p— .
D o st max (el gn) -] [1<p<n) <. O
([@05) £
C-(b—a)

Korollar 58. Seiv: [a,b] — R"™ stetig differenzierbar. Dann gilt

[v(a) = 7(b)[lewe < Arc[y].
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Beweis. Wegen Proposition |19] gilt al

Arc[y] = lim Ym0 (1) = V(T 15) e -

Fiir e > 0 vorgegeben, existiert somit ein ¢ € N5¢ mit Q[¢.] < Arc[y] + . Die Dreiecksungleichung
(zweiter Schritt) liefert

fa
Iv(@) = Y(B)llew = | (550" V(T[] 1) = V(L)) [loie < QU] < Arely] + &
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung aus Lemma O

Korollar 59. Seiv: [a,b] — R" stetig differenzierbar. Dann gilt

Arch] = sup ({2520 7 (r1) = V(T lewe

=: P = Menge aller Lingen von Polygonziigen entlang .

(70, --.,7¢) mit £ € Nsg ist Zerlegung von [a,b]} ).

Beweis. Offensichtlich gilt P # (). Wir erhalten mit der Additivitéit (400 sowie Korollar dass
Arclr) 2 e

zf
oarcy (i) = Y20 (i) = (7)) e
N—_— ——
Arch“ﬁfjﬂ]]

fiir jede Zerlegung (7o,...,7¢) von [a,b] gilt; also P < Arc[y], und somit supg(P) < Arcly]. Wegen
Proposition [19|existiert nun die Folge (2[¢])¢en., in P mit limy Q[¢] = Arc[y], womit supg (P) = Arc[y]
wegen Ubung [64] gilt. O

Beispiel 101. Wie in Beispiel@ bereits angekiindigt, erhalten wir nun schliefilich die Interpreta-
tion der Kreiszahl w als die Linge des oberen Halbkreisbogens. Wir betrachten wieder die Kreiskurve

o R — R?, x +— (cos(x),sin(z))

aus Beispiel @ sowie thre Finschrdnkung ~vo = ")/\1/’[072#). Dann gilt fir alleR>a <beR

b b . b/ b
arc[yy](a,b) = fa ”'Y:pchk = fa ||(— sin, cos) ||ew = fa V/sin? + cos? = fa 1=b-—a.

Gemdf Korollar[59 ist nun aber

Arc[oljo,n] = arclyy)(0,m) =7 —0 =
gerade das Supremum tber alle Lingen von Polygonziigen entlang der Parametrisierung Yol x des
oberen Halbkreisbogens, welche diesen gemdfl Beispiel @ entgegen dem Uhrzeigersinn durchlduft.
Terminologie 39 (Parametrisierung nach Bogenlénge).

1) Eine differenzierbare Kurve v: D — R™ heifit immersiv, wenn +/'(t) # 0 fir alle t € D gilt, d.h.
wenn ||V ||eux keine Nullstellen besitzt.

Beispiel: Alle Kurven in Beispiel@ sind immersiv, sofern man in Tez’l v #£ 0, sowie in Tez’l
f differenzierbar wahlt.

2) Eine immersive Kurve v: D — R™ heifit nach Bogenlange parametrisiert, wenn ||V ||cuc = 1 gilt.
Behauptung: Firy € C*([a,b],R") mit a < b, ist dies gleichbedeutend mit arcly] = idy, ;) — a:
Beweis. o Gilt ||7/]|eu = 1, so folgt

arch](t) = [E 1Y o = [T 1=t — a = (idpy — a)(t) VYt € [a,b].
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e Gilt arc[y] = idf, 4 — @, so folgt [|7[|cuc = arc[y]’ = 1 aus Terminologie O
Beispielsweise ist die Kreiskurve v, aus Beispz'el nach Bogenldinge parametrisiert.

Proposition 20 (Parametrisierung nach Bogenlinge). Sei v € C([a,b], R") immersiv.
1) arc[y]: [a,b] — [0,Arc[y]] ist streng monoton wachsend, surjektiv und stetig differenzierbar mit

arc[y]" = [|7"[lewc > 0.

2) ¢ :=arc[y]71: [0, Arc[v]] — [a,b] ist streng monoton wachsend, surjektiv und stetig differenzierbar;
und v o ¢ ist nach Bogenlinge parametrisiert.

3) Sei: [0,¢] — [a,b] (¢ > 0) streng monoton wachsend, surjektiv und stetig differenzierbar, sodass
7 0 1) nach Bogenlinge parametrisiert ist. Dann gilt bereits 1) = arc[y]™! (also auch ¢ = Arc[y]).

Beweis. 1) Wegen Terminologie [38}[3).a)| ist arc[y] stetig differenzierbar, mit arc[y]" = ||V/[|cuc > 0
(beachte v/ # 0). Wegen Korollar ist daher arc[y] streng monoton wachsend, und somit gilt

zwangsweise arc[y|([a, b]) = [arc[y](a), arc[](b)] = [0, Arc[+]] (alternativ Terminologie [383).b)).

2) Wegen Teil |1)| und Lemma [43|ist arc[y] injektiv; und es gilt arc[y]’ > 0. Wegen Satz [42| hat arc[y]
daher eine differenzierbare (also stetige) Umkehrabbildung ¢ := arc[y]~*: [0, Arc[y]] — [a, b], mit

R S
—arcly(9) 17 0 Bllew

e Korollar zusammen mit (406]) zeigt, dass ¢ streng monoton wachsend istm

o ¢ ist stetig, weil alle Abbildungen auf der rechten Seite von (406) stetig sind. Daher ist ¢
stetig differenzierbar mit

(v 0 ) llew = (7' 0 0) * @llewsc = 17" © Dllewc - 6] = 17 0 Pllewac - &' = 1.
3) Terminologie [39)2)| (erster Schritt) und Terminologie [38||3).c)| (zweiter Schritt) liefern

> 0. (406)

idjg ) = arcly o Y] = arc[y] o 9.
Somit ist ¢ injektiv; also bijektiv da per Voraussetzung surjektiv. Daher gilt ¢ = arc[y]~!. O

Ubung 149. Sei v: [a,b] — R™ eine nichtimmersive differenzierbare Kurve. Zeigen Sie, dass keine
differenzierbare surjektive Abbildung ¢: [a',b'] — [a,b] mit R 3 a’ < b € R existieren kann, sodass
(7 © @) |lewc = 1 gilt. (Eine nichtimmersive Kurve kann also nicht nach Bogenlinge parametrisiert
werden,).

14.2 Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt erweitern wir das Konzept der differenzierbaren Abbildung in einer Variablen
(differenzierbare Kurve) auf den Fall von Abbildungen in mehrerern Verdnderlichen. Genauer be-
trachten wir Abbildungen f: R™ D U — R™ mit m,n € Nsg, wobei nun () # U C R immer als
nichtleer und offen vorausgesetzt wird. Grob gesprochen garantiert die Offenheit von U, dass f in
jedem fixierten p € U in jede Richtung v € R™ abgeleitet werden kann, bzw. dass zunéchst fiir jedes
v € R™ ein § > 0 existiert, sodass der Differenzenquotient

flp+t-v)— f(p)
{

VO£t e (—6,0) (407)

definiert ist. Dies ist auch essentiell fiir die Eindeutigkeit der Ableitung (Existenz vorausgesetzt), die
im mehrdimensionalen Fall nun keine Zahl mehr ist, sondern ein Element in Hom(R™,R"™), also eine
Lineare Abbildung, die die Funktion lokal um einen Punkt approximiert.

190 Alternativ folgt das auch aus Satz da arc[y] streng monoton wachsend ist.
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14.2.1 Richtungableitungen und das Differential einer Abbildung

Im Folgenden sei m,n € Nxg.

Bemerkung 92. Sei U CR™ offen und p € U ein Punkt.

a) Esgilt: vy eR™: 36,>0: p+ (—6,,0,) vCU. (408)
Beweis. Sei || - || eine Norm auf R™. Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit B.(p) C U.
e Fiir v = 0 gilt die Behauptung fiir jedes 6, > 0.
e Fiir v # 0 gilt die Behauptung fiir 6, := 5. O

[l

b) Seien I,I C R offene Intervalle mit t € I NI, sowie v: I = R" und 7: I = R" Kurven mit
Niai=rni Ubung@ angewandt auf die Komponentenfunktionen beider Kurven zeigt:

v differenzierbar in t = 5 differenzierbar in t
mit
t+h)—vy(t G C - .. ~Y({E+h)—7(t
}le ’Y( + ) ’7( ) Lemga ’7/(t) Ubu;g ’)/(t) Lemr:na lim ’Y( —+ ) ’7( )
—0 h h—0

Ubung 150. Machen Sie sich die Aussage in Bemerkung @ klar.

Terminologie 40 (Richtungsableitung). Sei U C R™ offen, f: U — R™ eine Abbildung, sowie p € U
und v € R™. Die Erxistenz vorausgesetzt, heifst

Duf(p) = lim flp+t ~tv) — f(p)

e R"” (409)
die Ableitung von f in p in Richtung v. Die rechte Seite ist formal exakt definiert durch:

g L0002 J0) g 100~ e

0) (410)
mit der Kurve
y[v]: (=6y,0,) — R™, t— flp+t-v) (411)

wobei 6, > 0 derart gewdhlt ist, dass p+ (—0y,0,) - v C U gilt.

Beachte: Wegen Bemerkung @Eﬂ existiert ein derartiges 6, > 0; und wegen Bemerkung @ 1st
die rechte Seite von (410) unabhingig von der Wahl von §, > 0.

Ezistiert D, f(p) fiir alle p € U fiir ein vorgegebenes v € R™, so wird die Abbildung
D,f: U — R", p+— Dy f(p) (412)

als die Ableitung von f in Richtung v bezeichnet.
(1) Rechenregeln: Fiirpe U und v € R™ sei y[v] wie in (411]).

a) Es existiert D, f(p) genau dann, wenn D, f;(p) fir jedes 1 < j < n existiert; und dann gilt

va(p) = (val(p)v”vafn(p))' (413)
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b)

d)

Beweis. Sei ¢, > 0 wie in Bemerkung [92}fa)l Dann gilt fir alle ¢ € (—0dy, dy):

() Aela() = A)(E) = Fp+t-0) = (fip -+t 0)sen . fulp+1-0))
also
Dot () Z2 4[] (0) = (el 0), . ] (0)) 2 (Dy f1().. .. Dufo(p)

im jeweiligen Falle der Existenz einer der beiden Seiten (in der letzten Zeile), wobei (410]) auf
der rechten Seite komponentenweise angewendet wird. O

Egistiert Dy, f(p), so liefert die Kettenregel (Bemerkung [90]c)):
Dy f(p) =X Duf(p) VAeR. (414)

Die Richtungsableitung D, f(p) existiert also genau dann, wenn fir alle A € R die Richtungs-
ableitungen Dy., f(p) existieren.

Beweis von (414). Fiir A € R, sei 0y, = 1+|/\| sowie
’y[)\ . U] : (—5)\.1,, 5)\-1)) S5t f(p +t-A- ’U) € R".

Dann gilt y[A - v] := y[v] 0 ¢ fiir ¢x: (—0xrp,Or0) Dt At € (=04, dy), und wir erhalten mit
der Kettenregel (Bemerkung [90lic)) im dritten Schritt:

A= Dyf(p) = X-~[v]'(0) = ¢ (0) - v[v]'(¢A(0)) = v[A - 0] (p) =" Drwf(p)- O

Seien h,g: U — R™ Abbildungen, sodass die Richtingsableitungen Dy,h(p), D, g(p) existieren.
Wegen Bemerkung @. existiert dann auch die Richtungsableitung Dy(A-h + - g)(p), und
es gilt

Dy(A-h+p-g)(p) = A- Dyh(p) + p1 - Dug(p) VA peR.

Seien h: U — R und g: U — R™ Abbildungen, sodass die Richtungsableitungen D,h(p), Dy g(p)
existieren. Wegen Bemerkung @. existiert dann auch die Richtungsableitung D, (h - g)(p),
und es gilt

Dy(h - g)(p) = Dyh(p) - 9(p) + h(p) - Dy g(p).

(2) Partielle Ableitungen: Seien eq, ..., en die kanonischen Basisvektoren von R™. Die j-te
partielle Ableitung von f in p ist definiert (Ezistenz vorausgesetzt) als die Richtungsableitung

0;f(p) == De; f(p) ~ fir — 1<j<m. (415)

Es existiert 0; f(p) genau dann, wenn 0;fi(p) fir 1 <i <n ezistiert, und es gilt

0,10) 2 @ 1(0), .03 1a(0)- (416)

FEzistiert fir ein 1 < j <m die partielle Ableitung 0; f(p) fir alle p € U, so wird die Abbildung

9;f:U—=R",  p~—09;f(p)

als die j-te partielle Ableitung von f bezeichnet.

FEine alternative Notation fiir die j-te partielle Ableitung ist:

of ) :
——(p) bzw. 8jf£%j fiir 1<j<m.

of

9if(p) = oz,
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Ubung 151. Zeigen Sie die Aussagen c) und d) in Terminologie .

Ubung 152 (Einschrinkungen). Seien V,U C R™ offen mit V. C U. Sei f: U — R™ eine Abbildung,
sowiep € V und v € R™. Zeigen Sie, dass D, f(p) € R" genau dann ezistiert, wenn Dy, (f|y)(p) € R™
existiert, mit Dyf(p) = Dol 1) (0).

Terminologie 41 (Differential einer Abbildung). Sei U C R™ offen, und f: U — R™ eine Abbildung.
Sei weiterhin || - || eine Norm auf R™.

(1) f heifst differenzierbar in p € U, wenn ein ¢ € Hom(R™ R"™) existiert sowie eine in 0 stetige
Abbildung e: U —p — R™ mit £(0) = 0, sodass gilt:

flo+h)= f(p)+o(h) + ||n]|-e(h) VheU—p. (417)

/

affine Abbildung  Restglied R(h)
(Beachte: Fiir das Restglied gilt limy,_yq % = 0.)
Es gelten die folgenden Notationen und Sachverhalte:

a) Eindeutigkeit des Differentials: Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt; und zwar durch:
¢(v) = Dy f(p) VuveR™ (418)

Sie heifst die Ableitung- bzw. das Differential von f in p und wird mit d,f notiert, d.h.
af(v) = Duf(p)  VueR™ (419)

Beachte: Wegen e|y—p = <%> ‘U und £(0) = 0, ist dann auch € eindeutig bestimmdt.
—p

Beweis der Findeutigkeitsbedingung (418)). Fir v € R™, sei 6, > 0 wie (408)). Dann gilt

f(p+t-;;) —fp) _ %425(75"”) + ’i’ ol - e(t - v) VO #t € (—0y,6)
———
¢ (v)
flp+t-v)— f(p) i

= va(p) = }E}(l) m

- Jim <¢<v> e v>) = 4(w). O

b) Unabhingigkeit von der Wahl der Norm: Die Bedingung (417)) ist unabhdingig von der
Wahl der Norm || - || auf]Rmm

Beweis. Es gelte (417)), und es sei || - || eine weitere Norm auf R™. Dann gilt |- || < C - || - |
fiir ein C' > 0 wegen Satz[79] Wir setzen

v, o fll e osnewoy

0 fir h=0.
Dann gilt ||h|"-&'(h) = ||h|| - €(h), sowie limj,_,g&’(h) = 0 wegen HZH, <C. O

c) Lokalitét: Se: V. C R™ offen mit p € V. C U. Es ist [ genau dann differenzierbar in p,
wenn die Einschrinkung f := f|y differenzierbar in p ist.

101Dje Bedingung (@17) ist natiirlich auch unabhingig von der Wahl der Norm auf R™; denn die Stetigkeit von ¢ in 0
ist ja unabhéngig von dieser Wahl.
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Beweis. o Ist f differenzierbar in p, so gilt (417) auch fiir f=7 |y, sofern man ¢ durch
€= ¢|v—p ersetzt (wegen Lemma [0]1)] ist & ebenfalls stetig in p).
e Sei f = f|y differenzierbar in p, d. h es gilt - ) fiir £ mit einem zugehérigen €. Dann

gilt - ) fiir f und

fp+h)—flp)—o(h) ..
e:U—-p—R", h = T fir he (U —-p)\(V—-p)

g(h) fir heV —p,
wobei ¢ stetig in 0 ist wegen Ubung|79a)| (wegen (140) in Bemerkung |36lfa)|ist V —p offen

im metrischen Raum (U — p,dy—p) mit einer Normmetrik d auf R™, denn V' — p ist offen
mR”mit V—-—p=V—-p)Nn U —p)). O

d) Jacobimatrix: Sei §1,...,6y, eine Basis von R™, und sei u = Z;n:l u; - g5 € R™ mat
Ui, ..., Un € R ein Vektor. Dann gilt wegen der Linearitit von dpf und (419):

u):dpf<zuj.<j> Zuj dyf(s;) Zu] De, f(p) (420)
j=1

e Fliir die kanonische Basis e, ..., e, von R™ erhalten wir die Identitdt:
m
v):Zvj-ajf(p) Vo= (v1,...,0m,) € R™ (421)
e Schreiben wir f = (fi1,..., fn) in Komponentenform, und bezeichnet (é1,...,é,) die ka-

nonische Basis von R™, so erhalten wir:

dpf(v) = (Zvj : 8jfi(p)> $& (422)

i=1 j=1
Terminologie
e

Qfm, n)(dpf)ij = pr;(dpf () = 9 fip) ~ fir (i, §) € I(n,m).
Beweis von ([A22). Wir erhalten mit ([(421)), sowie —also 0;f(p) = (0 fi(p), ..., 05 fn(p)):
dp f(v) Z;n:1 v; - 05 f(p) Z;n:l vj - (Z?ZI 0; fi(p) - éi)

= X (X 9ifilp)) - & O

Somit ist die Darstellungsmatriz (Tp? = Q[m,n|(d,f) von dpf (Terminologie gegeben
durch die sogenannte Jacobimatrix von f in p:

ofilp) - Omfi(p)
o e B,

D) = O350}y ot = 1f2:(p) f:2(p) (423)
0lfn(p) amfn(p)

e Gemdf Notation[31] gilt dann

O[m,n](J(f)) (01f1(p), -+ O f1(P), -+, O1f (D) -, Om fu(p)) € R, (424)
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o GemdfS (416|) ist die j-te Spalte von Jo(f) fir 1 < j < n gerade gegeben durch die j-t
partielle Ableitung 0; f(p) von f in p, sofern man diese als Spaltenvektor auffasst:
9jf1(p)
T .
0;4(») 9;fn(p)

e Im Fallen =1 (f: U — R) besteht die Jacobimatriz aus einer Zeile und m Spalten, und
wird als der Gradient Vf(p) von fin p bezeichnet, d.h.

Vi) = Jp(f) = (01f(p),...,0mf(p)) € R™. (425)

In Termen des euklidischen Skalarprodunktes schreibt sich dann die Richtungsableitung:
0.0 @ 4,10) D Yo, — (V). Ve VUERT.  (426)
j=1

Ezistiert V f(p) fir alle p € U, so wird die Abbildung
Vf:U—R™, p— Vf(p)
als der Gradienten von f bezeichnet.

Bemerkung: Man sagt, dass der Gradient in die Richtung der groBten Anderung von f
in p zeigt:

Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Lemma qgilt:

Do f(P)l = KV (P); V)ew] S NIVF(P)llewc  fiir alle v eR™ mat [[ofou = 1.

(x) Gilt Vf(p) =0, so gilt natiirlich auch Dy f(p) = (Vf(p), V)ewc = 0 fiir alle v € R™.
In diesem Fall ist also obige Aussage zu salopp formuliert.

(x) Ist Vf(p) # 0, so gilt fiir die speziellen Einheitsvektoren vy := i#'

P)lleux *

\
Dy, f(p) = (VF (D), 0o = £ [gr Dok = £V £(p) |
Weiterhin gilt fir v € R™ mit ||v]|on = 1

Vf(p) >euk = <vf(p)7v:t>euk

Dy f(p) ==£IVIi@)ewe =
(VI(p)vx = v)ewc = 0
{

(Vf(P),v)euk

=

= viﬂv_vi>euk _0

= OS <U_U:|:7v_v:|:>cuk: <U U_U:t>cuk

Fo=vallow = o2, = (v, v Do

=1F IV 0)lla - (VF (D), v) e
=1F IV 0)llas - EIVFP) e
=0

= UV =v+
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e)

Wir definieren die Jacobimatriz J,(f) im Folgenden auch immer dann durch (423), wenn
wir erst einmal nur wissen, dass die partiellen Ableitungen (8jfi(p))(ij) € I(n,m) existieren.

Beachte: Wie wir in Bemerkung @ und Ubung sehen werden, ist die Existenz besagter

partieller Ableitungen zwar notwendig fir die Existenz des Differentials d,f von f in p,

aber im Allgemeinen keinesfalls hinreichend; und zwar einfach deswegen, weil die zu Jp(f)

gehdrige lineare Abbildung ¢ € Hom(R™, R™) nicht zwangsweise die Bedingung erfillen

muss. Beispielsweise:

e Es kann vorkommen (Bemerkung , dass zwar alle partiellen Ableitungen von f in p
existieren, aber D, f(p) fir ein 0 # v € R™ nicht. Wiirde nun gelten, so erhielten

wir ¢(v) = D, f(p) wegen (418|), im Widerspruch zur Nichtexistenz von D, f(p).
e Es kann vorkommen (Ubung , dass alle Richtungsableitungen von f in p existieren,

trotzdem aber nicht die Linearititsbedingung Dyt f(p) = Dy f(p)+ Dy f(p) fiir alle v, w €
R™ erfillt ist. Wiirde aber (417) gelten, so erhielten wir

DU+wf(p) = ¢(U + w) = ¢(U) + (;S(w) = va(p) + Dwf(p)

fiir alle v,w € R™ wegen (418)).
Seim =1 und U =1 C R ein offenes Intervall. Dann ist v = f differenzierbar in p € I
genau dann, wenn v differenzierbar im Sinne von Definition |36 ist, mit (1 =e; in R = R!)

dpy(1) = D1y(p) = (p)- (427)
Beweis. Zunéchst gilt im Falle der Existenz (einer der beiden Seiten):

t h N ]. - t emmaplo
(t+h-1)—~@) L mall Viel

D17(p):;11367 h

e Existiert d,v, so gilt dpy(1) = D1y(p) wegen (419)), und somit auch ({427).
e Existiert D17y(p), so existiert auch d,y; also gilt (427) wegen dem vorherigen Punkt.

In der Tat ist ja ¢: R > h— h- D1 f(p) € R linear; und es gilt

(P +h) =)+ ¢(h) + |k -e(h) mit £0)=0 und limyoe(h) =0,

fir _
ﬁ-C@i%4@2—¢ﬂ” fir 0#£hel—p
€:I—p—>R, h — D =
0 YO g h=o.

f heifst differenzierbar, wenn f in jedem Punkt p € U differenzierbar ist. In diesem Fall wird
df: U — Hom(R™,R"), p—dpf

als die Ableitung- bzw. das Differential von f bezeichnet. Wir notieren im Folgenden meistens
dpf anstatt df(p) bzw. dpf(v) anstatt df(p)(v) firv e R™.

f heifst stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar sowie df stetig ist. Die Menge aller stetig
differenzierbaren Abbildungen U — R™ notieren wir mit C1 (U, R™).

Stetigkeitskriterium: Wegen Bemerkung|[89 ist df genau dann stetig, wenn alle Matrizein-
tragsfunktionen von

df = Qm,n]odf: U — Mym(R),  prs Jo(f)
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stetig sindm bzw. alle Komponentenfunktionen von
(fi\!/f =TY[m,n|lodf: U - R™"

p= @[m’ n](‘]P(f)) (81f1(p)¢ cee 78mf1(p)a R alfn(p)v s 7amfn(p))

Wir konnen daher df auch als stetige Abbildung U — R™" auffassen.

Bemerkung* 17. Fir m =1 =n, wird (417)) zu der Bedingung (238)) in Lemma ' und zwar
wenn man in (417) ¢: R > h— h-b € R wihlt, sowie in (238) D = I als offen voraussetzt und dort
h-e(h) fir0# h e lI—pin der Form |h|-£(h) schreibt mit

S l_poRh,  he dmoEh) fir 0Fhe(T-p)
' ’ 0 fir  h=0.

Beispiel 102 (Jacobimatrix). Wir betrachten die Funktion
f:R® = R?, (x,y,2) — (fl(m,y, z), fa(x,y, z)) = (az -y, sin(x) + cos(z)).
Die partiellen Ableitungen der Komponenten von f im Punkt (z,y, z) € R3 sind gegeben durch:
hfi(z,y,2) =y, rfi(@,y,z) =2,  0O3fi(z,y,2) =0,
A fao(w,y,z) = cos(z),  Oafa(w,y,2) =0,  Osfa(w,y,2) = —sin(z).
Beispielsweise ist jaITEI

. fl(x"i_hvyvz)_fl(x’y?Z) . (x+h)'y_x'y . h’y
Afi(z,y,2) G h B0 h h—0 h

Die Jacobimatriz von f in (x,y, z) ist daher gegeben durch
Ty (f) = (glfl(l’a%z) A f1(x,y,2) O3fi(z,y, Z)) _ < y « 0 ) .
1fa(z,y,2) Oafo(w,y,2) Osfa(z,y, 2) co
Ubung 153. Sei u € R™, ¢ € Hom(R™,R"), sowie
f:R™ = R", v u+ ¢(v)

die zugehorige affine Abbildung. Zeigen Sie, dass fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C R™, die
FEinschrinkung g := fly: U — R™ differenzierbar ist, mit d,g = ¢ fir alle p € U. Folgern Sie, dass
die Identititsabbildung idy auf U differenzierbar ist, mit dpidy = idgm also J,(idy) = 14, fiir alle
pelU.

Wir haben das folgende Analogon zu Lemma [A7}
Lemma 78. Sei U C R™ offen und f: U — R" differenzierbar in p € U. Dann ist f stetig in p.
Beweis. Wegen (417) gilt (|| - || eine Norm auf R™)

fp+h) = f(p) +dpf(h) + [|hll - £(h) VheU-p

mit limy,_,g e(h) = 0 = £(0). Zudem gilt limy,_,o dp, f (k) = d, f(0) = 0, da gemiB Satz jedes Element
von Hom(R™, R") stetig ist. Somit gilt lim,_,o f(p + k) = f(p).

Alternativ: Sei || - || eine Norm auf R". Da d,,f € Hom(R™, R") wegen Satz [86| stetig (in 0) ist mit
dpf(0) = 0, und da ¢ stetig in 0 ist mit €(0) = 0, existiert zu jedem € > 0 ein 0 < 6 < 1 mit
ldpf(R)]", [le(h)||" < § fir alle h € U — p mit ||| < §. Die Dreiecksungleichung zusammen mit (417)
(erster Schritt) liefert:

1 +1) — F@I < lldpf (W + [ - fle(W)I" < 5 + § =& firalle heU—p mit |[2] <6 O

102 Als0 die Funktionen U 3 p +— J,(f)i; = 0, fi(p) € R fiir (4,5) € I(n,m).
103Man erhélt also die partielle Ableitung von fi an der Stelle (x,%,z), indem man die Funktion g, .: R 3 t
fi(t,y,z) € R an der Stelle t = x ableitet.
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14.2.2 Charakterisierungen von Differenzierbarkeit

Im Folgenden bezeichne || - || immer eine Norm auf dem entsprechenden R’ fiir £ € N+g. Genauso
wie bei der Stetigkeit ist auch Differenzierbarkeit eine KEigenschaft, die sich unmittelbar an den
Komponentenfunktionen ablesen lédsst. Dies hatten wir fiir Richtungsableitungen auch bereits in

Terminologie [40}j(1).a)| gesehen.

Lemma 79. Se: U C R™ offen und p € U. Eine Abbildung f: U — R" ist genau dann differenzierbar
in p, wenn alle Komponentenfunktionen fi,..., fn: U — R differenzierbar in p sind, und dann gilt:

dpf(v) = (dpfi(v),...,dpfn(v)) VoeR™. (428)
Beweis. Seien ¢ = (¢1,...,¢0n): R™ — R” und € = (e1,...,6,): U — p — R™ Abbildung. Dann gilt:
e ¢ € Hom(R™,R") & ¢; € Hom(R™,R) fiir alle 1 < j <n
e ¢ stetig in 0 mit €(0) =0 & g; stetig in 0 mit £;(0) =0 fiir alle 1 < j <n  (Lemma [74)
e Fiir jedes h € U — p gilt:
flp+h)=fp)+ o)+ |hll-eh) < filp+h)=Ffip)+ojh)+h]-ej(h) VI<j<n.
Somit ist f genau dann differenzierbar in p mit d, f = ¢, wenn f; fiir jedes 1 < j < n differenzierbar
in p ist mit d, f; = ¢;; und dann gilt dpf = ¢ = (¢1,...,¢n) = (dpfi,...,dpfn), also (428]. O

Lemma [79] verdeutlicht, dass die hohere Komplexitét des Differenzierbarkeitsbegriffes fiir Funk-
tionen in mehreren Verdnderlichen weniger von der Dimension n des Bildbereiches herriihrt, sondern
vielmehr von Anzahl der Variablen m im Definitionsbereich. Im stetig differenzierbaren Fall gilt den-
noch eine zu Lemma [79 komplementére Aussage betreffend partieller Ableitungen, welche wir gleich
noch in Satz bzw. Proposition formulieren und beweisen werden. Wir bemerken zunéchst
Folgendes:

Bemerkung 93. Sei U C R™ offen, sowie v € R™ und f: U — R"™ eine Abbildung, sodass die
Richtungsableitung D, f: U — R" e:vistiertFEl

a) Es gilt Dyf = X- Dy,f fiir alle A € R wegen Terminologie .
(Do f(p) existiert fiir jedes p € U und X\ € R, mit Dy.,f(p) = X- Dy f(p).)

b) Seip € U und I C R ein offenes Intervall mit p+ 1 -v C U (die Existenz garantiert (408) in
Bemerkung @@V Die Kurve

v: I — R, t— flp+t-v)
ist differenzierbar mit v'(t) = Dy f(p +t-v) fiir allet € I.

Beweis der Differenzierbar. Fiir t € I sei p := p+t-v. Da I offen ist, existiert ein d, > 0 mit
t+ (=0y,0,) C 1, also0 p+ (—0y,0y) - v=p+ (t+ (—=dy,0y)) v Cp+1-vCU. Sei

Yl (=0u,60) > R, t= f(h+1-0)
wie in (411)) fiir p = p. Dann gilt vy[v] = (¢t + -), also (Kettenregel im letzten Schritt)

Dyf(p+t-v) = Dyf(p) =~[v]'(0) =~(t). -

104WWir werden die folgenden Aussagen weiter unten fiir den Spezialfall n = 1 anwenden.
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Lemma 80. Sei U C R™ offen, p € U, und f: U — R" differenzierbar, sodass df stetig in p ist.
Fiir jedes v € R™, ist dann die zugehdrige Richtungsableitung ebenfalls stetig in p:

@)
DufiU—RY, g Duf(e) 22 dyf(o). (429)
Insbesondere sind alle Richtungsableitungen (existent und) stetig, wenn f stetig differenzierbar ist.

Beweis. Wir fixieren Normen auf R™ und R”, und notieren die zugehorige Operatornorm mit || - ||op.
Fiir € > 0, existiert § > 0 mit ||dpypnf — dpfllop < fiir h € Bs(p), also

e
max (1, |v[])

1Duf(® + 1) — Dot O B2 dpanf (0) — dpf )] = [(dpsnf — dpf) ()]

1378))
< Nldpnf — dofllop - 10l < sy - ol < & 0

Die Stetigkeitsaussage in Lemma gilt nun natiirlich auch fiir die partiellen Ableitungen 9;f = D, f
mit 1 < j < n. Hiermit erhalten wir bereits die eine Implikation in dem folgenden Satz, welcher
Lemma [79|im stetig differenzierbaren Fall komplementiert.

Proposition 21. Sei U C R™ offen, p € U, und f: U — R™ eine Abbildung, sodass die partiellen
Ableitungen O1 f,...,0nf existieren und stetig in p sind. Dann ist f differenzierbar in p.

(Insbesondere wird also das Differential von f in p durch die Jacobimatrix dargestellt, die sich
in der Form J,,(f) = ((81./(p)) ", ..., (Omf(p))") schreiben ldsst.)

Beweis. Wir definieren (vgl. (421)))
Hom(R™,R"™) 3 A(p): (v1,- .., vm) = D200 v - 05 f(p).
Weiterhin definieren wir e: U — p — R, durch ¢(0) := 0 sowie

flp+h)— f(p) — Alp)(h)
[7]lo

Per Konstruktionem gilt dann f(p + h) = f(p) + A(p)(h) + ||h]|s - €(h) fiir alle h € U — p; und
wir miissen nur noch lim,_,ge(h) = 0 nachweisen (¢ ist stetig in 0). Wegen Lemma (74| gentigt es
hierfiir, die Stetigkeit in 0 fiir jede Komponente von & separate zu zeigen. Wir fixieren 1 < ¢ < n,
und erhalten — A(p)o(h)

felp+h) — fe(p) = 32721 vj - 9 fe(p)
[172]] oo

Wir wihlen 0 < € < 1 mit B[d]2¢(p) € U C R™, sowie

0#h="(hi,...,hm) =D 21 hi-e; € B[d . ]e(0).

e(h) = VO#heU—p.

ge(0) =0 mit ego(h) =

fir 0#heU—p.

e Wir definieren (h[0) =0 und h[m]=h)
hlj) == (hi,.. by, 0...,0) =320 hyi-e; € Bldy]e(0) CU —p V0 <j<m,
e Fiir 1 < j < m definieren wirfrigl (aj(0) =p+h[j—1] und «;(1)=p+hlj])

Qaj: (*g,l +€) — B[d“.HOO]Qg(p), t— p+h[] — ].] +t- h] €
vj = feoa;: (=& 1+ &) — R, t fo(p+hlj—1]+t-hj-e;).

195Beachte |(1 + &) - hy| < |hy| + & |hy| < €+ & < 2¢ wegen € < 1.
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Wegen Bemerkung [93] ist y; differenzierbar mit
() Dl Dpje; fe(p+h[j — 1]+t - hj-ej)
E:ﬂ hj : Dejfé(p"i‘ h[] — 1} +1- hj . ej)
=h; - 0ife(p+hlj— 1+t hj-e)
= hj - 9; fe(;(t))

fur alle t € (—€,1 + €). Der Mittelwertsatz (zweite Identitét) liefert ein &, ; € (0,1) mit

Fulai (1)) — folay (0)) = B =) Szl 5 g £ 06,)).

1-0
Durch Bildung einer Teleskopsumme erhalten wir (am(l)=p+h und a1(0)=p)
m %(1) a;(0)
—
fe(p+h) = felp) — Z p+h — fep+ hlj —1]) — hj - 9;fe(p).
= - 0j fe(% (€n.5))
Hiermit folgt aus der Dreiecksungleichung
<1
/;R

lee(h Z e 10; fe(aj(€nj)) — 05.fe(p)]-

Wegen (&) € Bld)]ee(p) fiir 1 < j < m, folgt nun limy_oe(h) = 0 aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen von f (bzw. deren Komponenten). O

Satz 87. Sei U C R™ offen. Eine Abbildung f: U — R™ ist genau dann stetig differenzierbar, wenn
die partiellen Ableitungen O1f,...,0nf existieren und stetig sind.

(Insbesondere wird also das Differential von f in p durch die Jacobimatrix dargestellt, die sich
in der Form Jo(f) = ((O1f)",...,(Onf)") schreiben lasst.)

Beweis. o Ist f stetig differenzierbar, so existieren wegen Lemma (80| alle partiellen Ableitungen von
f und sind stetig.

e Existieren alle partiellen Ableitungen von f und sind stetig, so ist f gem&fl Proposition [21] diffe-
renzierbar mit

df: U — Hom(R™R"),  pr> [A(p): (vi,--o om) = 2700595 f(p) ]

Es bleibt die Stetigkeit von d f nachzuweisen. Es bezeichne hierfiir || - ||oo,op die, zu den Maximums-
normen auf R™ und R"™ gehorige Operatornorm. Sei nun p € U und € > 0. Per Voraussetzung
existiert ein § > 0 mit

10 f(p+h) — f(P)llec < e/2m Vh € Bld).ls(0), 1 <5< n.
Fir h € Bldy...]s(0) und v = (v1,...,vp) € R™ mit ||v]|s = 1, erhalten wir
(AP +h) = A@)©) oo = 1A + B)(©) = AR)(0)]loo = | 0y 07+ (050 + 1) — 0 (9)) oo
< vl - 10 f(p+ 1) — 05 f(P)lleo
<molloe 5 < lolloo /2 = 2/2.

Dies zeigt ||A(p + h) — A(p)||oc,op < €/2 < € fiir alle h € Bd.;..]s(0). O
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Beispiel 103. Wir betrachten die Abbildung
f:R3 = R? (z,y,2) — (zy,sin(z) + cos(z))

aus Beispiel[I02 Die Richtungsableitungen in Spaltenform, sind dann gegeben durch die entsprechen-
den Spalten der Jacobimatrix

0
Sy (f) = (cosy(x) g —sin(z)) VY (z,y,2) € R3,

also offensichtlich stetig. Somit ist J,(f) auch die Matrizdarstellung des Differentials d,f von f in
p, welches ja wegen Satz[87 existiert.

Bemerkung 94. In Satz[87 (Proposition ist die Forderung nach der Stetigkeit (in p) der par-
tiellen Ableitungen zwingend erforderlich, d.h., es ist im Allgemeinen nicht korrekt, dass f differen-
zierbar (in p) ist wenn alle partiellen Ableitungen ezistieren. Die Existenz der partiellen Ableitungen
ist somit zwar notwendig fir die Existenz des Differentials aber nicht hinreichend:

Wir betrachten die Funktion

0 1l ,y) = (0,0
f:R2 5 R, (z,y) — xy falls — (@,y) = (0,0)

—_ sonst.
x2 + y?

. Lemma zeigt, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist, denn f ist unstetig in (0,0):@

e Dennoch existieren alle partiellen Ableitungen von f:

— Fiir (0,0) # (z,y) € R? erhalten wir aus den diblichen Ableitungsregeln:

_ Y 227y __ " 22y”
81f(ZL‘, y) = 1’2 + y2 (xQ + yg)gv an(if7y) - ZE2 + y2 ({E2 + y2)2‘

— Fir (z,y) = (0,0) erhalten wir:

f(h,O) — f<070)
h

:}1360:0: lim 0 = f(0.h) = £(0,0) = 02£(0,0).

81f(0’0) - ilzlgj(l) h—0 h

Im FEinklang mit Proposition sind die partiellen Ableitungen in (0,0) unstetig,m denn beispiels-
weise existieren die folgenden beiden Grenzwerte nicht:

— lim L= lim 8.f(t,0).

1
2~ lim =
t 0£t=01t2 0410

lim 0,f(0,t) = lim — = lim
0#t—0 0#£t—01 0#£t—0
—

existiert nicht

Zudem kann f auch deswegen nicht in (0,0) differenzierbar sein, weil die Richtungsableitung

. f(h,h) — f(0,0 . 1
Del—i-ezf(oao):%li% ( )h ( )_flzli%Qh

schlichtweg nicht existiert.

1%Die Schreibweise limg £ ¢—o f(t,t) steht natiirlich abkiirzend fiir lim;—0 g(¢) fiir g: Rx 3 t > f(¢,t); analog auch
weiter unten.

107Genauer erzwingt Proposition [21| die Unstetigkeit mindestens einer partiellen Ableitung.
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Ubung 154. Wir betrachten die Funktion

0 falls x=0
f:R? 5 R, (x,y) — 212
Zeigen Sie: m
e D,f(0,0) existiert fiir alle v € R?,
o f ist in (0,0) nicht differenzierbar.

falls = #0.

14.2.3 Differentiationsregeln

In diesem Abschnitt werden wir einige grundlegende Differenzierbarkeitsregeln wie die Produkt- und
die Kettenregel beweisen. Hierfiir ist das folgende Analogon zu Lemma |48}|3)| fiir den eindimensioanlen
Fall sehr hilfreich.

Proposition 22 (Differenzierbarkeitskriterium). Sei U C R™ offen, p € U, ¢ € Hom(R™,R"), und
f:U = R" eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind zueinander dquivalent:

1) f ist differenzierbar in p mit d,f = ¢.
2) Es existiert eine in 0 stetige Abbildung ®: U — p — Hom(R™,R™) mit ®(0) = ¢, sodass gilt:

fp+h) = f(p) = 2(h)(h) VheU—p. (430)
Beweis. Wir betrachten auf R™ und R" jeweils die euklidische Norm, und bezeichnen mit || - ||euk,op
die zugehorige Operatornorm auf Hom(R™, R"™).
o Sei € wie in fir -] = I llewx = (-, *)eur die euklidischen Norm auf R™, d.h.,
fo+h)=fp)+ &(h) + [|hllew - £(h) VheU-—p. (431)

Wir definieren ®: U — p — Hom(R™, R") durch

o(v) fir h=0
®(h): R™ — R", — hy0)eu
) ! <H}ﬁ>k-a(h) fir 0#£hcU—p.
euk

Dann gilt ®(0) = ¢ also ®(0)(0) =0 = f(p+0) — f(p), und weiterhin

®(h)(h) = ¢(h) + |[hllew - e(h) =" f(p + h) = f(p) VO#heU~—p.

Zudem ist @ stetig in 0; denn fiir v € R™ mit [|v]|ou = 1 und 0 # h € U — p, liefert die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung (letzter Schritt)

(@ (R) = @(0)(0) e = [[P(A)(v) = D(0) () lewn

h U euk ’<h’7 U)euk‘
' o e leux

H ’h’”euk euk ”h’Heuk
(11) .
g o T LSRR

172/ cur
Somit gilt fiir die zugehorige Operatornorm
H(I)(h) - (I)(O)Heuk,op < ||€(h)Heuk VO 75 heU - D,

womit die Stetigkeit von ® in 0 nun aus der Stetigkeit von € in 0 folgt.
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° Wir definieren €: U — p — R"™ durch

0 fir h=0
e(h) = ®(n)(h) — ¢(h)
1Al]

Dann gilt (417)) (also (431)) per Konstruktion. Nun ist ®: U — p — Hom(R™, R") stetig in 0 mit
®(0) = ¢. Zu € > 0 vorgegeben, existiert somit ein § > 0 mit || (h) — @ |leur op < € fiir alle h € U—p
mit [|Aen < . Mit (378) erhalten wir fiir 0 # h € U — p mit ||h||cw < 6

fir 0#£AheU—np.

l€(P)lewe = thllk N(@(R) = @) (W)llewx < || @(R) = Blleukop < &

was die Stetigkeit von ¢ in 0 zeigt (da £(0) = 0 per definitionem gilt). O

Mit Hilfe von Proposition [22| erhalten wir nun die folgenden Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 88 (Summenregel und Kettenregel).

1) Sei U C R™ offen, f,g: U — R™ differenzierbar in p € U, und A\, € R. Dann ist auch die
Funktion (A - f + u - g) differenzierbar in p, mit

dp(A-f+p-g) =X dpf +p-dpg.

2) Seien U C R™ und V. C R™ offen, sowie g: U — R™ und f: V — R¥ Abbildungen mit im(g) C V,
fir m,n,k € Nsg. Ist g differenzierbar in p € U und f differenzierbar in g(p) € V, so ist
(fog): U — RF differenzierbar in p mit (Kettenregel)

dp(f © g) = dg(p)f © dpg-
(Die Beweise verlaufen komplett analog zu den Beweisen von Satz [40][1)] und Satz [41] )
Beweis. 1) Wegen Proposition [22] existieren Abbildungen ®,¥: U — p — Hom(R™, R"), mit

flo+h)—f(p) =@(h)(h), @ stetigin0,  ®(0) =dpf
g(p+h)—g(p) =¥(h)(h), V¥ stetigin0,  ¥(0)=dpg

fiir alle h € U — p. Fir h € U — p erhalten wir _.e

T N——
A-frp-gp+h) —A-Ftp-g)p) =024 p-V)(Rh)(h),

wobei die Abbildung ©: U — p — Hom(R™, R") als Linearkombination von in 0 stetigen Abbil-
dungen gemiB Satz[32] (mit (V,]|-]|) = (Hom(R™,R"),]|-|lop)) ebenfalls in 0 stetig ist. Proposition
zeigt somit die Differenzierbarkeit von (A« f 4+ - ¢) in p, mit

oA FHp-g)=0(0)=X-B(0)+ p-U(0) = A-dpf + - dpyg.

2) Wegen Proposition [22] existieren Abbildungen ®: U — p — Hom(R™,R") und ¥: V — g(p) —
Hom(R", R¥) mit

glp+h)—glp) =2()(h),  Pstetigin0,  P(0)=dyg
Flg() +h) = f(g(p)) = W(h)(h),  Wstetigin 0,  W(0) = dy() f
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fiir alle h € U —pund h € V — g(p). Dann ist
a:U—-—p—=R"  h Oh)(h)=flp+h) - fp)
stetig in 0 wegen Lemma |78 (g ist stetig in p); und wir definieren

©: U — p — Hom(R™, R"), h [ @(@(h)(h)) o ®(h): v U(R(h)(h))((h)(v)) ]
N—_——
Fiir h € U — p erhalten wir = a(h) (f o 9)(p) O(h)(h)

A

(fog)p+h)=flgp+h)=f(g(p) + 2(h)(h)) = flg(p)) + T (R(h)(h))(D(h)(R)).
Zudem gilt ©(0) = (dy f 0 dpg), denn fiir v € R™ ist

0(0)(v) = T(2(0)(0)(2(0)(v)) = ¥(0)(dpg(v)) = dg() f(dpg(v)) = (dg(p) f © dpg) (v).

Wegen Proposition [22] folgt hiermit die Behauptung sobald wir die Stetigkeit von © in 0 nach-
gewiesen haben. Zunichst ist W o a: U — p — Hom(R", R¥) stetig in 0 wegen Lemma («
stetig in 0 mit «(0) = 0); also is@

A:=(Toa,®): U—p— Hom(R",RF) x Hom(R™, R")

stetig in 0 wegen Lemma [73| (P ist ja ebenfalls stetig in 0). Wegen der Stetigkeit der Kompositi-
onsabbildung (siehe (380]) in Beispiel

o: Hom(R", R*) x Hom(R™,R") — Hom(R™,R¥),  (¢,) — ¢ o1,

ist dann © = 0 o A: U —p 2> h +— o(¥(a(h)),®(h)) = ¥(a(h)) o ®(h) € Hom(R™,R¥) als
Verkettung von o mit A ebenfalls stetig in 0. O

Bemerkung 95. Sei K € {R,C}. Aus der Linearen Algebra kennen Sie die folgenden Sachverhalte:
a) Seien ¢: K* — KF und ¢: K™ — K" lineare Abbildungen. Dann gilt

Qm, k(¢ o ¢) = Qn, k() - Qm, n](¢) .

C A B

D.h., die Darstellungmatriz (bzgl. der kanonischen Basen) der Verkettung ¢ o1 ist gegeben durch
das Matrizprodukt der Darstellungsmatrizen (bzgl. der entsprechenden Standardbasen) von ¢ und
. Ist ndamlich (e1,...,en) die kanonische Basis von K™, (é1,...,éy,) die kanonische Basis von
K", und pr;: KF — K fir 1 < i < k die Projektion auf die i-te Koordinate in K, so gilt fiir
(i,7) € I(k,m):

p(es)
. B . noo. . n
Cij = pri((¢ o W(%‘)) = pri(¢(2221 Byj - 62)) = Zzzl pr; (‘f)(eﬂ)) - Byj = ZZ:I Ai¢ - Byj.

b) Ist ¢: V — W eine injektive lineare Abbildung zischen den endlichdimensionalen K- Vektorrdumen
V und W, so gilt notwendig dim(V') < dim(W); denn ¢ bildet jede Basis von V auf eine Familie
linear unabhdngiger Vektoren ab.

Bemerkung 96 (Jacobimatrix und Verkettungen). Seien U C R™ und V' C R™ offene Mengen, so-
wie g: U — R™ und f: V — RF Abbildungen mit im(g) C V, fiir m,n,k € Nsg. Sei g differenzierbar
inp eV und f differenzierbar in g(p) € V:

108Unseren Konventionen aus Kapitel folgend, versehen wir den Produktraum auf der rechten Seite mit der
Maximumsmetrik welche zu den durch die entsprechenden Operatornormen gehoérigen Normmetriken gehort.

314



1) Wegen Terminologie 1st die Darstelungsmatrix beziiglich der kanonischen Basen, des
Differentials einer Abbildung in einem Punkt gegeben durch die Jacobimatriz in diesem Punkt.

Wegen Satz und Bemerkung @Eﬂ gilt somit der Zusammenhang:

Ip(fo9) = Jop)(f) - Jp(9)- (432)
Fiir die partiellen Ableitungen (Eintrige der Jacobimatriz) erhalten wir
[@23) @32 E23)
0, 9:0) B (7 09y B3 Sy (D Snlades B Y 0uio) - dyaelr)  (433)
(=1 (=1

fir alle (i,7) € I(k,m), also auch
0;(fog)(p) = _ def(9(p)) - 0ge(p) Vi<j<m. (434)
(=1

e Seim =1 und U = I ein offenes Intervall. Dann kénnen wir g als eine in p differenzierbare

Kurve vy := g: I — R"™ auffassen (Terminologie ] ; und selbiges trifft dann auch auf
for: I —RF zu. Wir erhalten den Zusammenhang

(For'® B aufonm) B T, 0f(ew) - Drge(v)
Y1 0 f(v(p)) - 1(p) = Dy f(v(D)),

wobei auf der rechten Seite die Richtungsableitung von f in p in Richtung ~'(p) € R™ steht.

(435)

o In der Situation des vorherigen Punktes sei k = 1. Man bezeichnet die Teilmengen
H.:={zeV|f(x)=c} mit ceR

auch als ,Héhenlinien der Funktion f“m und zwar in Anlehnung an den Fall n = 2, in
welchem man sich f als Hohenfunktion tiber dem ,Gelinde“ V' wvorstellen kann, d.h. f(x) ist
die Héohe des Punktes x € V' bspw. iiber dem Meeresspiegel.

Behauptung: Sei I C R ein Intervall. Fine differenzierbare Kurve v: I — V wverlduft genau
dann in einer ,Hohenlinie“ H. mit c € R (v(I) C H.), wenn (Vfoy,9 )eu = 0 gilt.

(Geometrisch interpretiert man dies so, dass der Geschwindigkeitsvektor ~'(t) der Kurve v
in t senkrecht zum Gradienten NV f((t)) im Punkt y(t) steht. ,,Die Héhenlinien verlaufen also
in jedem Punkt senkrecht zum Gradienten.)

Beweis der Behauptung. Wir erhalten mit Korollar [32]12)l und (435]):
Korollar[32 (1435)) (426)
sceRq(cH, 2R - 5oy @ p i) B (vion, e O

2) Es gelte f o g = idy, d.h. g ist rechtsinvers zu f (bzw. f ist linksinvers zu g) mit k = m. Aus

Satz und Ubung erhalten wir
id]Rm = dg(p)f o dpg und 1, = Jg(p)(f) : Jp(g).

Daher ist dpg: R™ — R™ rechtsinvers zu dy(,) f, also injektiv. Bemerkung @ zetgt m < nrl_-gl

19Dje Menge H,. kann natiirlich auch einelementig sein, bzw. ganz V sofern f konstant ist.
110gind insbesondere f: R™ DU — V C R" und g: R*® D V — U C R™ zueinander inverse differenzierbare Abbildung,
so muss bereits m = n gelten. Wir kommen hierauf in Abschnitt (Korollar zurtick.
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Proposition 23. Sei U: R™ x R® — RF bilinear mit m,n, k € Nsg. Dann ist ¥ differenzierbar mit
Ay R™ xR" = RY, (v,w) = U(v,y) + ¥(z,w) (436)
fir alle (xz,y) € R™ x R™.
Wir statten R, R” und R™ x R"™ mit der jeweiligen Maximumsnormen ausE

Beweis. Sei p = (x,y) € R™ x R™ fixiert, und sei ¢: R™ x R” — R* durch die rechte Seite von ([436)
definiert. Offensichtlich ist ¢ linear{""? und es gilt fiir (0,0) # h = (v,w) € R™ x R™

U(p+h)=9(z,y)+ (v,w)) =¥ (x+ v,y +w)

W) + W0, )+ U w) + D (0, w)
— ~ ~——
W) s —oh) W)

—W(p) + (k) + oo ﬁf,") |

—_——
=:¢(h)

Wir setzen £(0,0) := 0 und miissen noch limy,_,ge(h) = 0 zeigen. Wegen Satz 36| ist U stetig; also
existiert gem# Lemma [75] ein C' > 0 mit || (v, w)|[oo < C - [[v]|o - [|w]|oo fiir alle (v,w) € R™ x R™.
Somit gilt

[[v]loo - lwvloo (v, w) 13
e, W)]leo <C+ i —— < C - -—2 =C - ||(v,w)]|0o
l[e(v, w)| 10.0) e 10, 0) ([ (v, w)|

fiir alle (v, w) € R™ x R™. Also ist € stetig in 0 mit £(0,0) = 0. O

Ubung 155 (Allgemeine Produktregel). Sei U C R offen, sowie f: U — R™ und g: U — R”
differenzierbar in p € U. Sei zudem ¥: R™ x R® — R* bilinear. Zeigen Sie, dass die Abbildung
A: R 5z U(f(x),9(x)) € RF in p differenzierbar ist, und berechnen Sie d,A. Vergleichen Sie das
Ergebnis mit der Produktregel fir Funktionen in einer verdnderlichen (Satz @), bzw. und n
Bemerkung [90

Ubung 156 (Version der Kettenregel). Seien U C R™ und V' C R™ offen, sowie g: U — R"™ und
f: V. — R* Abbildungen mit im(g) C V, fir m,n,k € Nxg. Sie weiterhin f differenzierbar in g(p)
fir p e U. Zeigen Sie, dass

Dv(f © g)(p) = dg(p)f(Dvg(p)) = Z?:l aff(g(p)) : Dvgé(p)

fir v e R™ gilt, sofern D, g(p) existiert.

Hinweis: Die erste Identitdit folgt problemlos aus (417) sowie der Stetigkeit der linearen Abbildung
dgpy f- Fiir die zweite Identitit benutzen Sie die Linearitdt von dg,y f sowie (413) fiir g.

1 Erinnerung an Bemerkung Es macht keinen Unterschied, ob wir R™ x R™ mit R™"" identifizieren und hierauf
die Maximumsnorm wéhlen, oder ob wir auf R™ x R™ die zu den Maximumsnormen auf R™ und R" zugehorige
Maximumsnorm wéhlen.

12Wegen der Bilinearitit von W gilt: (- (v,w)) = ¢(A-v, A-w) = T(A-v,y) + U(z, A -w) = X-U(v,y) + X U(z,w) =
A-d(v,w) fiir X € R und (v,w) € R™ xR"™; sowie ¢((v,w)+ (v',w’)) = ¢(v+0v", w+w') = T(v+v',y)+ ¥ (z,w+w') =

fw ), (v, w") € R™ x R™.
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14.3 Der Schrankensatz (Mittelwertsatz in mehreren Verénderlichen)
Im Folgenden seien m,n € Nxg.

Bemerkung 97. SeiU C R™ offen, f: U — R™ eine Abbildung, sowiep € U,v € R™ und() #1 C R
ein offenes Intervall mit p+ I -v C U, sodass Dy f(p+t-v) fir alle t € I existiert. Dann ist

y:I>te f(p+t-v) €R™ differenzierbar mit v : 1>t Dyf(p+t-v) €R™
Beweis der Behauptung. Gleicher Beweis wie in Bemerkung [93|[b)| O
Der Mittelwertsatz (Satz liefert die folgende Aussage:

Lemma 81. Sei U C R™ offen, f: U — R eine Abbildung, sowiep € U, v € R™ und ) # I C R ein
offenes Intervall mit p+ 1 -v C U, sodass Dy f(p+t-v) fir allet € I existiert. Fir I >a<be I
vorgegeben, existiert ein < € (a,b) mit

flp+b-v)—flp+a-v)
b—a
Beweis. Wegen Bemerkung (fir n = 1)ist v: I 5t — f(p+t-v) € R differenzierbar (also
stetig) mit v': I > ¢+ Dy f(p+t-v) € R. Somit erfiillt g := v|(, 4 die Voraussetzungen von Satz
(Mittelwertsatz); also existiert ein ¢ € (a, b) mit
flp+b-v)—flp+a-v) _g(b) —g(a)

- =T, — 9 =Duflpts-v). O

=Dyf(p+<-v). (437)

Hiermit erhalten wir umgehend den folgenden Satz.

Satz 89 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen). Sei U C R™ offen und f: U — R eine
differenzierbare Abbildung. Seien p € U, R> a <b € R, sowie v € R™ gegeben mit p+ [a,b] -v C U.
Dann existiert ein s € (a,b) mit

flp+b-v)—flp+a-v)
b—a

= dpteof (v).

Beweis. Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit p+1-v C U fur I := (a—¢, b+e€). Wegen (419) (D, f(e) =
def(v)) gelten die Voraussetzungen in Lemma also (37) mit D, f(p +¢ - v) = dptenf(v).

(Begriindung der Existenz von € > 0 wie oben: Sei || - || eine Norm auf R™. Da U offen ist, existiert
ein 0 > 0 mit Bs(p +a-v) C U sowie Bs(p + b-v) C U. Die Behauptung gilt dann fiir € :=
§/max(1, [|v]).) O

Bemerkung 98. Fir differenzierbare Abbildungen f: U — R™ mit n > 2, gelten die Aussagen in
Lemma bzw. Satz[89 im Allgemeinen nicht mehr. Als Beispiel betrachten wir die Spiralkurve

y=f:R—R3, t — (cos(t),sin(t), t)
sowie das Intervall [0,2x], dh. m=1,n=3, U=R, p=a=0,b=27 undv =1.
o Es gilt v(0) = (1,0,0) und v(2m) = (1,0, 27), also v(2m) —~(0) = (0,0, 27).
o Weiterhin gilt nun ( )
d(1) = Di(t) =7/ (1) = (—sin(t), cos(t), 1) VEER,
womit die ersten beiden Komponenten von ~' niemals gleichzeitig O sein kénnen, d.h.

7(2m) —~(0)

0,0,1) =
(0,0.1) 2r -0

#dt’y(l) ViekR.
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Wegen Bemerkung (98] kann man nicht erwarten, dass Lemma [81| bzw. Satz in allgemeinerer
Form auch fiir n > 2 korrekt ist. Allerdings erhélt man in diesem Fall aus dem Hauptsatz trotzdem
eine gute und niitzliche Verallgemeinerung, den sogenannten Schrankensatz (Satz . Es bezeichne
|| - || eine Norm auf R™:

Lemma 82. Sei U C R™ offen, f: U — R™ eine Abbildung, sowie p € U, v € R™ und ) #1 C R
ein offenes Intervall mit p+1-v C U, sodass a: I 2t +— Dyf(p+1t-v) € R" definiert und stetig ist.
Dann gilt

b
f(p+b-v)—f(p+a-v):/va(p—i—t-v)dt VIisa#bel. (438)

a(t)
Ist L>0 mit |Dyf(p+t-v)|| <L fir alle t € [min(a,b), max(a,b)] firI >a#bel, so gilt
lfp+b-v)— flp+a-v)|]| <|b—al-L. (439)
Beweis. Es geniigt den Fall a < b zu zeigen@

e Wegen Bemerkung 97| ist v: I 2 t — f(p +t-v) € R" differenzierbar mit v = a, also stetig
differenzierbar. Korollar [55/2)| (verallgemeinerter Hauptsatz) liefert im zweiten Schritt:

Fp+b-v) = flp+a-v)=v0) —v(a) = [[7 = [[a= [ Duf(p+t-v)dt.
e Wir erhalten aus Ubung (zweiter Schritt) und den elementaren Integrationsregeln:
(438) b b b
1#o+b-0) = fo+a- ol Y Lol < [l < [/ L= (-0 L. =

Satz 90 (Schrankensatz). Sei U C R™ offen und f: U — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Seien pe U, R>a <beR, sowie v e R™ gegeben mit p+ [a,b] -v C U. Dann gilt

b
fo+b-0) — fo+a0) = [ f)d
Ist L >0 mit ||dpseo f(v)|| < L fiir alle t € [a,b], so gilt

Ifp+b-v)—flp+a-v)| <(b—a)-L.

Beweis. Wegen Lemma |80| existiert D, f und ist stetig, mit D, f(e) = de¢ f(v).

e Seie>0mitp+ (a—e,b+¢€)-vC U, sowie I := (a—e€,b+e). (vgl. Beweis von Satz [89)
o Als Verkettung stetiger Abbildungen ist a: I 5 ¢ — D, f(p+1t-v) = dpirof(v) € R™ (definiert

und) stetig; also folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma . O
Ubung 157. Sei m,n € Nsg, sowie || - ||, eine Norm auf R™ und || - ||, eine Norm auf R™. Sei

zudem U C R™ offen und f € CH(U,R"). Zeigen Sie, dass f lokal Lipschitzstetig ist, d.h., fiir jedes
p € U existiert ein L > 0 und eine offene Umgebung V von p mit V. C U, sodass gilt:

1£(@) = F(@)lm <L-llg— ¢ Vaq,d €V. (440)

Bemerkung* 18. Die zweite Aussage in Satz@ bzw. Lemma gilt auch noch (sogar in allgemei-
nerer Form), wenn man f nur als differenzierbar voraussetzt:

13Der Fall b < a folgt dann sofort aus dem Bewiesenen. Fiir ({#39)) ist dies offensichtlich, und fir (@38) folgt sie sofort
aus unserer Konvention (394).
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e Fine Teilmenge C C R™ heifit konvexr, wenn fir jedes £ € Nsq gilt:

oA w € C Vo, ...,wem €C; 0< Xo,.o Ay S 10 340 =1
e Sei beispielsweise || - || eine Norm auf R™. Dann ist fir x € R™ und ¢ > 0, der offene Ball B.(x)
konvez; und zwar wegen -1
f—1 f—1 -1 (-1 (-1
H Zj:o Ap - wp — xH = H Zj:o Ap - wp — Z]’:O A¢ xH < Z]’:O Aj - ij —z||<e- ijo Aj=¢€
fiir £ € N sowie wy, ..., we—1 € Bo(z) und 0 < Ay, ..., -1 < 1 mit Zﬁ;é A= 1.

Lemma* 1. Sei C C R" eine offene konvexe Teilmenge, und ~y: [a,b] — R™ eine differenzierbare
Kurve mit im[y'] C C. Dann gilt ~+(b) = (a)

b—a
Beweis. Zu jedem s € [a, b] existiert ein 65 > 0 mit

(s +h) — v(s)
h

eC. (441)

€ C firalle he(6s,0s) mit s+ h € a,bl; (442)
denn C ist offen, und es gilt lim,_,q w =+'(s) e C.
e Insbesondere ist: M = {a <7<b] w e C firalle a<t< 7'} # )

nichtleer ((442) fiir s = a); also existiert a < s := supr(M) < b (beachte M < b).
e Sei T € (s —ds,5) N [a,b] fixiert. Fiir ¢ € [s,s + d5) N [a, b] folgt: M+X+A3=1)

]
V) =@ t—s A =7(s) [ s—7 () =)  T—a () —(a)
o t-a  t-s i 4 s—r Ti4d T r_a eC.

(443)

Wegen (443)) mit ¢t = s, gilt s € M. Gilt nun s < b, so existiert wegen (443)) ein s <t < b mit t € M,
was der Definition von s widerspricht. Somit gilt b = s € M, also (441)). O

14.4 Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung

In diesem kurzen Abschnitt lernen wir eine wichtige Rechenmethoden kennen, die das Vertauschen
von Ableiten und Integration betrifft, sofern verschiedene Variablen betroffen sind. Wir erinnern an
die Maximumsmetrik d, auf Produkten metrischer Rdume aus Terminologie

e Wir betrachten zunéchst den Fall [a,b] x X mit einem metrischen Raum (X, d), wobei [a,b] C R
mit a < b natiirlich mit der Betragsmetrik versehen ist (siehe Proposition .

e Danach betrachten wir den Fall X = U C R™ fiir m € N+g, wobei wir R™ und R x R™ = R™ !
mit irgendeiner Normmetrik ausstatten (siche Satz . Wegen Satz [79| (Aquivalenz von Normen)
sind dann die Begriffe Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Offenheit unabhéngig von dieser Wahl.

(Beispielweise konnen wir fiir d einfach die Einschrinkung auf U der, durch die Maximumsnorm auf
R™ induzierte Metrik wihlen. In diesem Fall ist dann die entsprechende Maximumsmetrik ds, auf
Y :=[a,b] x U C R™*! einfach gegeben durch die Einschrinkung der, durch die Maximumsnorm
| - |loo auf R™! induzierten Metrik (vgl. Bemerkung , d.h. deo = dj o lyxy-)

Proposition 24. Seien (X,d) ein metrischer Raum, sowie R > a <b € R, k € N5g, und f: [a,b] x
X — RF eine stetige Abbildung. Dann ist die folgende Abbildung ebenfalls stetig:

b
F: X - RF, :Ul—>/f(t,x)dt.
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Beachte: Wegen Ubung [144] ist v,: [a,b] > t — f(t,2) € R* fiir jedes fixierte x € X eine stetige
Kurve, also auch Rlemann integrierbar.

Beweis. Wir zeigen die Stetigkeit von F' in einem fixierten Punkt x € X. Sei hierfiir € > 0 vorgegeben.
Da f stetig ist, existiert zu jedem s € [a, b] ein 65 > 0 mit (|| - || eine Norm auf R¥)

doo((t,9), (s,2)) <05 fiir  (t,y) € [a,b] x X = 1f(ty) = F(s,2)|| < =gy (444)

Nun ist ((s — ds,5 + ds)), clay ©NC offene Uberdeckung von [a, b], hat also wegen der Kompaktheit

von [a, b] eine endliche Teiliiberdeckung, d.h.

n

I81,...,8, € [a,b]:  [a,b] C U(sz — 0s,, 50 + 9, ).
(=1

Wir setzen ¢ := min(ds,,...,ds,). Fir y € Bs(z) und t € [a,b] N (s¢ — s, s¢ + 05,) mit 1 < £ < n, gilt
doo((t, ), (s¢,)) = [t — 54| < ds, sowie doo((t,9), (s¢,x)) = max(|t — s¢],d(y, x)) < ds,,

und wir erhalten mit der Dreiecksungleichung

1£(t2) = £l < [t 2) = Flse)l + 1 f(se ) - Flty)] < 2- S—a) = boa’ (445)

Dajedest € [a,b] in einem (s;—0s,, s¢+05,) mit 1 < £ < n enthalten ist, gilt (445)) fiir alle ¢ € [a, b] und
alle y € Bs(z). Wir erhalten aus der Linearitét, Monotonie, und Normierung der Riemann-Integrals,
sowie Ubung (Integralabschéitzung)ﬁ

I|F(x) = f2r f(t,y)) dt}|3igfyyftx) Ftyldi< [P dt=e

fiir alle y € Bs(x), was die Behauptung zeigt. O

Satz 91. Sei ) # I C R ein offenes Intervall und O # U C R™ eine offene Teilmenge. Sei v € R™
sowie f: I x U — RF eine stetige Abbildung, sodass die Richtungsableitunﬂ

Diowf: IxU SR, (t2) s lim 12T 0) = ()
’ h—0 h

ezistiert und stetig ist. Fir I > a < b € I ist dann die Abbildung
b

F:U — Rk, x'—>/ f(t,z)dt
a

stetig, mit stetiger Richtungsableitung
b
D,F: U — Rk, T / Do) f(t, ) dt.

a

( Beachte, dass I x U C R™*! wegen Bemerkung offen ist (wegen Satz|79 ungeachtet der expliziten
Wahl der Norm auf R™*1), also unsere Definitionen aus Terminologie anwendbar sind. Man
beachte weiterhin, dass obige Aussage fiir a = b trivialerweise ebenfalls gilt. )

114 Alternativ kann man natiirlich auch einfach || - || = || - || withlen und Bemerkung verwenden.
H5Wir schreiben im Folgenden auch vereinfachend (s,x -+ X - v) anstelle (s,z) 4+ A - (0,v) fur s € I und (\,z) € R x U.
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Beweis. Wir fixieren Normen auf R™ R™*+! R* wobei wir die Norm auf R¥ mit || - || bezeichnen.
Zunichst sind nun wegen Proposition beide Integrale definiert, und stellen stetige Funktionen
U — R* dar. Sei p € U vorgegeben, sowie € > 0 mit p + (—¢,¢€) - v C U. Wir setzen

(tpts-v)
—_————
h
=: Q(t, h)

A [CL, b] X (_670) U (076) - Rka (t7 h) = - D(O,v)f(tap)'

Wegen Lemma [82] gilt: a: (—€,€) 35 Dy f((t,p) +5-(0,v)) € RF ist definiert und stetig
(0,0)
(t7 p+s- ’l))

1 h —_—~—
at,h) = /0 Dow/(tp) +5 (00))ds  Vielad 0£he (—e).

e Sei € > 0 vorgegeben. Es existiert § > 0 mit [[A(t,h)|| < ;= fir alle ¢ € [a,b] und 0 # h € (=4, 9):
In der Tat, wegen der Stetigkeit von D(g,)f und der Kompaktheit von [a, b], folgt genau wie in

Proposition [24] die Existenz eines § > 0 mit (vel. (445))
5
||D(O,U)f(t7p +s- U) - D(O,U)f(tap)H < m Vte [CL, b]> s € (_5a 6)
Wir erhalten fiir 0 # h € (=9,9): (Ubung im dritten Schritt)
I I
aenl = | 2 - Dot | = | 5 [ Donstatsoas— i [ Denstaa
B9 1 h €
< o / [Dof(tp+ 5 v) = Do, f(t,p)]| ds | < 35—
|h 0 b—a

e Wir erhalten fiir 0 # h € (—4,9):

I (f(t,wh-;;) —ftp) _ D(D,v)f(t’p>> dt

a

h-v)— ’ ’
H Rt _/aD(o,u)f(t,p)dt‘ = /aHA(t,h>||dtS<b—a>'bfa25' -

fb f(tvp"’h';})_f(t:p) dt

a

15 Hohere Ableitungen, Taylorrentwicklung und Extremwerte

In diesem Abschnitt wenden wir uns partiellen Ableitungen hoherer Ordnung zu. Wir kléren zunéchst
deren allgemeine Eigenschaften, und diskutieren dann Taylorpolynome von C*-Abbildungen R™ D
U — R™. SchlieBlich leiten wir mit Hilfe des Taylorpolynomes zweiter Ordnung hinreichende Bedin-
gungen fiir lokale Extrema fiir reellwertige Funktionen mehrerer Verdnderlicher her.

15.1 Hohere Ableitungen und der Satz von Schwarz
Terminologie 42. Sei () # U C R™ offen und f: U — R™ eine Abbildung mit m,n € Nx.

1) f heifit k-mal partiell differenzierbar fiir k € N~o, wenn fir alle1 <p < k und alle1 < ji,...,jp <
m, die iterierte partielle Ableitung

8]‘1. .. 8jpf: U — Rm, T 8j1 (8]'2(. .. 8jp71 (8]pf) . ))((L‘)
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existiert. Alternativ notiert man auch

gy - Ony
Ein Ausdruck der Form (446)) wird partielle Ableitung der Ordnung p genannt. (f selbst fassen wir
als partielle Ableitung von f der Ordnung 0 auf.)

2) f heifit k-mal stetig partiell differenzierbar fiir k € Nsg, wenn f stetig sowie k-mal partiell diffe-
renzierbar ist, und alle partiellen Ableitungen 0, ... 0;,f mit 1 <p <k und 1 <j1,...,5, <m
stetig sind.

Der Raum aller k-mal stetig partiell differenzierbaren Abbildungen von U nach R™ wird mit
C*(U,R™) notiert. (Fiir k = 1 ist diese Definition wegen Satz konsistent mit der entsprechen-

den Notation aus Terminologie )

o Ist f stetig, so sagen wir, dass f 0-mal stetig partiell differenzierbar ist.

o f heift glatt, wenn f € C°(U,R") := (\en CF(U,R™) gilt, d.h. wenn f k-mal stetig partiell
differenzierbar ist fiir jedes k € N.

Beispiel 104. Wir betrachten die Funktion f:R? > (z,y) — 322y +y> € R. Dann ist f zweimal
stetig partiell differenzierbar (sogar glatt), mit den partiellen Ableitungen:

Blf(livy) =6xy, 82f(x,y) :3$2+3y23
0101 f(z,y) = 6y, 0202 f (z,y) = 6y, 0102 f(x,y) = 62 = 0201 f (,y).

Wir werden in Satz[99 (Satz von Schwarz) sehen, dass es an dieser Stelle kein Zufall ist, dass die
gemischten partiellen Abbildungen tbereinstimmen (0102f = 0201 f).

Wir werden das néchste Lemma im Folgenden frei verwenden.

Lemma 83. Seien m,n € Ny, k € Nyg U {oc}, 0 # U C R™ offen, und f: U — R" eine
Abbildung.

1) Ist f eine k-mal (stetig) partiell differenzierbare Abbildung, so auch f|y fir jede offene Teilmenge
VCR™ mit V CU, und es gilt:

ajl...ajp(f’\/):(6j1...8jpf)|v V1 Spgk, 1§j1,...,jp§m. (447)

2) Sei (On)aer eine offene Uberdeckung von U, sodass flo, fir jedes oo € I eine k-mal (stetig)
partiell differenzierbare Abbildung ist. Dann ist auch f eine k-mal (stetig) partiell differenzierbare
Abbildung mit

(6j1...6jpf)\oa:8j1...8jp(f]oa) V1i<p<k, 1§j1,...,jp§m,a€1'. (448)

Beweis. 1) Wir miissen nur die Differenzierbarkeitsaussage zeigen, denn die Stetigkeitsaussage folgt

dann umgehend aus Lemma und (447). Fiir p = 1 ist (447) klar wegen Ubung was auch
bereits den Fall £k = 1 abdeckt. Sei also £ > 2; und es gelte (447)) firein 1 <p <k —1. Flir 1 <

Jos -+, Jp < m, erhalten wir aus Ubung m (zweiter Schritt) sowie der Induktionsvoraussetzung
(dritter Schritt):
(Djo- - 05, F)lv = (955 (0j1--- 03, F)) v = 055 ((9y--- 95, )Iv)
= 055 (0)1--- 05,(fIv)) = Bjo--- 05, (fIv).
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2) Wir missen nur die Differenzierbarkeitsaussage zeigen, denn die Stetigkeitsaussage folgt dann
umgehend aus Ubung Fir p=11ist klar wegen Ubung was auch bereits den Fall
k = 1 abdeckt. Sei also & > 2; und es gelte firein1 <p<k-—1 Firl<jo,...,5p <m,
erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung (zweiter Schritt) sowie Ubung (letzter Schritt):

jo- 05, (floa) = 0j0(05;- --05,(flo.)) = 0o (05 - -05,f)0a) = 0jy- .- 05,(flo,) Veel [
—_—
(ajo (ajl‘ . 'ajpf)|00¢)
Lemma 84. Sei () # U C R™ offen, und f = (f1,..., fn): U = R™ eine Abbildung mit m,n € Nxg.

1) Seip € Nog. Gegeben 1 < ji,...,jJp, < m, so existiert 0;, ... 0;,f (und ist stetig) genau dann,
wenn 0j, ... 0;, fo fiir alle 1 < <n existiert (und stetig ist); und dann gilt

0jy o 05 F = (D51 - 05 f1)s s By .. D, F)). (449)

Beachte: Wegen Lemma[7]] gilt selbiges fiir die O-ten partiellen Ableitungen von f, also die Kom-
ponentenfunktionen fi,..., fn.

2) Sei f k-mal partiell differenzierbar fir ein k € Nsg. Sind alle partiellen Ableitungen vom Grad
k stetig, so ist f bereits k-mal stetig partiell differenzierbar, d.h., alle partiellen Ableitungen vom
Grad 0 < p < k sind stetig (insbesondere ist f stetig).

Beweis. 1) Wir miissen nur die Differenzierbarkeitsaussage zeigen, denn die Stetigkeitsaussage folgt

dann umgehend aus Lemma [74 und ([49). Fiir p = 1 ist (449) klar wegen Terminologie [A0J[(1).a)
Wir kénnen daher annehmen, dass (449) fiir ein p € Ny gilt. Fiar 1 < jo,...,jp, < m gilt dann

im jeweiligen Falle der Existenz der linken bzw. der rechten Seite die Gleichungskette

Ojo - 05, f = 0j,((0jy ... 04, f1),--., (04, ... 05, fn)) = ((8jo 05, f1)5 -5 () - - ajpfn))
8j0(8j1 ...8jpf) g1 n (ajo(ajl "'ajpf1)7 B 83'0(8]'1 "'ajpfn))
g g1 In

wobei in (%) die Induktionvoraussetzung (449)) und in (xx) Terminologie [40}j(1).a)| verwendet wird.
Hierbei ist zu beachten:

e Existiert die Linke Seite, so definieren wir g := 9;, ... 9;,f, und es bezeichnen g, ..., g, die
zugehorigen Komponentenfunktionen.

e Existiert die rechte Seite, so definieren wir g, := 9, ... 9;,f; fiir 1 < £ < n, und setzen
9:=(g1,-9n)-
2) Per Voraussetzung existiert ein 1 < p < k, sodass fiir jedes p < ¢ < k alle partiellen Ableitungen
der Ordnung ¢ stetig sind.
e p=1: f ist differenzierbar wegen Satz[87 und somit stetig wegen Lemma [78]

e p>2:Fiir1 <jy,...,5-1 < m vorgegeben, ist 9;,...0;,_, f einmal stetig partiell differen-
zierbar; mithin differenzierbar wegen Satz [87], also stetig wegen Lemma

Hiermit folgt die Behauptung induktiv. O

Bemerkung 99. Im Kontext von Lemma konnte man sich von Lemma fiir den eindi-
mensionalen Fall (m = 1) evtl. dazu verleiten lassen anzunehmen, dass f € C*(U,R™) gilt falls f
(k + 1)-mal partiell differenzierbar ist. In Bemerkung (das ist der Fall k = 0) hatte wir allerdings
bereits Gegenteiliges festgestellt.
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Geméfl Terminologie konnen wir das Differential einer (stetig) differenzierbaren Abbildung
f:R™ DU — R™ auch als (stetige) Abbildung

Af: U =R™  pes (01f1(0)s- s O f1(D)s s O1fn(D)s- -, O fu(D))

auffassen, d.h., die Komponenten von 5} sind stetig. Mit dieser Identifikation gilt die folgende Aus-
sage, welche wir in Abschnitt zur Anwendung bringen werden:

Lemma 85. Sei m,n,k € Nug, ) # U C R™ offen. Eine Abbildung f: U — R™ ist genau dann
C* (k-mal stetig differenzierbar), wenn f differenzierbar und df eine C*~1-Abbildung ist (k — 1-mal
stetig differenzierbar).

Beweis. o Es existiere df, und es gelte df € Cck=1(U,R™m).

— Wegen Lemma angewandt auf Ef, existiert 0;,...0;, fefiralle1 </ <n, 1 <ji,...,jr <
m und ist stetig.

— Wegen Lemma [84]]1)| angewandt auf f, existiert 0;,...0;, f fiir alle 1 < ji,..., 75, < m und ist
stetig. Lemma [8412)| zeigt nun f € C*(U,R™).

e Sei f € CF(U,R™). Wegen Lemma sind alle Komponenten (f; mit 1 < ¢ < n) von f k-

mal stetig partiell differenzierbar; also sind alle Komponenten von df (k — 1)-mal stetig partiell
differenzierbar. Lemma zeigt nun df € C*~1(U,R"). O

Ubung 158. Seien k,m,n € Nsg, 0 # U C R™ offen, A\, € R, sowie f,g: U — R™ beide k-mal
(stetig) partiell differenzierbar. Zeigen Sie per Induktion, mit Hilfe der Summenregel in Terminologie

dass (A - f+ p - g) ebenfalls k-mal partiell differenzierbar ist, mit
gy - 05N fHp-g)=X-0j ... 0, f +p-05 ... 0,9

fiir alle 1 < j1,...,50 <m und 1 < £ < k. Folgern Sie, dass (\- f + u-g) € C*(U,R") gilt, falls f
und g beides C*-Abbildungen sind.

Ubung 159. Seien k,m,n € Nxg, 0 # U C R™ offen, sowie f: U — R und g: U — R" beide
k-mal (stetig) partiell differenzierbar. Zeigen Sie, dass dann (f - g) ebenfalls k-mal (stetig) partiell
differenzierbar ist.

Hinweis: Zeigen Sie per Induktion, mit Hilfe der Produktregel in Terminologie dass fiir
jedes 1 < p < k und alle 1 < j1,...,j, < m, die partielle Ableitung 0;, ... 0;,(f - g) als eine
Linearkombination von Ausdriicken der Form

Ory <o Opyf +0sy .. Os,_,9 mit 0<i<p und Tlyee oy 70,8153 Sp—t € {J15- -, Jp}

geschrieben werden kann; wobei fiir £ = 0 der linke Faktor gleich f zu setzen ist, sowie der rechte
Faktor gleich g falls ¢ = p gilt. Wegen Lemma[84) kénnen Sie der Einfachheit halber n = 1 annehmen.

Ubung 160. Seien m,n € Nxg, § # U C R™ offen, v € R™, p € U, sowie f: U — Ry und
g: U — R™ Abbildungen, sodass die Richtungsableitungen D, f(p) und D,g(p) existieren. Zeigen Sie:

Dv<g>(p) _ Dug(p) - f(p) = 9(p) - Do f(p)

f f(p)?

Folgern Sie, dass % (stetig) partiell differenzierbar ist, wenn f, g (stetig) partiell differenzierbar sind.
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Ubung 161. Seien k,m,n € Nsg, 0 # U C R™ offen, sowie f: U — Ry und g: U — R" beide
k-mal (stetig) partiell differenzierbar. Zeigen Sie, dass % k-mal (stetig) partiell differenzierbare ist.

Hinweis: Zeigen Sie per Induktion diber 1 < p < k: Fir 1l < ji,...,j, < m vorgegeben, existiert ein
z € Nyg und eine (k — p)-mal (stetig) partiell differenzierbare Abbildung a: U — R™ mit
g\  «
0j,-..0j, <f> =7 (450)

Der folgende wichtige Satz zeigt, dass es kein Zufall ist, dass im obigem Beispiel [104] die , ge-
mischten® partiellen Ableitungen 010> f und 020; f miteinander iibereinstimmen.

Satz 92 (Satz von Schwarz). Sei () # U C R™ offen und f € C?(U,R"™) mit m,n € Nsq. Dann gilt:
0;0;f = 0;0; f V1<i,j<m. (451)

Beweis. Seien 1 <4,j < m und p € U vorgegeben, sowie ¢ > 0 mit B[d.]2:(p) € U:

e Esgilt p+ (—¢,¢) - ej + (—¢&,¢) - e; € B[d) ]e(p) € U. Dann ist

¢: (—e,e) x (—g,e) = R", (5,t) = 0jf(p+s-ej+1t-e)
definiert und stetig@ mit stetiger Richtungsableitun
D,1y¢: (—¢,¢) x (—¢,¢e) = R"
¢(Svt +h- 1) — ¢(Sat)

(s,t) — lim
h—0 h (452)
— im Ojif(p+s-ej+(t+h)-e)—0;f(p+s-e+t-e)
h—0 h
= 82(8]]”)(]9 +s-e;+t- ei).
e Esgilt p+ (—¢,¢) - e; + B[d||Hoo]g(0) - B[dH||oo]25(p) C U. Fiir jedes p € [0,¢) ist dann
m
Mt BldjJ(0) = R™, y e /O 9if(p+s-ej+y)ds
definiert und stetig, denn wegen Lemma, [82] gilt:
Mu(y) = flp+p-e+y)— flp+y) vy € Bld) . ] (0). (453)

Zudem erhalten wir fiir h # 0 mit t + h € (—¢,¢e):

[t d(s,t+h)ds — [ ¢(s,t) ds
h
_ fouajf(p”'ej+(t+h)'ei>is_féL@jf(ers-ejth-ei)ds (454)

_ nu(t-ei+h-e) —nu(t-e)
h
16Per Annahme ist 9;f: U — R" stetig. Weiterhin ist ©: (—¢,€)? 3 (s,t) — p+s-¢; +t-e; € R™ stetig beziiglich
der jeweiligen Maximumsmetriken (Maximumsnormen) auf R = R? und R"; denn es gilt ja ||©(s',t') — O(s,t)]|o0 =
max(|s — §'|, |t — t']) fiir alle s, s, ¢,t.
H7Wir halten uns an dieser Stelle strikt an die Notation aus Satz mit m =1 und k = n; d.h., [,U = (—¢,¢) und
v=1eR=R™.

325



Fiir p € [0,¢) und t € (—¢,¢) liefert Satz

g atz8 " p(s,t+h)ds — [ ¢(s,t)d
/D(o,lm(s,t)dsséhmfo s,t+h)ds — [y é(s,1) ds @E3)

h—0 h

8Z Nu(t - €;). (455)

Dy( [y ¢(s,e)ds)(t)

Wir erhalten fiir € [0,¢) mit der Lokalitiit der Richtungsableitungen (Ubung [152)) im ersten

Schritt {3
1+ 0) B ) + 50+ )0) = 00) +050) B [ Doy 005,015 + 0us10).

6if(p+ﬂ'€j) =: B(p)
=: a(p)
Ableiten nach p an der Stelle p = 0, liefert geméf dem Hauptsatz
0,0:0)(p) = tim X 0O _ i FW PO _ 60,00 B o,0,1)0). O

wd0 % pd0 w

Korollar 60. Sei ) # U C R™ offen sowie f € C*(U,R") mit m,n € Nsg und k > 2. Seien
1<ji,....jp<mmit2<p<k,undo: {1,...,p} = {1,...,p} eine Bijektion. Dann gilt

6 8.7Pf 0‘(1) jo‘(p)f'

Beweis. Dies folgt induktiv aus Satz [92 (Ubung). O

Beispiel 105 (Gradientenfeld). Sei V € C'(R?,R?) (ein stetig differenzierbares Vektorfeld). Gesucht
ist ein ¢: C2(R2,R) mit Jo(¢) = Vo =V (d.h. (916, 928) = (V1, V2)).

o FEristiert eine derartige ,,Potentialfunktion® ¢, so erfillt V nach dem Satz von Schwarz (Satz@)
notwendigerweise die Bedingung:

82V1 = agalgb = 8182¢ = 81V2. (456)

Beispiel: Fiir V: R? 3 (x,y) — (—y,z) € R? ist diese Bedingung wegen 02V, = —1 # 1 = 9,V
nicht erfiillt, sodass V = V¢ fiir kein ¢ € C*(R?,R) gelten kann.

o Sei V € C1(R%,R?) wvorgegeben mit 02V1 = 01V, und setze

G:RESR,  (2y) o [IVa(0,8) dt+ [ V(s y) ds.

Dann gilt ¢ € C*(R?,R) mit Vo =V, also ¢ € C*(R%,R) (Ubung[169).
Ubung 162. Zeigen Sie die Behauptung im zweiten Punkt von Beispiel .

Ubung 163. Die Abbildung
zy - (2% — y?)
f:R2—)R, (I,y)f—) x2—|—y2 (x,y);é(0,0)
0 (.T}, y) = (07 0)

ist zweimal partiell differenzierbar, aber keine C?-Abbildung. Berechnen Sie deren erste partielle
Ableitungen 01 f und Oof, und zeigen Sie 0102 f(0,0) # 0201 £(0,0).

18Die Ausdriicke auf der linken und der rechten Seite sind fiir sich genommen natiirlich sogar fiir i € (—¢, €) definiert.
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15.2 Polynomfunktionen und Allgemeine Rechenregeln

Terminologie 43.
a) Ein Multiindex (vom Grad ¢ € Nsq) ist ein n-Tupel a = (o, ..., o) € N’

Fiir o = (o, ...,ap) € N und 8 = (By,...,B) € N, heifit

o |a|:=a;+...+ap die Ordnung von a.
o al:=aq! ... g die Fakultdt von o («a-Fakultit)
. (g) = H§:1 (gf) der zugehdérige Binomialkoeffizient.
J
Wir setzen:
o f<a & Bj<a; firale 1<j5<4. (Ordnung auf N¢)

oatf:i= (a1 x£p1,...,00% Py), wobei o« — [ nur fir f<a definiert wird.
Fiir ¢ € N setzen wir B(q) := {a € N*| |a| = ¢}.
b) Sei m,n € Nsg. Fir xz € R™ und o € N, setzen wir (vgl. Beispiel@)
¥ =t apm e R
o FiraeN" peR™ undu e R", heifst die stetige Funktion (vgl. Beispiel@ﬂ

Ma,p7u ::pr?l-"'.pr?nm:Rm_}Rn’ $*_>U'(-'E_p)a

Monom vom Exponenten « in p bzw. Monom vom Grad |af in p.

o Seip € R™ und {us|a € N} CR", sodass {a € N™|uq # 0} endlich ist. Dann heifit (beachte
die Endlichkeit der Summe)

P=3 cnm Mapu,: R™ = R, T eym Ua - (@ — )

Polynomfunktion vom Grad grad(P) := max ({0} U {|a| | @ € N™: uy # 0}) in p.

Beachte: Die Komponentenfunktionen P, ..., P, von P sind ebenfalls Polynomfunktionen:
Pj: R™ = R, T — ZMa,p,(ua)j: Z(ua)j-(a:—p)a vVi<ji<n
aeN™ aeN™

mit ug = ((Ua)1,s - - -, (Ua)n) fiir alle o« € N™, also grad(P;) < grad(P) fir 1 <j <n (Ubung).
c) Sei U CR™ offen, k € Nsg, und f: U — R™ eine k-mal partiell differenzierbare Abbildung.
e Die k-fache partielle Ableitung von f in Richtung e; mit 1 < j < m bezeichnen wir mit

o f
ok

ke _— pk p —
oFf=Dkf=

also 8§?f =0j,... 05, f mit j1,...,jr = j. Wir setzen 8?f = f.
o Fiir a € N™ definieren wir

Hlal
e PO [e5) mny —
of:=01"...0,"f '836?1...81‘%{”
Beachte:

19Dje korrekte Notation fiir das Produkt von A € R und u € R” ist normalerweise X - u. Wir schreiben im Folgenden
aber dennoch eher u - A, damit sich die Notation mit unserer Notation fiir reellwertige Polynome deckt.
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— Wegen Lemma gult
0%f =(0%f1,...,0% ) VaeN' mit |of <k. (457)
— Ist f € CF(U,R™), so lisst sich wegen Korollar@jede partielle Ableitung der Ordnung < k

als 0°f fir ein a € N™ mit |a| < k schreiben (Ubung).

15.2.1 Einige Rechenregeln

Lemma 86. Scien k,m,n € Nsg, U C R™ offen, und f: R™ DO U — R™ eine k-mal partiell
differenzierbare Abbildung. Sei I C R ein offenes Intervall und p+1-e; C U. Dann ist

v: I —R", t— flp+t-ej)
k-mal differenzierbar, mit v\0: I >t v 8ff(p +t-ej) €R firallel <<k
e Insbesondere gilt v € C*(I,R™), wenn f € C*(U,R") gilt.
e Wegen Lemma[84 und unserer Komponentenweisen Definition der Ableitung einer Kurve, gilt:

%(f)(t):affi(ert.ej) Vtel, 0<{<k, 1<i<n.

Beweis. (IA) Die Behauptung ist klar fiir £ = 0. (IV) Es gelte also die Behauptung fiir ein 0 < £ < k.
(IS) Per Voraussetzung ist f = 84 f partiell differenzierbar mit 0; f, und wir setzen ¥:I35t—

f(p+t ej) €R,dh. 5= O per (IV) Bemerkung.angewandt auf f und 7 zeigt (dritter Schritt)
I f(p+t-es) =05 f)p+t-es) =0 f(p+t-e5) =7(t) = (v9)(t) =4V (8)
fiir alle t € I, also folgt die Behauptung per Induktion. ]
Lemma 87 (Allgemeine Leibniz-Regel). Sei U C R™ offen, sowie f: U — R und g: U — R™ zwei
k-mal partiell differenzierbare Funktion fiir ein k € Nsg. Dann gilt die allgemeine Leibniz-Formel:
0%f-g9) = Z (g) P f-0v Py VaeN" mit |of <k. (458)
Bla

Beweis. o Sei zunédchst 1 < 7 < m und 0 < ¢ < k. Fiir p € U vorgegeben, wihlen wir ein offenes
Intervall I € R mit 0 € I und p+ I -e; C U, und betrachten die Kurven:

i:Ist—flp+t-e)eR, d:lst—glp+t-e)eR”, y:I3t—=(f-g)lp+t-e) R,

also v = 401 - do. Wir erhalten mit Lemma [86| im ersten und im letzten Schritt, sowie der Leibniz-
Formel (388) fiir Kurven im zweiten Schritt:

L
14 — L _
O5(f - 9)(p) =1(0) = (31 82)(0) = 3 ( ) W) 5700 =3, <q> %125 ")
q=0 q=0
e Durch iteratives Anwenden des vorhergehenden Punktes sowie Ubung , erhalten wir
0*(f-g) = 0?1(6a2(. L% (f-g)) = 8a1. am 1 Zﬁm_o ( ) Bmf om— Bmg

— 8?1 am 2 Zg:::ll [)Zﬁmf() (%Z:i) . (%:) aﬁm laﬁmf 8am 1—Bm— laOém Bm

= S50 S (3) - () ot 2l 0 0 g
:Zgga(g)aﬁfﬁa 59_ .
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Lemma 88 (Verkettungen). Seien m,n,¢ € Nso, k € N, U C R™ und V. C R" offen, sowie
f € CHV,RY) und g € CK(U,R™) mit g(U) C V. Dann gilt (f o g) € C*(U,R).

Beweis. Offensichtlich gilt die Behauptung fiir £ = 0. Wir kénnen daher annehmen, dass die Be-
hauptung fiir ein k € N gilt. Seien nun f, g beides C**1-Abbildungen. Fiir 1 < j < m erhalten wir
aus der Kettenregel (434)) (beachte, dass f und g wegen Satz (87| beide differenzierbar sind)

0;(fo9) B S (@f 0 9) - 0y

i=1

wobei 0;f o g € CF(U,RY) per Induktionsvoraussetzung gilt, sowie 9;9; € CF(U,R) fiir 1 <i < n

wegen Lemma Wegen Ubung und Ubung gilt somit 9;(f o g) € CF(U,R?) fiir alle
1 <j<m,also (fog)e CFLURY. O

Im néchsten Abschnitt bendtigen wir die folgende Rechenregel:
Lemma 89. Sei U C R™ offen, k € Nug und f € CF(U,R"). Seienp € U, h € R™ und ¢ > 0
vorgegeben mit p+ (—e,1+¢€)-h CU. Dann ist
g: [:=(—€,14+¢) = R", t— f(p+t-h)
k-mal stetig partiell differenzierbar, mit
g(”)(t):ZZ—!!-ﬁaf(p—i—t-h)-ha Viel, 0<v<k. (459)
laf=v

Beweis. Es geniigt die Differenzierbarkeitsaussage zu zeigen; denn die Stetigkeitsaussage folgt dann
umgehend aus der C*-Eigenschaft von f, sowie der expliziten Formel ([#59)). Offensichtlich gilt die
Behauptung fiir v = 0. Also kénnen wir annehmen, dass (459) fiir ein 0 < v < k — 1 mit k > 1 gilt:

Fir j = 1,...,m und o € B(v), sei afj] :== a + e;. Fiir jedes a € B(v) ist 0°f stetig partiell
differenzierbar, also (stetig) differenzierbar wegen Satz Wir erhalten somit aus der Induktions-
voraussetzung (459)), der Linearitétsaussage in Ubung sowie der Kettenregel (#34)["%°| (zweiter
Schritt):

g ) = (") (1)
' m
=y %-ho‘-zajﬁo‘f(p+t-h)-hj

|o|=v j=1
T . ,
= Z Zi' L9Vl f(p+t-h) - hoV]
jal=v =1 % (460)
a[]]]
1 ! , )
ZZ(O‘J+ ) V+'1') L9Vl f(p+t-h) - hoV]
e v+1 afj]!
- B' P f(p+t-h)-hP,
|Bl=r+1
wobei (%) durch Umformung folgt:  Fiir § € N™ mit |5| = v + 1, sei (BeBw+1))

A(B) == {(e,j) € B) x {1,...,m} | afj] = B}
={(B—epi)lje{l,....m}: B > 1}

120Genauer ([@34) angewandt auf f := 8% f und §: (—e,1+€)dt—p+t-heR™

(461)
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Die vorletzten Zeile von (460]) schreibt sich dann in der Form:
Bj

OOm= Y Y (a[j]j> DY 0l 1ty - ol

1
Bi=rt1 (@ien@) N ol

=:n(8) (V;!l)!-aﬁf(p—i—t-h)-hﬁ
Fiir 5 € B(v+ 1) gilt nun aber n(8) = 1 wegen:
(v +1)-1(B) = Xasen) Pi Y je{t,m}: gz1 B = 1Bl = (v +1). O

15.2.2 Polynomfunktionen
Beispiel 106 (Partielle Ableitungen von Monomen). Sei § € N p € R™, u € R", sowie

Mpgpy: R™ — R", z=u-(@—p)P =u-(x1—p) .. (Tm— pm)P™.
Dann gilt fir c € N™:
/8' B—« ..
U ————-(z—p) fir a<p
0 Mg pu(z) = (8—a)!
0 sonst.
Um dies einzusehen, wendet man iterativ die Produktregel zusammen mit
Iipr;(-—p)* =0 fir  1<i#j<m
Ojpr;(-—p)=q-pr;(- —p) " fir 1<j<m
fiir g € N an (erster Schritt):
0" Mgy = - 0.0 (pr1(- = p)* - pry (- = p)Pm)
=u- (97 pry(- = p)™) - (O D (- — ) )
/81' Bl_al Bm‘ /8 —o .
U ——— pry(- — i ————— - pr, (- — p)mTom ir o<
0 sonst.

An der Stelle x = p gilt dann insbesondere

0 fir o #p

u-o!  fir oa=g. (462)

(M) () — {

Bemerkung 100. Gegeben seien zwei Polynomfunktionen

P:R™ —» R", T ) enm Ua - (T —p)*
Q: R™ = R”, T penm Va - (2 —p)*

im Punkt p € R™ mit n,n € Nxg (d.h., uq,vo € R™ fiir alle « € N, sodass {a € N | uy # 0} und
{a € N | v, # 0} endlich sind). Wir bemerken Folgendes:
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e Beispiel [106 zeigt
o°P(p) B o, - ol Va e N

Somit sind alle auftretenden Koeffizienten u, fir o € N", also die explizite Darstellung der
Poynomfunktion P (und somit auch P als Funktion selbst), bereits eindeutig bestimmt durch die
partiellen Ableitungen {0*P(p) | || < grad(P)}.

o P ldsst sich auch als Polynomfunktion in jedem anderen Entwicklungspunkt ¢ € R™ auffassen,
und zwar mit dem gleichen Grad grad(P). Hierfiir schreibt man

P(x) =3 penm Ua - (£ —q) + (¢ — ) VreR",

und wendet dann, analog zum eindimensionalen Fall, den binomischen Lehrsatz an. Der vorherigen
Punkt zeigt dann, dass P auch durch die partiellen Ableitungen {0P(q) | |o| < grad(P)} in g
bereits eindeutig bestimmt sind.

o Firn=mnund \,u € R st
AN PAp-Qix Y ocym(NUa + - vq) - (x—p)*

ebenfalls eine Polynomfunktion in p, mit grad(A - P + u - Q) < max(grad(P), grad(Q)).
o Firn=11istQ-P:R"™ — R" eine Polynomfunktion in p, mit grad(Q - P) < grad(Q) - grad(P).

15.3 Taylorentwicklung in Mehreren Verinderlichen

Terminologie 44. Sei m,n,k € Nyg, U C R™ offen, und f: U — R"™ eine k-mal partiell differen-
zierbare Abbildung:

e Das k-te Taylorpolynom (Taylorpolynom der Ordnung k) von f in p € U ist die Polynomfunktion:

@ = Y 6a§fp’ @y

o<k
8°‘f o
-y y Ty
v=0 aeB(v)
dpf(z—p) falls f differenzierbar, bspw. C*
= fp) + X751 0;f(p) - (zj —pj) (463)
~—~~
v=0 v=1
+ % Z;n 1 ajgf( ) - (z; _pj)2 + Zl§i<j§n 0:0;f(p) - (xi — pi) - (x5 — pj)
v=2
d 0 f(p)
+ Z Z ol (J,' - p)Oé
v=3 a€B(v)

Beachte: Ein Multiindex der Ordnung 1 hat die Gestalt e; = (0,...,0,1,0,...,0) (eine 1 an der
j-ten Stelle) fir ein 1 < j < n; und jeder Multiindex der Ordnung 2 hat die Gestalt 2e; =
(0,...,0,2,0,...,0) fir ein 1 < j < n oder e; +¢; = (0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) fir ein
1<i#j<n.

e Das k-te Restglied von f in p ist definiert durch:
RNF):U—=R, e fz)—ThH(f) (). (464)
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Beachte: Fliir jedes auftretende o ist 0% f(p) € R™ ein Vektor und (x — p)* € R eine Zahl. Wegen
(457)) kann man die obigen Definitionen dann auch wieder komponentenweise verstehen:

Fir f = (f1,..., fn) und 1 < j <mn, erhalten wir aus (457):

TE(f);
m—N— k o« k O ( —
oy (1)) = pry | 30 2T (e ) = 0PI D) g
|| <k |a| <k (465)
RE(S);
= pr; (Ry(f)) = pr; (f = T3(f) = fi = Tp(f;) = Ry (f7)-

Das k-te Taylorpolynom von f ist also komponentenweise gegeben durch die k-ten Taylorpolynome
der Komponentenfunktionen von f. Weiterhin sei angemerkt (Ubung):

. T’;(f) ist das eindeutige Polynom P vom Grad < k in p, mit 0“P(p) = 0*f(p) fiir alle |a| < k.
o Fs gilt:

TEH(TE() =TE(f) VeeN,  0°RE(p)=0 V|a|<k,  TERE(S)=0.  (466)

Satz 93 (Taylorformel). Sei m,n € Nxg, k € N, U C R™ offen, und f € C*1(U,R"). Gegeben
p,x €U mit p+[0,1] - (x — p) C U, so gilt

k (6%
fay= 303 P e
=0 |a|=¢
k
Tp(f)(2) 1 ) (467)
+ (k+1)- Z (:C—p)a'/ (1—t)k‘ 9 f(p‘i':y" (xr —p)) dt,
la|=k+1 0 '
Ry (f)(x)
wobet 0 < &1,...,&, <1 existieren miIFEI
RE@) = 3 TREESEEI) e vicjen ey

|a|=k+1

RE(f;) ()

Beweis. Wegen der Offenheit von U existiert ein € > 0 mit p+ (—¢,14¢€)-(x —p) C U. Wir definieren
CHMYUI,RY) 3 g: I:=(—€,1+¢) = R, t— flp+t-(z—p)

wie in Lemma Indem wir nun Satz [64] komponentenweise anwenden (zweiter Schritt), erhalten

121 F{ir den Beweis dieser Aussage werden wir Satz verwenden. Unter Verwendung des allgemeineren Satzes |66} ldsst
sich eigentlich sogar 0 < &1,...,&, < 1 zeigen.
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wir mit Lemma [89| (vierter Schritt)

file) = g;(1) = T6(g;)(1) + RE(g;)(1)

_ ggf;(o) S(1-0) + % 01(1 — )% g (1) ae
zelé.giﬂ.mﬁ@>@—ma
_ Zk: 3 8‘12'(17) (z - p)°

=0 e

dit

+ okt Y (x—za)a‘/l(l_t)k.3"‘fa'<P+t'($—p>>

|
(6%
|o|=k+1 0

fiir 1 < j < m; also folgt nun (467)) aus (465)). In selbiger Weise, liefert komponentenweise Anwendung
von Satz 65| gewisse 0 < &1,...,&, < 1 mit

kL
(@) = 9501) = (o)1) + S (6
k 0 f; 0° f; - (z—
:ZZ .g!(p)_(x_p)a + Z fj(p‘i‘ig! (fE p))_(x_p)a
£=0 |a|=£ la|=k+1
=Ty (fj)(x)
fir 1 <j <n, was zeigt. O

Korollar 61. Sei m,n € Ny, keN, U CR™ offen, p e U, und f € C”;(U, R™). Dann gilt

o IRSCA) @)

_ i 5 '
F=TD+R() it I

~0. (469)

(Es notiert || - ||,y fizierte Normen auf R™™.)

x Beweis analog zu Korollar[{] Fiir k = 0 folgt die Aussage sofort aus der Stetigkeit von f. Die
linke Seite von gilt einfach per Definition des Restgliedes. Fiir die rechte Seite bemerken
wir zunéchst, dass wegen der Offenheit von U ein ¢ > 0 mit B.(p) C U existiert; womit dann
p+10,1]- (x —p) C B:(p) C U fiir alle z € B.(p) gilt. Somit gelten die Identitéiten und in
Satz 93| fiir k = k — 1 und jedes = € B.(p). Wir erhalten nun zuniichst aus der Definition des k-ten

und des (k — 1)-ten Restgliedes:

TH))
O =ThN@+RN@ = T+ Y TP e 4 R
f@) - R (@)
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Umstellen dieser Gleichung liefert mit (468) im zweiten Schritt:

Rk(f)](l’) :Rﬁil(f)](iv) _ Z aai]'!(p) '(l,_p)azz 8afj(p+§j- (z —p)) _8C¥fj(p) Az —p)°.

P

o!
|oo|=F lo|=k
Sei nun C,C" > 0 mit ||+ |loo < C || [[mund || - ||ln < C" || - ||oo- Dann gilt
(@ =) = |21 = p1|** - [ = | ™™ < |z = pllit] < C- ||z — pllia! = C* - Jl2 = pll3,

fiir o € N™ mit |a| = k, also

(0 fi(p+ & - (x =) —0°f;(p)) - (x —p)*| < CF |0 Fi(p+ & - (x —p)) — L3 ()] - [l — I,

fiir 1 < j < m. Wir erhalten somit
=1

- - —_—
RSO _ o @ i 5 (508 p) =050 Iz ol
(e =pln)® = lo—pla)f ~  Lzrsise o Iz pll,

Da die Summe endlich ist, und da alle auftretenden partiellen Ableitungen stetig sind, folgt hiermit
die rechte Seite von (469). O

Bemerkung 101 (Rechenregeln fiir Taylorpolynome). Sei U C R™ offen, p € U und k € N. Analog
zum eindimensionalen Fall gelten die folgenden Rechneregeln:

a) Sind f,g: U — R™ k-mal partiell differenzierbar, A\, € R und p € U, so gilt
Ty(A f+peg) =N Tp(f) + - Ty(g)- (470)

Dies folgt sofort aus Ubung .
b) Sind f: U — R und g: U — R™ k-mal partiell differenzierbar, so gilt die Produktregel:

Ty (f - 9) = TH(TH(f) - Th(9))- (471)
(*) Beweis. Wir erhalten mit Teil @) (dritter Schritt)
TH(f - 9) = Th((TH() + RE(S) - (Th(9) + RE(9))

= T5(TE(/) - Th(g) + TE(/) - RE(g) + RE(S) - Thig) + RE(S) - Rh(9) )
=:A

= T (T,(f) - Tp(9)) + T(A).

Wegen 8°‘R]I§(f)(p) =0= 8O‘R’;(g)(p) fiir alle |a| < k (vgl. (466)), folgt Tk (A) = 0 aus der
allgemeinen Leibniz-Regel (#58) in Lemma [87] O

c) Sei f € CF(U,R™) und g € C*(V,R™) mit V C Rf und U C R™ offen fiir m,n, € Nsg, k € N,
sowie g(V') CU. Dann gilt fiir jedes p € U:

Ty(f ©9) = T (Tgq) () 0 Th(9)). (472)
(%) Beweis. o Fiir ¢ € N sowie f € C4(U,R") und § € C?(V,R™) mit g(V) C U gilt:

°f(gp) =0 Vo] <q = *(fog)p)=0 Vo <q. (473)
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Beweis. Fiir ¢ = 0 gilt die Behauptung wegen (f o §)(p) = f(§(p)) = 0. Wir kénnen daher
annehmen, dass ein z € N existiert, sodass (473)) fiir alle 0 < ¢ < z gilt.

Seien nun f, g beides C**1-Abbildungen, sodass die linke Seite von (#73)) gilt. Offensichtlich
gilt dann die rechte Seite fiir |a] =0. Sei also 1 < |a] < z+1und 1 < j < m mit o; > 1. Wir
erhalten aus der Kettenregel (434) sowie der allgemeinen Leibniz-Regel (458)

0 (fod)p) = 0°90;(Fod)p) BB Sr, 00 (0 0 5) - 0;5) (D)

@ 5 S, (O5) °0F 0 )(p) - 0°5:(0) = 0,
—_———
(IV) fur f
was die Behauptung zeigt. 0 O

o Wegen (466|) gilt ao‘R’Ij(f)(p) = 0 fiir alle |a] <k, also T’; (R’;(f) o g) = 0 wegen dem vorher-
gehenden Punkt. Wir erhalten wegen f = T];(f) + R’;(f):

Tr(fog)=Th(Th(f)og) + Th(RE(f)og).
T

Da T’; (f) ein Polynom ist, folgt durch iteratives Anwenden Von und [b)|unter Beriicksichtigung

von , dass T’; (T’;(f) o g) = T'; (T’;(p)(f) o T’;(g)) gilt (vgl. Bemerkung . O

15.4 Das lokale Verhalten von Funktionen

Im Folgenden sei n € Nyg und U C R" offen. In diesem Abschnitt studieren wir Extrema von
Abbildungen U — R. Wir werden sehen, dass fiir f € C?(U,R) das Extremalverhalten in der Regel
durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung bestimmt wird. Hierfiir beobachten wir zunéchst, dass
fir f € C%(U,R), wegen Satz[92] (Satz von Schwarz) und , das Taylorpolynom zweiter Ordnung
in p € U von f gegeben ist durch

To(f)(x) ) + 23 f) - (xj —pj) + % > 00 f(p) - (wi —pi) - (x; — py) (474)

,j=1

= A
mit A = dpf(z —p) = (Vf(D), (@ = p))ewc = Jp(f) - (x —p)T.

Terminologie 45 (Hessematrix und Hesseform). Sei f € C?(U,R) und p € U. Die Hessematrix von
fin p ist definiert durch:

Hy(f) = (aiajf(p))1§i7j§n € My, (R).

Nach dem Satz von Schwarz (Satz[99) ist Hy(f) eine symmetrische Matrix, d.h. Hy(f)ij = Hp(f);i
fiir alle 1 <i,5 <n (bzw. Hy(f)" = Hy(f)).

Notation: F'ir eine n x n-Matriz A € M,, ,(R) und ein Element v € R"™ schreiben wir im Folgenden
vereinfachend A-v=(A-v")T.

Die Abbildung:
Hp(f): R" = R, v (0, Hp(f) - 0)ewe = D27 =1 0i0; f(p) - vi - vy,

heifit Hesseform von f in p. Sie ist eine sogenannte quadratische Form auf R™, also eine Summe von
Monomen vom Grad 2.
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o FEs liefst sich (474]) in der Form

TAN@) = 1) + dpf(x—p) + & - I(Nx D). (475)
e Gemdf} Korollar|[61] gilt (|| - 1| Norm auf R™)
f=T2(H+ RS mit lim [Rp(H@)] = 0. (476)

w=p ||z —pl?

Definition 73. Sei f: R"™ O U — R differenzierbar (U offen). Fin Punkt p € U heifst kritischer
Punkt von f, wenn d,f = 0 gilt. In diesem Fall heif$t f(p) kritischer Wert von f.

Beachte: Wegen ([21) ist dpf = 0 gleichbedeutend mit 9;f(p) = 0 fir alle 1 < j < n, also Vf(p) =
(01f(P), -, 0uf(p)) = 0.

Definition 74 (Maxima und Minima). Sei f: R" O M — R eine Abbildung.

a) Ein Punkt p € M heifit lokales Maximum von f, wenn ein € > 0 existiert mit

f(@) < f(p) Vz € B:(p) C M.

Es heif$t p ein isoliertes lokales Maximum von f, wenn ein € > 0 existiert mit
f(x) < f(p) Vo eB(p) M.

b) Ein Punkt p € M heifst lokales Minimum von f, wenn ein € > 0 ezistiert mit

fp) < fl=) VzeB(p) S M.

Es heifit p ein isoliertes lokales Minimum von f, wenn ein € > 0 existiert mit
f(p) < f(x) VxeB(p) M.

¢) FEin Punktp € M heifst (isoliertes) lokales Extremum von f, wenn p ein (isoliertes) lokales Maximum
oder ein (isoliertes) lokales Minimum von f ist.

d) Ein Punkt p € U heifit (isoliertes) globales Maximum bzw. (isoliertes) globales Minimum, wenn

(f(x) < f(p)) f(x) < f(p) bzw. (f(z) > f(p)) f(x) = f(p) fir alle x € M gilt. (Jedes globale
Mazimum/Minimum ist auch ein lokales Maximum bzw. Minimum.)

FEin kritischer Punkt der kein lokales Extremum (lokales Mazimum/Minimum) ist heifst Sattelpunkt,
d.h., p ist genau dann ein Sattelpunk von f, wenn gilt:

Ve>0: Jay €B(p): flzo) < f(p) < flxg). (477)

Lemma 90 (Notwendige Bedingung fiir Extrema). Sei f: R” D U — R differenzierbar (U offen).
Hat f in p ein lokales Extremum, so ist p ein kritischer Punkt.

Beweis. Sei € > 0 mit B[d..]-(p) CU.
e Fiir 1 < j < n ist gemifl Bemerkung 93|b){ und (419)

gljl: (—e,e) >t — f(p+1t-e;) € R differenzierbar mit g[j]’: (—e,e) 2t 9;f(p+1t-¢;) €R.

e Fiir jedes 1 < j < n ist nun 0 eine Extremstelle von g[j], also gilt 9;f(p) = g[j]'(0) = 0 wegen
Lemma Dies zeigt d,,f = 0 (vgl. Definition . O
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Beispiel 107. o Sei f: R? 5 (z,y) — 22 + y?> € R. Dann gilt
Vi(z,y) = (2z,2y) = 0 = (z,y) = (0,0).

Daher ist der Nullpunkt der einzige kritische Punkt, und dort liegt ein isoliertes globales Minimum

vor (f(0,0) < f(z,y) fir alle (z,y) # (0,0)).
Entsprechend hat f: R? 3 (z,y) — — (2% +y?) € R im Nullpunkt ein isoliertes globales Mazimum
(£(0,0) > f(=z,y) fir alle (z,y) # (0,0)).
e Die Abbildung f: R? 3 (z,y) — 2% — y? € R hat wegen
Vi, y) = (2z,-2y) =0 = (z,y) = (0,0).
in (0,0) den einzigen kritischen Punkt. Dieser ist aber kein lokales Extremum wegen
f(z,0)=22>0=f(0,00 VR3z#0 sowie £(0,9) = —y* < 0= £(0,0) VR y#0,
also ein Sattelpunkt.
Definition 75 (Linearen Algebra). Sei A € M,, ,(R) eine symmetrische (n x n)-Matriz.
a) A heifst positiv definit, wenn (x, A - ) > 0 fiir alle 0 # x € R™ gilt.
b) A heifst positiv semidefinit, wenn (x, A - )en > 0 fiir alle 0 # x € R™ gilt.
c) A heifit negativ (semi- )definit, wenn —A positiv (semi- )definit ist@
d) A heifit indefinit, wenn es x,y € R™ gibt, sodass (x, A ). > 0 und (Y, A - y) e < 0 gilt.
Bemerkung 102. Sei A € M,, ,(R) eine symmetrischen n x n-Matriz (AT = A) mit n € Nxg:

a) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass eine Orthonormalbasis vy, ..., v, von R™ aus Eigen-
vektoren von A ezistiert, d.h. vy, ..., vy ist eine Basis von R™ mit (vs, Vj)euc = 0i5 fiir 1 <i,j5 <n
und es existieren A1, ..., \, € R mit

A-vj:)\j-vj Vlgjgn
Fiir einen Vektor x = Z?Zl vj-vj € R" gilt dann
(T, A Tewe = D20 41 Aj - V3. (478)
Hiermit folgt durch einsetzen der Basisvektoren vi, ..., v, (Ubung):

o A ist genau dann positiv (semi)definit, wenn (A1,...,Ap > 0) A,..., Ay > 0 gilt.
o A ist genau dann negativ (semi)definit, wenn (A1,...,An < 0) A1, ..., A <0 gilt.

o A ist genau dann indefinit, wenn sowohl positive (> 0) als auch negative (< 0) Eigenwerte
existieren.

Beachte: Fiir die Matriz S := (v] ...v,) ) € My,(R) gilt dann

Ao 0
S-8T=1,=8"S sowie STAS = | : :
S ist orthogonal 0o ... )\n

und mit der Multiplikativitit der Determinantenfunktior] >
det: Mn’n(R) — R, (AU> — Zaesn sgn(a) . Al,a(l) cee An,a(n)
erhalten wir

det(A) = det(STS) - det(A) = det(ST) - det(A) - det(S) = det(STAS) = A1 -...- M. (479)

122Djes ist gleichbedeutend dazu, dass in den entprechenden Ungleichungen ,,<“ bzw. ,<“ anstelle ,,>“ bzw. ,>* steht.
123D h., det(B - C) = det(B) - det(C) fiir B,C € M, »(R).
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b) () Ist B € GL,(R) eine invertierbare Matriz, so ist A genau dann positiv definit, wenn BT A- B
positiv definit ist.

Beweis. Eine einfache Rechnung zeigt
(v, BTAB - v} = (B - v, AB - 1) Vn € R™

Da die Multiplikation mit B (also R™ 3 v — B -v € R") bijektiv ist, ist die rechte Seite (also
auch die linke Seite) genau dann fiir alle 0 # v € R™ positiv (> 0), wenn (w, Aw) > 0 fiir alle
0 # w € R™ gilt. Also ist A genau dann positiv definit, wenn dies fiir B" AB der Fall ist. O

Satz 94 (Hurwitzkriterium). Eine symmetrische n x n-Matrizc A = (Aij)i<ij<n ist genau dann
positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind, d.h. wenn gilt:

Ay ... A
det(A4g) >0 mit Ap =1 : fiir alle 1<k<n.
A1 ... Ak

«Beweis. o Ist A positiv definit, so sind auch alle Matrizen Aj, positiv definit: Fiir 0 # = € R*
setzen wir & = (z1,...,2%,0,...,0) € R". Dann giltFEl

<CC, Ak} : ‘T>euk = <fé7 A : 5&>euk > O
Insbesondere sind alle Eigenwerte von Ay, positiv (Bemerkung a))); also gilt det(Ag) > 0 wegen
(479)).

e Es gelte det(Ag) > 0 fiir alle 1 < k& < n. Wir zeigen durch Induktion nach n € N+, dass dann A
positiv definit ist. Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Es gelte nun die Behauptung fiir ein n > 1;
und es sei A eine symmetrische (n + 1) x (n + 1)-Matrix mit det(Ag) > 0 fiir alle 1 <k <n+ 1.

Fiir A i= Ap, gilt dann ebenfalls det(Ay) > 0 fiir alle 1 < k < n. Per Induktionsvoraussetzung ist

somit A = A, positiv definit, d.h, es existiert eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren vy, ..., v,
von A mit entsprechenden positiven Eigenwerten Ay, ..., A, > 0. Fiir S := (v ...v,}) gilt dann
A ... 0
S.8T = 1, = STS sowie STAS = : :
S ist orthogonal 0o ... )\n
Dann ist .S := (g (1]) ebenfalls orthogonal, und wir erhalten
Al ... 0 b
B:=STAS=|": L
0 ... Ay by
b1 ... by bpt1

mit gewissen by,...,b,41 € R. Nach Voraussetzung ist (vgl. (479)) det(B) = det(A,y1) =
det(A) > 0. Wir setzen

1 0 C1
. : bj
T:= : mit cji=—— fir j=1,....n
0 1 ¢, Aj
0 1

1247 inks steht das euklidische Skalarprodukt auf R* und rechts das euklidische Skalarprodukt auf R™.
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und erhalten

M ... 0 0
. . . 2 2
C:=T'BT =" : : mit )\nlzzbn—b—l—...—b—”.
+
0 ... A\ O A1 An
0 ... 0 Ipit

Wegen det(T) =1 gilt 0 < det(B) =det(C) = Ay ----- Ant1, also A1 > 0 wegen Aq,..., A, > 0.
Somit ist C' = (ST)T A - (ST) positiv definit, also auch A wegen Bemerkung [102b) O

Der Vorteil des Hurwitzkriteriums ist, dass man die Eigenwerte nicht kennen muss um auszurechnen,
ob eine Matrix positiv oder negativ definit ist.

Korollar 62. Sei A = (A;j)1<i j<n eine symmetrische (2 x 2)-Matriz. Zeigen Sie:

1) A indefinit < det(A) <0 (nicht Hurwitz)
2) A positiv definit < det(A) >0 A A;; >0
3) A negativ definit < det(4) >0 A A3 <0

Beweis. 1) Ist det(A) < 0, so haben wegen (479) die beiden Eigenwerte von A verschiedene Vorzei-
chen. Also ist A indefinit.

2) Folgt wegen det(A;) = Aj; und det(As) = det(A) direkt aus dem Hurwitzkriterium.
3) Folgt wegen det(—A) = det(A) (beachte n = 2) direkt aus Teil O

Satz 95 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema). Sei U C R" eine offene Menge, f € C?*(U,R) und
p € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

1) Ist Hy(f) positiv definit, so ist p ein isoliertes lokales Minimum von f.
2) Ist Hy(f) negativ definit, so ist p ein isoliertes lokales Maximum von f.

3) Ist Hy(f) indefinit, so ist p ein Sattelpunkt von f.
Beweis. Gemafl Terminologie (45| gilt (vgl. (475) mit d,,f = 0 links, sowie (476]) rechts)

RS (f)(2)]
f= Tif) + RS mit lim —2~~ =, 480
L 5 o~ s s
fw) + 53 -3(N)(=p)
Zu € > 0 vorgegeben, existiert daher ein § > 0 mit (r=p+h)
Bldj.|.Js(p) CU und [RA(f)(p+h)| <e-||h|2, firalle heB[d)..,]s0). (481)
1) Sei H,(f) positiv definit, und vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von H,(f) mit
Eigenwerten A1, ..., A, > 0 (vgl. Bemerkung [102}}a))).
o Wir setzen A :=min(A1,...,A,) > 0, und erhalten fir R" > h =370, v; - v;:

(478) n n
T (£)(R) = (b Hp(F) - B T2 S 2y g2 > A= S 52 = A 2,

euk

( 121120 = (B BYewc = (Ooimy Vi - vi Z?:l Vj * Uj)eur = ZZj:l Vit Vj - (Vi V)ewe = Dy il )

125 A negativ definit L 4 positiv definit
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e Seic:=2, und § > 0 wie in [8I). Fiir 0 # h € Bla;_]s(0), gilt dann

(D) 1

flp+h)—f(p) 5

euk euk

A A A
Fo(f)(h) +R3(f)(p+h) = 5" IAlI2.. — 1 I1Rl12. = 1 1R]I2, > 0.
S — |
>3 I

euk

Also ist p ein isoliertes lokales Minimum.

2) Folgt analog zu (1)l bzw. durch Anwendung von [1)| auf — f.
3) Per Voraussetzung existieren 0 # hy € R™ mit

prg = (b, Hp(f) - hgYewc > 0 und pi— = (h—, Hp(f) - h—)eur < 0. (482)
Wir wiihlen 6 > 0 wie in (A81) fiir & := min(|uy| - [|hy |2, |u]| - [|h—||=2)/4; also

S J .
<0 ol oy = Rl <0
—  RANG+Eh) = e b, <21
2 2
Fiir 0 < t < ¢ erhalten wir mit der linken Seite von (@80): A 53
2 i 2
_ ' R2 t o |kl
flp+t-hy)—flp) = 5 (has Hy(f) - g )ewe +Ry(F)(p+1t-hy) > 5 M > 0
t 2 t 2 |p-|
flo+t-ho) = f(p) =5 - (hey Hp(f) - heJew + Rp(f)(p+1-ho) < o po +17- == <0,
womit p wegen (477)) ein Sattelpunkt%_on f ist. O

Das selbe Argument wie im Beweis von Satz[9513)|liefert eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
von Extremstellen.

Korollar 63 (Notwendige Bedingung fiir Extrema). Sei U C R" offen, f € C*(U,R) und p € U ein
kritischer Punkt von f. Dann gilt]™™|
a) Ist p ein lokales Maximum, so ist H,(f) negativ semidefinit.

b) Ist p ein lokales Minimum, so ist Hy(f) positiv semidefinit.

Beweis durch Kontraposition. Sei Hp(f) nicht negativ semidefinit (bzw. nicht positiv semidefinit).
Dann existiert ein 0 # hy € R™ (bzw. ein 0 # h_ € R™) wie in ([482). Wie im Beweis von Satz
finden wir ein 6 > 0 mit f(p+t-hy) — f(p) >0 (bzw. f(p+1t-h_)— f(p) <0) fur alle 0 < t < 4,
womit f(p) kein lokales Maximum (bzw. kein lokales Minimum) sein kann. O

Bemerkung 103. Die Bedingung in Korollar [63 ist diblicherweise nicht hinreichend, d.h., ist p
ein kritischer Punkt und ist die Hessematriz semidefinit, so lassen sich keine allgemeinen Aussagen
titigen. Beispielsweise ist (der Nullpunkt) (0,0) ein kritischer Punkt der Funktionen f,g,h: R? — R:

fy) =22 +y*,  glzy)=2>  und  h(z,y) =2 +y°

welche im Nullpunkt alle die positiv semidefinite Hessematrix ((2) 8) besitzen:
e f hat im Nullpunkt ein isoliertes globales Minimum,
e g hat im Nullpunkt ein (nichtisoliertes) globales Minimum,

e h hat im Nullpunkt einen Sattelpunkt (kein Extremum).

126Tst also p ein kritischer Punkt von f und H,(f) weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit, so ist p automatisch
ein Sattelpunkt. Dies ist auch deswegen klar, weil dann H,(f) sowohl einen positiven als auch einen negativen
Eigenwert haben muss; denn es sind ja weder alle Eigenwerte < 0 noch sind alle Eigenwert > 0 (vgl. Bemerkung

102)).
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16 Der Satz iiber die Umkehrfunktion

In diesem Kapitel untersuchen wir, inwiefern sich Differenzierbarkeitseigenschaften bijektiver Abbil-
dungen auf deren Umkehrabbildung iibertragen. In Abschnitt verallgemeinern wir den Satz
iiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion (Satz[42) auf Funktionen in mehreren Verénderlichen
(siche Satz . Der entsprechende Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit (Satz bzw. der Satz iiber
die Umkehrfunktion (globale Variante) ist ein zentrales Ergebnis der Differentialrechnung mehrerer
Verénderlicher. Er hat wichtige Anwendungen auf die Beschreibung von Lésungsmengen von Glei-
chungen, denen wir uns in Abschnitt zuwenden. Fiir den Beweis besagter Aussagen benttigen
allerdings noch etwas Vorbereitung; insbesondere werden wir sogleich den Banachschen Fixpunktsatz
beweisen, welcher bereits fiir sich genommen ein zentrales Ergebnis der Analysis ist:

16.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

In diesem Abschnitt beweisen wir den Banachschen Fixpunktsatz, der das zentrale Werkzeug zur
Losung nichtlinearer Gleichungen ist, d.h. Gleichungen der Form g(x) = y mit einer vorgegebenen
Funktion g: X — Y, einem fixierten Element y € Y, und dem zu ermittelnden Element x € X.

Genauer betrachten wir die Situation, in der Y ein K-Vektorraum ist (genauer ¥ = R" mit
n € N5g) und X C Y eine Teilmenge. Die grundlegende Idee ist dann, dass man die Gleichung
g(x) = y oft als Fixpunktgleichung

fy(x) =2  mit fy: X=X, z—=a+(y—gx) (483)
umschreiben kann, wobei natiirlich f,(X) C X gewéhrleistet werden muss.

Notation 33. Ist X eine Menge und f: X — X eine Abbildung, so bezeichnet im Folgenden f™ fiir
n € Nsg die n-fache Verkettung von f mit sich selbst. Weiterhin notieren wir f1 := f und f° :=idx.

Definition 76. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f: X — X heiffit Kontraktion (oder
kontraktive Selbstabbildung) mit Kontraktionskonstante 0 < A\ < 1, wenn gilt:

Kontraktionen sind also Lipschitz-stetige Abbildungen mit Lipschitz-Konstante 0 < L = X < 1.
Beachte: Ist (V|- ||) ein normierter Raum, so liest sich (484) natirlich in der Form

1@ = F| <A-Je—y]  VayeV.
dj (f(2), f(v))) dj.(z,y)

Der folgende grundlegende Satz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von
Fixpunktgleichungen der Form (483|) im Falle vollstéandiger metrischer Riaume.

Satz 96 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann hat jede
Kontraktion f: X — X genau einen Fizpunkt, d.h., es existiert genau ein x € X mit f(z) = x.
Genauer gilt:

x = lim, f™(y) fiir jedes fizierte ye X. (485)
Beweis. Sei 0 < A < 1 die Kontraktionskonstante von f.

e Der Fixpunkt ist eindeutig sofern er existiert; denn sind X 3 x # y € X beides Fixpunkte von f,
so erhalten wir den Widerspruch: (d(z,y) > 0 wegen x # y)

d(z,y) >0
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e Fiir die Existenzaussage sowie (485 geniigt es nachzuweisen, dass fiir jedes fixiertes y € X, die
Folge (f™(y))nen gegen ein x, € X konvergiert. Wegen der Stetigkeit (Lipschitzstetigkeit) von f,
gilt dann némlich automatisch:

2y = lim,, fF(y) = lim, F(F()) = F(lim, 7(3)) = [(z,).

Da (X,d) vollstdndig ist, miissen nun lediglich zeigen, dass (f™(y))nen eine Cauchy-Folge ist
(y € X fixiert). Seien hierfiir n,k € Nsg. Wir erhalten durch iterierte Anwendung von
(erster und dritter Schritt), Mehrfachanwendung der Dreiecksungleichung (zweiter Schritt), sowie
mit der geometrischen Summenformel (Korollar im vorletzten Schritt): (f° =idx, f' = f)

<N (d(y, f(y) +A(f W), W) + -+ AU W), A )
<A d(y, ()

=N (65 A) - dy, £ ()

=\ 1228 d(y, f(y))

< 255 - d(y, £ ().

Wegen 0 < X\ < 1 gilt nun lim, A" = 0 (Ubung und Proposition , womit die Cauchy-
Eigenschaft unmittelbar folgt. O

Bemerkung 104. Die Bedingung der Vollstindigkeit von (X,d) in Satz @ ist wesentlich. Wair
erinnern hierfir an Lemma [72:

(X,d) wvollstindig und Y C X:  (Y,dy) wvollstindig < Y abgeschlossen in (X,d).

Beispielsweise ist (X, d) := (R, d,.|) vollstindig wegen Satz[17; aber'Y := (0, 1] ist nicht abgeschlossen
in (R,dy.)), also ist (Y,dy) nicht vollstindig. Entsprechend existiert die Kontraktion

friY =(01=01=Y,  ye g,

die keinen Fizpunkt in'Y = (0,1] hat, denn x = 5 fiir x € R impliziert ja x =0 ¢ (0,1] = Ym
Beispiel 108. Sei f € C1([a,b],R) mit f([a,b]) C [a,b] und |f'|o =: A < 1. Der Hauptsatz liefert

dy(f@), f) = f@) = f@l = [ I < LIPS A=A e =yl = A-diy(@,y).

Somit ist f eine kontraktive Selbstabbildung mit Kontraktionskonstanten X, hat also einen eindeutigen

Fizpunkt x € [a, ][]

Beispiel 109. Der Banachsche Fizpunktsatz hat eine anschauliche Konsequenz:

o Wir interpretieren X = {x € R? | ||z|lcuc < 1} als Teilmenge der ,lokal flachen® Erdoberfiliche.
(Wegen Lemma |79 ist (X, (dy....)x) ein vollstindiger metrischer Raum.)

e Seize X und 0 < A <1 mit K :=B)(z) C X: Wirinterpretieren K als eine um den Mafstab
A (um den Mittelpunkt (0,0) € X ) verkleinerte Karte von X, die wir am Punkt z im Bereich X
auf den Boden gelegt haben.

127 Alternativ: Die Kontraktion f: X =R > z — 5 € R = X hat den Fixpunkt z = 0; und wegen fy = f|y ist jeder
Fixpunkt von fy automatisch auch ein Fixpunt von f. Wegen der Eindeutigkeit des Fixpunktes von f, kann also
fy wegen z ¢ (0,1] keinen Fixpunkt haben.

128Beachte: Fiir f = idjap) gilt |f| = f" = 1, und jedes = € [a,b] ist Fixpunkt von f. Die Bedingung A < 1 ist also
tatsédchlich essentiell; in diesem Fall fiir die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
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Die folgende Abbildung ist offensichtlich kontraktiv:
X —-X rT—=z+ A,

Anschaulich ordnet sie einem Punkt x € X denjenigen Punkt y € X zu, welcher direkt unter dem x
in der Karte markierenden Punkt liegt. Satz[96 zeigt nun, dass f genau einen Fizpunkt hat. Dieser
ist gerade der (eindeutige) Punkt x € X (der sich wegen f(X) C K zwangsweise unter der auf dem
Boden liegenden Karte befindet), der unter demgjenigen Punkt auf der Karte liegt, welcher ihn in
der Karte markiert. (Markiert man x auf der Karte, und sticht am eingetragenen Punkt mit einem
Degen durch die Karte in den Boden, so befindet sich die Finstichstelle im Boden gerade bei x.)

16.2 Invertierbare Lineare Abbildung
In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit einigen grundlegenden Eigenschaften invertierbarer
linearer Abbildungen.

16.2.1 Die Neumannsche Reihe*

Notation 34. Gegeben ein normierter Raum (V|| - ||), so bezeichnet Aute(V) C Aut(V') die Menge
aller stetigen Automorphismen ¢:V — V, deren Umkehrabbildung ¢~ ebenfalls stetig ist.

Satz 97. Sei (V,| - ||) ein Banachraum, und sei ¢ € Aute(V) mit ||¢|lop < 1. Dann gilt (idy — ¢) €
Aute(V). Das stetige Inverse von (idy — ¢) ist gegeben durch die sogenannte Neumannsche Reihe:

(idy — )™t =202 " mit IGidy = ¢) " Mlop < 702 (486)

D.h., die Folge (Sp)nen der stetigen linearen Abbildunge@ Sp =Y @™ fir n € N konvergiert
beziiglich der Operatornorm || - |lop gegen (idy — @)1 mit

(idy —¢)~ 1V =V, v limy, Sy (v) = Y00 o 9" (v). (487)

Beweis. Wir erhalten induktiv aus (381):

" 0
[¢" )| < [I8llgp - [l  VneN,veV (488)
19llop <t limy, ¢™ (v) = 0 Yvev. (489)

e Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung (vgl. (487))
0: V=V, v limy, Sp(v) = D07 5 ¢™(v)
definiert ist. Fiir v € V, £ € N5 und n € Ny gilt (Korollar [22}f1)| im vierten Schritt):
(EEE

n -’ n n n
1Sn+e(v) = Spo1 ()] < SREE 6P ) < SR Nl - vl = (vl - ol - S 6114,

gt Il
= [lvll - llgllm, - ke < o] - g

mit lim, (||¢|lop)” = 0 wegen 0 < [|¢|lop < 1. Somit ist (S, (v))nen fiir jedes v € V eine Cauchy-
Folge, konvergiert also wegen der Vollstéandigkeit von V gegen ein Element in V.

e Die Abbildung O ist linear wegen Proposition [6l|1)| (Grenzwertsétze fiir Folgen bzw. Reihen), denn
Spn = p_o @™ ist linear fiir jedes n € N.

129 Als Verkettung stetiger linearer Abbildungen ist ¢™ linear und stetig fiir jedes n € N. Somit ist auch D oro " als
Summe stetiger linearer Abbildung fiir jedes n € N stetig.

343



e Die Abbildung O ist stetig mit |0, < % Mit der Stetigkeit von || - || (erster Schritt),

Lemma [30] (Erhalt von Ungleichungen unter Limiten im dritten Schritt), und Korollar (letzter
Schritt) folgt

1) || = limy, [[Su(v)]| < lima 35— N6lle, - ol = lloll - lima 35— 81l = 0]l - g
.. 1
fur alle v € V, also [|O|op < elo
e Es gilt ®© o A =idy = A 0 O fiir die stetige lineare Abbildung A := idy — ¢. In der Tat erhalten
wir fiir v € V mit (489) im jeweils letzten Schritt: (¢* ist linear fiir alle k € N)

(©oA)(v) —idy(v) = O(A(v)) —idy(v) = lim, S, (A(v)) —idy (v)
=lim, > p_o ¢ ((idv — ¢)(v)) — idy (v)
=lim, > p_o (#F(v) — ¢"(v)) —idy (v) = —lim,, ¢" T (v) = 0,
(Ao ©®)(v) —idy(v) = A(O(v)) — idy (v) = lim,, A(Sp(v)) — idy (v)
= lim, 30 (idy — ¢) (6" (v)) — idy (v)
=lim, > p_o (¢F(v) — ¢ (v)) —idy (v) = —lim,, ¢" T (v) = 0.
Dies zeigt, dass idy — ¢ = A invertierbar ist mit stetiger linearer Umkehrabbildung (idy — ¢)~! = ©
(also ([487)). SchlieBlich konvergiert (Sy)nen beziiglich der Operatornorm gegen (idy — ¢)~%:

Fiir v € V und n € N erhalten wir mit der Stetigkeit von || - || (zweiter Schritt) sowie Korollar [22]]1)
(letzter Schritt):

I((Gdv — ¢)™" = Sp) ()| = 18(v) = Sn(v)]| = limg [[Sp4k(v) — Sn(v)]]

(433)
. k . k
= limg [| 25, 1 0° @) < ol - lollag - timg 3 [l9116,

= llvll - lolles - t=emsss

also 0 < [ (idy = )™ = Sullop < 1915 + =gy mit Lo 95" = 0 wegen 0 < 6oy < 1. Die
Behauptung folgt nun aus dem Quetschlemma (Lemma . O

16.2.2 Invertierbare lineare Abbildungen

Sei m,n € N5g. Im Folgenden werden wir den Raum Hom(R™, R™) héufig mit dem Raum M,, ,,(R)

der n x m-Matrizen identifizieren; und zwar, wie in Terminologie vermoge Darstellung beziiglich

der jeweiligen kanonischen Basis (ey,...,ey) von R™ und (éy,...,é,) von R", d.h. (vgl. (383))
Q[m,n]: Hom(R™,R") 3 ¢ (eri(¢(ej)))(ij)ej(n m) € M, m (R)

(490)
O[m,n]: Mpm(R) > (AZJ)(z,])EJ (n,m) [¢ v i (23 1 Aij - UJ) éi] € Hom(R™,R")

mit B[m, n] = Q[m, n] . Weiterhin werden wir den Raum M,, ,,(R) mit dem Raum R™" identifizie-
ren, und zwar vermdge dem Isomorphismus (vgl. (382]))

A o A
©[m,n]: M;, ,,(R) — R™™, : Dol (A Arny s Aty Apm)-
Anl e Anm
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Bemerkung 105 (Differenzierbarkeit). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir hatten in Bemerkung
eingesehen, dass wir durch die Identifizierung Hom(R™,R™) = R™"™ vermdge des Isomorphismus
Y[m,n] := O[m,n] o Q[m,n]: Hom(R™,R") — R™"

e cine stetige Abbildung Hom(R™ R"™) — X auch als stetige Abbildung R™™ — X auffassen konnen.
e cine stetige Abbildung X — Hom(R™,R™) auch als stetige Abbildung X — R™™ auffassen konnen.

Selbige Identifizierung erlaubt es nun auch, in diesem Kontext von (stetige) differenzierbaren bzw.
k-mal (stetige) partielle differenzierbaren (k € N) Abbildungen zu sprechen. Sei genauer o: U — V/
eine Abbildung mit Mengen U,V . Die folgenden Fdille sind von Relevanz@

e U C Hom(R™,R") ist offen mit m,n € Nsg, und V C Hom(R™ ,R™) ist offen mit m’,n’ € Nxg.
Wir definieren:

a:="Y[m',nloaoY[m,n] i R™" DU :=Y[m,n)(U) = Y[m/,n|(V) = V' CR™".

e U C Hom(R™,R™) ist offen mit m,n € Nxg, und V. C R ist offen mit ¢ € Nxg.
Wir definieren:

& :=aoY[m,n] L R™™ DU :=T[m,n)(U) =V CR".

o U C R ist offen mit £ € Nxg, und V C Hom(R" ,R"™) ist offen mit m',n’ € Nxg.
Wir definieren:

a:=T[m' n]oa: RE DU — Y[m!,n'|(V) = V' CR™™.

In den entsprechenden Fillen heifit o (stetige) differenzierbar bzw. k-mal (stetig) partiell differenzierbar
(k € N) genau dann, wenn Entsprechendes fir a gilt.

Analoge Konventionen gelten, wenn man die auftretenden Homomorphismenrdume durch entspre-
chende Matrizenrdume ersetzt: Hom(RP,RY) — M, ,(R) sowie Y[p,q] <> Olp,q] mit p,q € Nso.

Terminologie 46. Sei n € Nyg vorgegeben:

e Unter der Identifizierung (490) (also vermdége Qn,n]) gilt End(R™) = M,,»,(R). Ebenso ist die
allgemeine lineare Gruppe (general linear group)

GL,(R) := Aut(R") = {¢ € End(R") | ¢ ist invertierbar }
identisch zu den invertierbaren n X n-Matrizen

Minv (R) := {A € Myun(R) | 3! Al=RBc¢ M,xn(R): B-A=1,=A- B}

nxn

Beachte: Sind ¢, € End(R") mit Darstellungsmatrizen My = Qn,n](¢) und My = Q[n,n](v),
so zeigt Bemerkung @Eﬂ dass die Darstellungmatriz von ¢ o1 gegeben ist durch:

M¢°¢ = Q[n’ n](¢ o ¢) = Q[na n](¢) : Q[na n](¢) = M(b : Mw- (*)
Insbesondere gilt: Q[n,n](Xfl) _ Q[”’%"](X)*l fiir alle X € GLo(R). (491)

(QUn,n)(x ) - Qn, n)(x) = Qn,n](x o x) = 1, = Qn,n](x o x—1) = Q[n,n](x) - An,n](x )

139Die auftretenden Mengen U’, V' sind offen, denn die Y[m,n], Y[m,n]™", Y[m',n/], Y[m’,n’'] " sind stetig (da linear);
und fiir eine Bijektion 7: X — Y zwischen Mengen X, Y, gilt ja n(W) = (=)~ (W) fiir jedes W C X.
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e Die Determinantenfunktion ist gegeben durch

O[n,n|
det: Rn2 = Mn,n(R) — R, (Aij)lgi,jgn — ZUESn sgn(a) . Al,a(l) e 'An,a(n)7

wobei S,, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} (alle Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n})
bezeichnet. Somit ist det = det o O[n,n]~! eine Polynomfunktion, und somit glatt (stetig).

«xBemerkung: Die Determinantenfunktion ist vermdge deto Q[n,n]: End(R™) — R natirlich auch
auf den Endomorphismen definiert. Wir wollen an dieser Stelle kurz anmerken, dass der Wert
(det o Q[n,n|)(¢p) wegen der Multiplikativitit der Determinantenfunktion nicht von der expliziten
Wahl des Isomorphismus Q[n,n] abhingt. Sind genauer vy, ..., vy und wi, ..., w, zwei vorgege-
bene Basen von R™ und R™, so kann man ein ¢ € Hom(R™,R") ja immer auch beziiglich dieser
fizierten Basen als n x m-Matriz darstellen. Ist nun m = n (die obigen zwei Basen diirfen weiter-
hin auch unterschiedlich sein), und Q[n,n]: End(R™) — M,,,(R) die zugehirige Darstellungsab-
bildung, so gilt det oQ[n,n] = det oQ[n, n| wegen der Multiplikativitit der Determinantenfunktion,
und weil Qn,n) = C - Qn,n] - C~" fir eine entsprechende Basiswechselmatriz C' € GL,(R) gilt:

det(A- B) = det(A) - det(B) VA, B € M, ,(R)
— det(C™1) = det(C) ™! ¥V C € GL,(R)
— det(C™1- A-C) = det(A) VA€ M,,(R), C € GL,(R).

Bemerkung 106. Aus der Linearen Algebra kemmen Sie die folgenden Charakterisierungen der
Automorphismengruppe GL,(R) = MY (R). Sei ¢ € End(R") und A := Q[n,n](¢) € My, (R).
Dann sind dquivalent:

a) ¢ € GL,(R) (¢ ist bijektiv), hat also ein inverses. (A e MY (R))
b) det(A) # 0.

c) ¢ ist surjektiv, hat also ein Rechtsinverses. (3Br € M, ,(R): A-Br=1,)
d) ¢ ist injektiv, hat also ein Linksinverses. (3Br €M, ,(R): B,-A=1,)

Proposition 25. Sein € Nyg. Dann gelten die folgenden Aussagen.FEl
1) GL,(R) ist eine offene Teilmenge von End(R™). (U := Y[n,n](GL,(R)) C R offen)

2) Die Inversion e~1: GL,(R) — GL,(R) ist glatt. (e=1:R" DU — U CR™ ist glatt)

Beweis. 1) Wegen Bemerkung [106b)| gilt

GL,(R) = (deto Q[n,n))"}(Ry) mit A =deto®[n,n] o Y[n,n|: End(R") - R stetig.
—_———— —_———

=:A — det
Da Ry C R offen ist, folgt hiermit die Behauptung aus Proposition |9|
2) Sei A € MY, (R) invertierbar, d.h. det(A) # 0. Die Cramersche Regel (Lineare Algebra) besagt
—1)itJ
(A—l) = ( )
U det(A)

- det (A[ji]) V1<i,j<n, (492)

131 Gem#B Korollar sind Y[n,n], Y[n,n]~! als lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen R-Vektorriumen
stetig; bilden also wegen Proposition [92)| offene Teilmengen auf offene Teilmengen ab. Beispielsweise ist ja das Bild
einer Teilmenge unter Y[n, n] gerade das Urbild selbiger Teilmenge unter der stetigen Umkehrabbildung Y[n,n] ™.
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wobei die Matrix A[ji] durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte von A entsteht.
Hiermit sieht man, dass jede Komponentenfunktionen von e~1 gegeben ist als ein Quotient zwei-

er Polynomfunktionen, also glatt wegen Ubung Wegen Lemma ist somit 1 glatt.
Genauer errechnet man fiir x € U C R”Q:

(Oln, ]~ 0 0=1) (2)55 = (Qn,n] o0~ 0 Tl n] 1) (@) = (@, ) (Tl ] () ™),
= ((@[n, ”]_1(55))71)@' det((g[_qi);;_—jl(x)) - det (@_1[n,n](x)[j ])
= (_1)i+j -de “n, n](x)[ji
- CUY gt o o) :

16.3 Der Satz iiber die Umkehrfunktion

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Differbarkeitseigenschaften von Umkehrabbildung differen-
zierbarer Abbildungen. Wir beginnen mit den folgenden grundlegenden Begrifflichkeiten:

Definition 77 (Homdomorphismus). Seien (X1,d;) und (Xa,ds) metrische Riume, sowie Y1 C X
und Yy C X9 Teilmengen.

e Fine Abbildung f: X1 — Xo heiffit Homdomorphismus, wenn f stetig und bijektiv ist, und die
Umkehrabbildung f~': Xo — X1 ebenfalls stetig ist.

e Fine Abbildung g: Y1 — Ys heif$t Homdéomorphismus, wenn g aufgefasst als Abbildung zwischen
den metrischen Unterrdumen (Y1, (d1)y,) und (Ya, (d2)y,) ein Homdomorphismus ist.

Definition 78 (Diffeomorphismus). Seien n € Nyg, k& € NU {0}, und U,V C R" offen. Eine
Bijektion f: U — V heifit C*-Diffeomorphismus, wenn f, f~' beides C*-Abbildungen smd

Beachte: Ein C*-Diffeomorphismus ist insbesondere ein Homdomorphismus.

Das folgende Korollar zu Bemerkung [96)2)| kléirt, warum man bei ,in beide Richtungen differen-
zierbaren“ Abbildungen f: R™ D U — V C R" (bspw. bei Diffeomorphismen) automatisch immer
m = n annehmen muss.

Korollar 64. Seien m,n € Nsq, sowie U C R™ und V C R" offen. Sei f: U — V bijektiv und
differenzierbar in p € U. Ist f=1 differenzierbar in f(p), so gilt:

m=n  mit dpf €GL,(R)  mit  dpp)f = (dpf) " (493)

Beweis. Sei g := f und h := f~!. Dann gilt go h = idy und h o g = idy. Bemerkung
(Kettenregel) liefert fiir ¢ = f(p) die folgenden beide Aussagen:

idgn = dgidy = dyygodsh =dpfodsp, ™' mit n<m
idRm = dpidU = dg(p) ho dpg = df(p)f_l @) dpf mit m S n,
womit (493 unmittelbar folgt. O

Bemerkung* 19 (Jordan-Brouwerscher-Zerlegungssatz). Erginzenden zu K orollar wollen wir an
dieser Stelle noch die folgenden beiden Resultate anfithren, die man aus dem sogenannten Jordan-
Brouwerschen-Zerlegungssatz erhilt{Y

132Beachte: Die Komponentenfunktionen von o1 sind gegeben durch entsprechende die Matrixeintriige von G[n,n] "o
o1,

133Formal korrekter wiire es zu fordern, dass f und (f|¥)™" beides C*-Abbildungen sind, wobei beide Abbildungen als
Abbildungen nach R™ aufzufassen wiren.

134F{ir den Jordan-Brouwerschen-Zerlegungssatz siehe 14.19 in [5]. Siehe weiterhin 14.13.d) in [5] fiir @ sowie 14.21

in [5] fiir @
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a) Satz von der Invarianz der Dimension: Seien U C R™ und V' C R™ mit m,n € Nsqo nichtleer und
offen. Existiert ein Homdomorphismus f: U — V, so gilt notwendig m = n.

Beachte: Die Offenheit beider Teilmengen ist hier eine essentielle Voraussetzung; denn beispiels-
weise ist f: U =R > z — (2,0) € R x {0} =: V' ein Homéomorphismus zwischen der in R
offenen Teilmenge U = R, sowie der in R? abgeschlossenen Teilmenge V =R x {O}FEI

Beachte: Ist f: R™ D U — V C R"™ mit m,n € Nsg ein Diffeomorphismus (f bijektiv und
Ck mit f=1 ebenfalls C*), so sind U,V gemifl unseren Definitionen notwendig offen. Da f ein
Homdomorphismus ist, erzwingt obiger Satz (in Ubereinstimmung mit Komllarﬂ) m=n.

b) Satz von der Invarianz offener Mengen: Sei U C R™ offen und f: U — R"™ injektiv und stetig. Dann
ist V := f(U) CR" ebenfalls offen, und f|V: U — V ist ein Homéomorphismus.

Beachte: Ist f: R®" O A — B C R"” mit n € Nyg ein Homdomorphismus, so zeigt obiger Satz
insbesondere: A offen & B offen.

Beweis obigen Satzes fiir den Fall n =1 mit einem offenen Intervall I = U C R: Wegen Satz[37]
ist f streng monoton, J := V = f(U) ein Intervall, und (f|")~! stetig (also f|"" ein Homoomor-
phismus). Fiir die Offenheit von J sei f streng monoton wachsend (den anderen Fall behandelt
man analog). Fiir y € J, sei € I mit f(x) = y. Wegen der Offenheit von I existiert ein € > 0
mit (x — 2,2+ 2¢) C I; also f(z —¢) < f(z) < f(x +¢), da f streng monoton wachsend. Die
Intervalleigenschaft von J impliziert y = f(z) € (f(z —¢), f(x +¢)) C J. O

16.3.1 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Satz 98 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei n € Nsg, U,V C R" offen, und f: U — V
ein Homdomorphismus. Ist f differenzierbar in p € U mit dpf € GL,(R), so ist [~ differenzierbar

in f(p) mit dye) f = (dpf)

Beachte: Ist n = 1 und U = I C R ein offenes Intervall, so ist wegen Satz (Stetigkeit der
Umkehrfunktion) die Homéomorphismeneigenschaft von f gleichbedeutend mit der Stetigkeit und
Bijektivitdt von f (d.h. f ist stetig und injektiv mit f(I) = V); und d,f € GL,(R) bedeutet
f'(p) # 0. Satz |9§| stellt somit eine direkte Verallgemeinerung von Satz (Differenzierbarkeit der
Umkehrfunktion) dar.

Beweis. Sei g := f~1. Da f in p differenzierbar ist, existiert gem#f Proposition [22] eine Abbildung
®: U —p— End(R") mit
fp+h)— f(p)=®(h)(h) VYheU-—p, d stetig in 0, ®(0) =d,f.

e Per Annahme gilt ®(0) = d,,f € GL,(R), wobei GL,,(R) C End(R") wegen Proposition offen
ist. Da ® stetig in 0 ist, existiert somit ein § > 0 mit B;(0) C U — p, sodass ®(Bs(0)) € GL,(R)
gilt. Wir erhalten fiir h € Bs(0):

g(fe+1) = g(f(p) =p+h—p=h=aNh)" (2(h)(h) = 2(h) "' (f(p+h) — f(p)). (494)

e Wegen der Stetigkeit von g ist

W= f(Bs(p) = g~ '(Bs(p) SV

135Dje Umkehrabbildung von f ist die Einschrinkung pry|rx o} der (stetigen) Projektion auf den ersten Faktor, also
ebenfalls stetig wegen Lemma .

136Dje Kernaussage dieses Satzes ist, dass f ' in f(p) differenzierbar ist. Die explizite Formel d s,y f~' = (d,f) " folgt
dann ja auch aus in Korollar (vgl. Bemerkung [57|fiir den eindimensionalen Fall).
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offen in V', also wegen der Offenheit von V auch offen in R™ (vgl. (140) in Bemerkung|36lia)). Wegen
der Stetigkeit von g, sowie ®(Bs(0)) C GL,(R) und der Stetigkeit der Inversion e~1: GL,(R) —

GLn (R) (PI‘OpOSi‘ ion I ist
€eB
s5(p)

U: W — f(p) = GLa(R) CEnd(R"),  h s ®(g(f(p) +h)—p) " = (e 0 ®)(g(f(p) +h) —p)
ceWwW

stetig in 0. Fiir h € W — f(p) und h := g(f(p) + h) — p € Bs(0), gilt dann f(p) +h = f(p + h);
und wir erhalten
glw (f(0) + 1) = glw(f(®)) = g(f(p+ 1) —g(f(p)) = @) (f(p+h) - f(p))
= ®(g(f(p) +h) —p) " () = ¥(R) ().
=h
Proposition zeigt somit, dass gl differenzierbar in f(p) ist, mit
=p—p=0
ds(p)(glw) = ¥(0) = @(g(f(p) —p) "' = 2(0) " = (dp) ™"

Da W C R" offen ist mit W C V, folgt die Behauptung nun aus Terminologie [41}}(1).c)| (Lokalit&t
von Differenzierbarkeit). O

Wir erinnern an Lemma welches besagt, dass eine Abbildung f: R™ 2 U — R" fiir k € Nyg
genau dann eine C*-Abbildung ist, wenn f differenzierbar und df: U — R™" eine C*~1-Abbildung
ist. Zusammen mit Satz [98| erhalten wir die folgende Aussage:

Korollar 65. Seien n,k € Nyg, U,V CR" offen, und f: U — V ein Homdomorphismus. Ist f eine
C*-Abbildung mit im(df) C GL,(R), so ist f ein C*-Diffeomorphismus. (Insbesondere ist f~1 glatt
falls f glatt ist.)

Beweis. Sei g := f~1. Wegen Satz[98|ist ¢ differenzierbar mit d,g = (dg(q)f)_1 fiir alle ¢ € V, also
stetig wegen Lemma Somit ist

dg=(e"todf)og: V = GL,(R) (495)

als Verkettung stetiger Abbildungen ebenfalls stetig (Proposition [25[2)). Hiermit gilt die Aussage
bereits fiir £ = 1. Sei nun also k¥ > 2. Wegen Lemma miissen wir dann_nur nachweisen, dass
dg € Ck1(V, an) gilt. Nun gilt geméfl unseren Konventionen in Bemerkung

dg = T[n,n]odg =" (Y[n,n] o «~' o Yn,n]™) o (Yln,n]odf)og=elodfoy.

=

Wegen Lemma ist (/i\./f eine C*~! Abbildung, und wegen Proposition ist o1 glatt. Wegen
Lemma 88| ist somit o eine C*~1-Abbildung. Die Behauptung folgt nun per Induktion:

e (IA) Wir hatten bereits gezeigt, dass g eine C''-Abbildung ist.
e (IV) Sei g eine C*-Abbildung fiir ein 1 < £ < k — 1.

e (IS) 515 ist als Verkettung der C*-Abbildungen o und ¢ gemiB Lemma cbenfalls eine C%-
Abbildung. Also ist g wegen Lemma [85 eine C**1-Abbildung. O
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16.3.2 Lokale Umkehrbarkeit

In Satz 98] (bzw. Korollar hatten wir gesehen, dass die Homdomorphismeneigenschaft zusammen
mit der Invertierbarkeit des Differentials bereits die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung impli-
ziert (bzw., dass im C*-Falle die Umkehrabbildung automatisch ebenfalls eine C*-Abbildung ist).
Man kann sich nun fragen, inwiefern die eher schwer nachpriifbare Homéomorphismenvoraussetzung
auch abgemildert werden kann. Die folgende Definition ist hierfiir zentral:

Definition 79 (Lokale Umkehrbarkeit). Sei n € Nsg, k € Nxg U {co0}, U C R" offen. Eine C*-
Abbildung f: U — R"™ heifst:

1) lokal um p € U umkehrbar, wenn eine offene Umgebungen W von p mit W C U existiert, sodass

V= f(W) CR" offen ist und
=(flwm)|V: W=V

ein C*-Diffeomorphismus. Es heifst (fW) 1.V — W lokale Umkehrfunktion von f um p.
Beachte: Ist f lokal um p umkehrbar, so ist f(U) automatisch eine Umgebung von f(p); denn es
gilt ja f(p) € V.C f(U) (und V ist offen in R™).

2) lokal umkehrbar, wenn f um jeden Punkt p € U lokal umkehrbar ist.
Beachte: Ist f lokal umkehrbar, so ist f(U) wegen Teil automatisch offen; denn fir jedes
vorgegebene y € f(U), existiert ja ein p € U mit y = f(p).

Das Kernresultat dieses Abschnittes ist der folgende Satz:

Satz 99 (Lokale Umkehrbarkeit um einem Punkt). Sein € Nsg, U C R"™ offen, pe U und f: U —

R™ eine CF-Abbildung mit k € Nug U {oo}. Es ist f genau dann lokal um p wmkehrbar, wenn
dpf € GL,(R) gilt.

Beweis der Implikation ,=“ in Satz[99 Ist f lokal um p umkehrbar, so gilt d,f € GL,(R) wegen
Korollar [64] und Terminologie [41]i(1).c)| (Lokalitit von Differenzierbarkeit). O]

Bevor wir nun die (weitaus schwierigere) andere Implikation ,,<* in Satz |99 zeigen, wollen wir
zunéchst noch ein paar Schlussfolgerungen ziehen und Beispiele geben. Zunéchst folgt unmittelbar:

Satz 100 (lokale Umkehrbarkeit). Sein € Nsg, U C R™ offen, und f: U — R™ eine C*-Abbildung
mit k € NsgU{oo}. Es ist f genau dann lokal umkehrbar, wenn im(df) C GL,(R) gilt.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Satz O

Aus Satz[99]erhalten wir schliellich noch die folgende Aussage, die es sozusagen erlaubt die Diffeo-
morphismeneigenschaft einer gegebenen C*-Abbildung einfach anhand ihrer Injektivitéitseigenschaft
und an der Determinante ihrer Jacobimatrix festzustellen.

Satz 101 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei n € Nsg, k& € Ny U {oc}, U C R" offen, und

f:U — R" eine injektive CF-Abbildung mit im(df) € GL,(R). Dann ist V := f( ) € R™ offen,

und f|V': U — V ist ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. o Wegen der Injektivitit von f existiert die Umkehrabbildung (f|V)~': V — U C R™.

e Wegen V = f(U) existiert zu jedem y € V ein p € U mit y = f(p).

e Zujedem p € U liefert Satzoffene Teilmengen W, Vi) CR" mitp € W), CU und f (p) € Vi)
sodass fw, = (flw,)|V7®: W, — Vi(p) €in C*-Diffeomorphismus ist, d.h. Vi, C f(U) = V.

Folglich ist V' = UpeU Vi(p) offen. Nun ist (Vi) )pev eine offene Uberdeckung von V' mit

(FI) vy = ()™ VpeU,
———
Ck-Abbildung
also zeigt Lemma [832)} dass (f|V')~! eine C*-Abbildung ist. O
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Beispiel 110. Seien n,k € Nsg, U,V C R" offen, und f: U — V eine surjektive (f(U) = V)
C*-Abbildung mit im(df) C GL,(R).

a)

b)

Sein =1 und I = U ein offenes Intervall. Dann ist f bereits injektiv (Zwischenwertsatz); also
ist f wegen Satz ein C*-Diffeomorphismus. Insbesondere ist J =V ein offenes Intervall (f
ist stetig; also ist J = f(I) wegen Korollar ein Intervall@.

Beweis. Es ist im(df) C GL1(R) gleichbedeutend mit im(f") C Ry. Wegen der Stetigkeit von f’
zeigt der Zwischenwertsatz (Satz [36]), dass f/ > 0 oder f’ < 0 gilt. Wegen Korollar ist f
streng monoton; also injektiv wegen Lemma O

Beachte: Die Voraussetzung, dass U ein Intervall ist, ist hier essentiell; denn beispielsweise ist
die auf Ry eingeschrinkte Betragsfunktion f: Ry > x +— |z| € (0,00) glatt mit f(Rx) = (0,00)
offen und f' # 0, aber sicher nicht injektiv.

Sein > 2. Wir betrachten die glatte, und wegen Satz (Polardarstellung) surjektive Abbildung:
f:U=(0,00) x R—=R?\ {(0,0)} =V, (r, @) — (r - cos(¢),r - sin(g)).
Es gilt im(df) C GLa(R), denn fir (r,¢) € (0,00) x R ergibt sich die Jacobimatriz zu:

_ (cos(¢) —rsin(¢) _
J(r,¢>)(f) = (sin(qb) TCOS((;S)) = det (J(r,(b) (f)) =r#0.
o f ist nicht injektiv (Satz ist nicht anwendbar) wegen

f(r2mn+ ¢) = f(r, ) VneZ, (r,¢) € (0,00) xR,

kann also auch kein Hémdomorphismus (also auch kein C*°-Diffeomorphismus) sein.
o Wegen Satz ist f aber lokal umkehrbar (beachte, dass V tatsichlich offen ist).

*Beispielsweise: Fiir p = (to, ¢o) € U fiziert ist
W), := (0,00) x (¢ — m, ¢ + 7) € R?

offen mit p € Wy,. Zudem ist fw,: Wy — Vi) i= f(Wp) injektiv (Eindeutigkeit der Polardar-
stellung Satz und Periodizititseigenschaften von Sinus und Kosinus), wobei

Vip) = R*\ ([0,00) - (cos(gho + ), sin(¢po + 7)) )
= A

wegen Beispiel offen in R? (man macht sich leicht klar, dass das Liniensegment A abge-
schlossen in R? ist). Somit ist fw, bijektive und glatt; und es ldsst sich zudem zeigen, dass
(pr)_l ebenfalls glatt ist: Fiir ¢ = 5 ist beispielsweise die Einschrdnkung von (pr)_1 auf
O :={(z,y) € V |y >0} (Schnitt von Vy, mit der oberen Halbebene) explizit gegeben durch:

(=)

arccos < z

/2 +y2

O — (0,00) x (0,7), (x,y) — (

Bemerkung 107 (Vereinfachung der Voraussetzungen von Satz . Seien n,k € Nyg, U C R"
offen, p € U, sowie f € C¥(U,R™) mit d,f € GL,(R). Wir betrachten die Abbildung

FiU—p=U=R", () (flo+2)— f(p))
also (496)

f=df(f(- =) + f(p)

Es gilt f € C*(U,R"™) mit f(0) =0 und dof = idgn; wobei f lokal um p wmkehrbar ist, falls f lokal

um 0 umkehrbar ist.

137Die Offenheit von f(I) folgt alternativ auch aus der strengen Monotonie von f — vgl. Bemerkung*
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o Es gilt f € CH(U,R"™) mit f(0) =0 und dof = idgn.

() Beweis der Behauptung. Offensichtlich gilt £(0) = 0. Sei nun g := (d,f)~': R® — R”. Dann
gilt dg = d,f wegen Ubung (g ist linear), d.h. g ist eine konstante Abbildung. Somit ist
fiir 1 < j < n auch ;9 = (dpf) '(e;) konstant, woraus umgehend g € C°°(R",R") folgt (alle
partiellen Ableitungen der Ordnung > 2 sind konstant 0). Lemma (Verkettungen) zeigt nun
f=go(flp+-)— f(p)) € C*{U,R") und Satz (Kettenregel) liefert:

dof = (dpf) "t odyf = idgn. O

o st f lokal um O umkehrbar, so ist f lokal um p umkehrbar.

(*) Beweis der Behauptung. Sei W C R™ offen mit 0 € W C U sowie V C R” offen mit 0 = f(0) €
V, sodass fi5,: W — V ein C*-Diffeomorphismus ist:

— Vi=dpf(V)+ f(p) CR® und W := p + W C R” sind offen; denn R” 3 z + z 4 p € R” und
R" >z~ d,f(x) + f(p) € R" sind offensichtlich Homéomorphismen. Wir erhalten

Fv) & 41OV + F0) = df (V) + £(0) =V

d.h. fiy == (flw)|V: W — V ist definiert (und eine C*-Abbildung).
— Ahnlich wie im vorangegangenen Punkt folgt, dass

g V=W, yep+(fa) H(df) Hy - f0))

C*-Abbildung ist. Zudem folgt fy o g = idy sowie g o fiy = idy, also g = (fw) "

/(@)
g(fw (@) = g(dpf(flx—p) + f(p)) == VeeW=p+W,
p+ (fi)) ' (f@—p))
fw(g() = dpf(flgy) —p)) + f(p) =y VyeV =fp)+dpf(V). O

Wir beenden nun schliefilich den Beweis von Satz

Beweis der Implikation ,<* in Satz[99 Sein € Nsg, U C R" offen, p € U und f: U — R" eine Ck-
Abbildung fiir £ € N5g U {oo} mit d,,f € GL,(R). Wir miissen zeigen, dass f lokal um p umkehrbar
ist. Wegen Bemerkung kénnen wir hierfiir

p=0, f(0)=0,  dof =idgn
annehmen. Sei || - || eine Norm auf R"™.

e Es existiert ein § > 0 mit
df(0) € GL,(R) sowie lidgr — dz fllop < 3 Vz € O := Bys(0), (497)

denn df ist stetig (in 0) mit dof = idgr € GL,(R), und GL,(R) C End(R") ist offen wegen
Proposition [25[1))).
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Es reicht nun zu zeigen, dass offene Teilmengen
W,V CR" mit O=Bgs(0)DW>0€V und f(W)=V existieren,

sodass fir = (flw)": W — V bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung (fy/)~1: V — W ist:

In der Tat, wegen der Stetigkeit von f (also auch fy wegen Lemma, ist dann ndmlich fy ein
Homé&omorphismus (und eine C*-Abbildung); und wegen im(dfy/) C df(Bas(0)) = df(O) C GL,(R),
zeigt dann Korollar dass fy ein C*-diffeomorphismus ist.

Fiir y € R™ definieren wir
gy: O = R", z—x+ (y— f(x)).

a) Fir x € U gilt: gy(x) =2 & flz)=y
z ist Fixpunkt von gy
(* Die Idee ist nun also geeignete offene Umgebungen W, v C O von 0 zu finden, sodass I': V' >

y +— I'(y) € W definiert und stetig ist; wobei I'(y) einen fixierten (den eindeutigen) Fixpunkt von
gy bezeichnen soll.)

b) gy ist Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante 3, d.h. (Schrankensatz und (497)))
lgy(z) = gy (@) < 5 -l — '] Vr,z' €O, (498)

Beweis von (498)). Es gilt g € C'(O,R"™) wegen

dgy: O 3 2 — d.gy = idg» — d. f € End(R") also ldgyllep < 2

5-
Fiir 2,2’ € O vorgegeben, gilt nun x + [a,b] - v C O fiir a :== 0, b:= 1 und v := 2/ — x mit
ld=gy ()]l < lld=gyllop - 0] < 5+ [lo — 2| =: L. (499)
Somit zeigt Satz|90| (Schrankensatz):
lgy(z) = gy (@)l = llgy(z + a-v) = gy(w +b-v)| < (b—a) - L =5 |lz —2||. O
Sei nun X :=Bs(0) C O und B := E% (0).

c) Fir y € B hat g, einen eindeutigen Fixpunkt I'(y) € X (Beweis unten); d.h.,

re X, ye B: flx)=y @) gy(xz) =2 Pndgutighelt ) = I'(y). (500)
Hiermit folgt:

i)T:B— X, y—TI(y) istdefiniert, (Bezeichnung fiir I':  Fixpunktabbildung)

i) fol =idp, (y € B: T'(y) Fixpkt. von g, @ fT(y) =yv)

138Man kann sich plausibel machen, dass fiir x,y nahe bei 0, die iterierte Anwendung von g, ein Urbild von y unter f
liefert — Wir argumentieren nun informell ohne Beriicksichtigung von Definitionsbereichen, und benutzen das Symbol
~ im Sinne ,ungefdhr*: Wegen do f = idr» und der Stetigkeit von df in 0 gilt d, f = idr~ fiir x nahe bei 0. Weiterhin
ist R§f(y — f(x)) = 0 klein fiir z,y nahe bei 0; denn wegen der Stetigkeit von f in 0 mit f(0) = 0, ist dann ja
auch f(z) Klein. Wir erhalten f(g,(2)) = f(z + (y — f(@)) & f(z) + dof(y — F(@)) ~ f(2) +iden (y — f(@)) =
wobei wir im ersten Schritt das Taylorsche Restglied erster Ordnung haben wegfallen lassen, und im zweiten Schritt
dy f = idgn eingesetzt haben. Folglich ist nicht unplausibel, dass f(gy(z)) (fiir ,y klein) bereits niher am Wert y
liegt, als dies fiir f(x) der Fall ist.
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i) flp-1(Byn x ist injektiv wegen (500) (Eindeutigkeit des FiXpunktes)E

Beweis der Ezistenz und Eindeutigkeit des Fizpunktes.

e Fiir y € B =B, (0) gilt g,(X) C X, d.h,,
2
Gy =gylx: X = X ist eine Selbstabbildung;

denn fiir € X = B;(0) gilt ja: (94(0) =y + (0— £(0)) =y, da f(0) = 0 mit 0 € X)
gy (@)1l = l9(0) + (gy(2) = gy (Ol < Iyl + llgy(2) = g, O)| < §+ 5 |l < 0.
Wegen (498) (beachte X C O), ist g, zudem kontraktiv mit Kontraktionskonstante A = %
e Wegen (498) in Teil |b)|ist g, (fiir y € B) kontraktiv (mit Kontraktionskonstante ).
e X = Bj;(0) ist abgeschlossen in R", also wegen wegen Korollar (Vollstéandigkeit von R™)
und Lemma [72|ein vollstédndiger metrischer Raum (mit der eingeschrinkten Normmetrik). Der

Banachsche Fixpunktsatz (Satz zeigt daher, dass g, (fiir y € B) genau einen Fixpunkt (in
X) hat. O

Wir betrachten nun die offenen Mengen (f ist stetig)

V:=Bs(0)C B und W= f"1V)nBs(0) C f 1 (B)nX C X.

N[

Dann ist f|w: W — V injektiv, wegen Punkt Wir miissen nun noch zeigen, dass

fw =)V W=V

surjektiv ist; und dass die somit existente Umkehrabbildung (fi/)~!: V — W stetig istlzgl Hierfiir
geniigt es nachzuweisen, dass

lz ="l <2 [ f(=) - f(@)] Va,a' € X (501)
gilt; denn hiermit schlussfolgert man:
e fi ist surjektiv: (Punkt im ersten Schritt; 0 € X und f(0) = 0 im zweiten Schritt)

er:B%(O)gB

Tel5Me r(y) =y mit T(y)eX also T(y)e f~L(y)  fHV)
— T =T -0 < 2-|fT) - FO)] =2-|FT@) =2 |yl <2-5=3

= P(y) € f7H(V)NBs(0) =W mit f(I'(y)) =v.

Somit ist fyr bijektiv, d.h., (fir)~! existiert.
o (fiy)~! ist Lipschitzstetig, also stetig: (beachte W C X im ersten Schritt)

1) ™ ) = ) PO < 2 lF ()7 ) = F(m) @) [ =2 lly =/l Yy V.

139Bemerkung: Es gilt M := f~'(B) N X = ['(B). In der Tat gilt ['(B) C M wegen [c).ii)} und fiir z € M gilt = € X
und f(z) =:y € B, also x = I'(y) € I'(B) wegen (500]).
19Man tiberlegt sich auch leicht, dass dann notwendig (fw)™' = I'|v gilt.
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Um schliefflich (501)) nachzuweisen beachten wir zunéchst, dass go + f|x = idx gilt:
G0(2)+f(2) =0+ (z—f(2)+ f(z) == VzeX.

Fiir z,2’ € X C O erhalten wir

lz =2 = [[(go(z) + f(x)) = (go(z") + f(z"))]]
< lgo(x) = go(@")|| + [ f(2) — f(2)]]
3l =2 + 11 f(2) = f)],
und Umstellen liefert . ]

Bemerkung* 20. Mit leichter Modifikation zeigt der Beweis von Satz[99 eigentlich sogar die fol-
gende tollere Aussage:

Satz* 1. Sein € Nyg, U C R" offen, p € U und f: U — R"™ eine differenzierbare Abbildung
mit dpf € GL,(R), sodass d,f stetig in p ist. Dann ezistieren offene Teilmengen W,V C R™ mit
p €W CU und f(p) € VCR", sodass fiy = (flw)|V: W — V ein Homéomorhismus ist.

° Satz@folgt dann im C*-Falle auch sofort aus Satz* und Korollar @

o Mit Satz*[1] lisst sich beispielsweise auch die Homdomorphismenvoraussetzung in Satz[98 austau-
schen durch die Forderung, dass f differenzierbar ist mit d,f € GL,(R) sowie d,f stetig in p.
Genauer gilt dann ja wegen Satz*[1] die Voraussetzung von Satz[98 lokal um p; wenn man also U
und V' durch entsprechend kleinere offene Umgebungen U wvon p und V von f(p) ersetzt, sowie f

durch f = (f]U)\V

e Im Falle n = 1 lisst sich Satz*[1] wie folgt formulieren und beweisen:
Satz* 2. Sei U C R offen, p € U, und f: U — R differenzierbar mit f'(p) # 0, sodass [’ stetig in
p ist. Dann existiert ein offenes Intervall I C U mit p € I, sodass J := f(I) ein offenes Intervall
ist, und (f|7)|”: I — J ein Homéomorphismus.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f'(p) > 0 (der Fall f'(p) < 0 folgt analog). Wegen der Stetigkeit von f’ in
p (und der Offenheit von U ) finden wir ein offenes Intervall I C U mit p € I, sodass f'|; > 0

ilt Fiir f:= f |7 gilt dann f" = f’|; wegen Korollar und weiterhin ist f stetig wegen Lemma
Wegen Korollar st f streng monoton wachsend; also injektiv wegen Lemma [43l Wie
in Bemerkung* folgt nun, dass J = f(I) = f(I) ein offenes Intervall ist, sowie (f]| 1)]‘] =
fI7: T — Jein Homb’omorphismus. O

Beweis(skizze) von Satz*[1 Wie in Bemerkung[107]sieht man, dass man sich wieder nur um den Fall
p =20, f(0) =0, dof = idgn zu kiimmern braucht. Die gleiche Argumentation wie im Beweis von
Satz |99 (ohne die Differenzierbarkeitsaussagen) zeigt dann die Behauptung, denn:

o Fiir (497) wurde nur die Stetigkeit von df in 0 benutzt.

e Fiir (498) wurde (497) sowie der Schrankensatz (Satz benutzt, welcher die Stetigkeit von df
voraussetzt. Allerdings folgt mit Hilfe von Lemma* [1|in Bemerkung™ [18] aus (497)) ebenfalls (498)):
Fiir 2,2’ a,b,v und L > 0 wie in |b)| (Beweis von Satz , seiy: (—e,14+€)3t—gy(z+1t-v)e
O (mit € > 0 passend gewéhlt). Wegen Bemerkung (und (419)) ist ~v differenzierbar mit
Y:(—€,1+€)3t— Dygy(x+1t-v)=daysogy(v) € R". Wegen (499) gilt dann fiir jedes e > 0:

B =0 g 0) = gy @) g @) < Lte,

im(v') € Br4<(0) —
also [lgy(x) — gy(«")|| < L =5 - [l — 2. O
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16.4 Der Satz iiber Implizite Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir noch eine wichtige Folgerung aus Satz (99| (lokale Umkehrbarkeit um
einem Punkt) behandeln, den sogenannten Satz iiber die impliziten Funktionen. Prinzipiell geht es
darum, Niveaumengen

&~ (u) CR™ x R” mit m,n € Nsg und u € im(®P)
o~ Rm+n

ciner C*-Abbildung mit k € N[
P:R"XxR"DU xV = R" mit UCR™ sowie V CR" offen (502)

lokal um gewisse Punkte in (z, ) € ®~!(u) durch m Ver#inderliche (Koordinaten) zu parametrisieren.
Eine alternative Anschauung ist, dass man fiir ein ,,& nahe bei z* ein eindeutiges ,,§ nahe bei y* finden
will, sodass ebenfalls (Z,7) € ®!(u) gilt. (Die Zuordnung 1: Z + § nennt sich implizite Funktion,
da sie implizit (indirekt) durch @ festgelegt wird; und die zugehorige ,,Parametrisierung (injektiv)
ist dann gegeben durch W: & — (Z,7(Z)) — Details siehe Satz[102])

Notation 35. Wir identifizieren wieder R™T™ = R™ x R™. Wir schreiben im Folgenden aber eher
(z,y) € R™"XR™ mit x € R™ und y € R™ anstelle 2 € R™" | da dann die Anordnung der Koordinaten
auch unmattelbar klar ist.

Bemerkung 108. In Beispiel [111] werden wir die Folgenden Situationen diskutieren:
a) Seim,n=1, u=1, sowie
O:RxR—R, (z,y) — 2% + 9>

&~ 1(u) C R™" = R? ist der Einheitskreis, welcher lokal ,,am Nordpol“ (0,1) durch eine offene
Teilmenge des R™ =R parametrisiert werden soll (,1-dimensionales Objekt* im R?).

b) (%) Seim=2,n=1, u=1, sowie
P:R?xR — R, (z,y), 2) = 2° + 3> + 2°.

&1 (u) C R™" = R3 ist die Einheitssphire, welche lokal ,am Nordpol“ (0,0,1) durch eine offene
Teilmenge des R™ = R? parametrisiert werden soll (,2-dimensionales Objekt“ im R3).

c) (%) Seim=1,n=2,u=(1,0), sowie
®: R x R? - R?, (2, (y,2)) = (2% +y* + 22, 2).

O~ (u) C R™ = R3 ist der Einheitskreis, der in der Ebene H = R? x {0} C R3 liegt (@1 (u)
ist der Schnitt der Finheitssphdre mit H ), welche lokal um (0,1,0) durch eine offene Teilmenge
des R™ = R parametrisiert werden soll (,1-dimensionales Objekt* im R ).

Fiir & wie in (502) und (z,y) € U x V C R™ x R™ definieren wir die linearen (stetigen) Abbildungen:

n-mal
d®[z,y|r: R™ — R", (V1,5 vm) > gy @(v1, .00, 0,...,0) (503)
d®[z,y|r: R" — R", (Wi, ..y wn) = gy @(0,...,0,w1,. .., wy),
—

m-mal

141 Beachte, dass U x V C R™ x R® = R™*" gemiB Bemerkung offen ist.

356



sodass wegen der Linearitdt von d;,)® gilt@
d(a:,y)q) = d@[x,y]LoprL +dq>[x¢y]Roer V(.%’,y) eUxV (504)

mit den Projektionen pry: R™ x R" 5 (v,w) — v € R™ und prg: R™ x R" 5 (v,w) — w € R".

Die zugehorigen Darstellungsmatrizen (beziiglich der kanonischen Basen) sind gegeben durch@

Nn®i(z,y) - Om®Pi(z,y) Om1®1(z,y) -+ Omn®i(z,y)
d®[z,y]L = : : , d®[z,y|r = : : :

h®Pn(z,y) - Om®Pulz,y) Om+1®n(z,y) -+ Omin®u(z,y)

also Jiz,)(®) = ((ﬁ[m, ylL @[m, y|r ) (wenn man beide Matrizen zusammenklebt). Der Satz iiber
die impliziten Funktionen besagt nun Folgendes:

Satz 102 (Satz iiber Implizite Funktionen). Seien m,n,k € Nsg, U C R™ und V. C R" offen,
® € CH(U x V,R"), sowie u € R" und (z,y) € @' (u). Es gelte zudem d®[z,y]r € GL,(R), d.h.

Om+1®1(z,y) -+ OpinPi(z,y)
det (d®[z, y|r) # 0 fiir d®[z,y|r = : :

aerl(I)n(x’ y) T 8m+nq)n(l'a y)

1) Es existieren UCR™ undV CR" offen mitz € U CU undy € V C V, sowie eine C*-Abbildung
n: U — V (implizite Funktion zu (x,y) ) mi

> w)n (U xV)=T, dh  @§) =u fir (7,5 eUxV & §=n(@). (505)
(Zu jedem & € U existiert genau ein §j € V mit ®(&,§) = u, und es gilt § = n(z).)
Somit gilt (x,y) € im(¥) =T, = &~ (u) N (U x V) fir die injektive Ck—Abbz'ldun
Ui=idg xn: U—=UxVCR" xR, 7w (3,7()).

(,Lokale C*-Parametrisierung der Niveaumenge ®~1(u) C R™ x R™ um (z,y).“)
2) Fiir jedes & € U mit dDg[%, n(#)] € GLn(R) gilt die Formel:

dzn = —(d®[zZ,n(7)]r) ™" 0 d®[Z,n()]: R™ — R". (506)
Beachte:
e Die Implizite Funktion n: U — V muss weder injektiv noch surjektiv sein (vgl. Beispiel [111)). Die

explizite Angabe der offenen Teilmenge V C R™ dient sozusagen der Sicherstellung der Bedingung
(B0F) (d.h. @~ (u) N (U x V) =T,); also der Eindeutigkeit des Elementes § € V mit ®(Z,9) = u,

zu einem vorgegebenen T € U.

e Ist U C R™ offen mit z € U C U, so gilt (505) offensichtlich entsprechend fiir 7 := 75[; und
V :=V, d.h. 7 ist ebenfalls eine implizite Funktion zu (z,y).

2Es gilt d(y,) P (v, w) = ) P(v,0) + d(z,4) (0, w) = (dP[z, y]L o pry) (v, w) + (d®[z,y]r © prg)(v, w) fir v € R™
und w € R, wegen R™ x R" 3 (v,w) = (v,0) + (0, w).

143 Beispielsweise gilt gemif Terminologie (erster und vierten Schritt) fir 1 <¢<mund 1 <j <mn: (J&)[x, ylL)ij =
Q[m,n](d®[z, ylr)i; = pr,(d®[z,ylr(e;)) = Pri(de,y (e;,0)) = Qm + n,n)(d(@,y) P)i; = J,y) (P)i; = 0;Pi(z,y)
mit Terminologie im letzten Schritt.

44 nshesondere gilt 1(z) = y wegen (z,y) € @1 (u) N (U x V).

15Die Injektivitit von ¥ folgt umgehend aus der Injektivitit von idg; und die C*-Eigenschaft ist klar wegen Lemma

und Ubung (idy ist glatt).
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e Insbesondere kann durch Verkleinern von U um z (Einschréinkgn von 7 bei Beibehaltung von V
als Bildbereich) immer erreicht werden, dass (506)) fiir alle € U gilt. In der Tat ist ja GL,(R) C
End(R") offen und e~ ! stetig (glatt) wegen Proposition [25} und wegen der Stetigkeit von ® und
7 ist ~

A: U — End(R"), T [d®[Z,n(Z)|r: v d 5 P(0,0)]
ebenfalls stetig mit A(x) = d®[z,n(r)|r = d®[z,y|r € GL,(R). In der Tat gilt ja allgemein fiir
2,2 eU:
IA(2) = A(2)lop = supg ([|d(z.n(2)) (0, w) = d(zr y(zyy @(0, w)|| | w € R™)
< supg (Hd Zm(z))(I)(v,w) — d(Z/m(Z/))(P(v,w)H } (v,w) € R™ x R”)
= ldezmen® — d ®op-

(z:n(2) 2'm(2")

Beweis. 2) V¥ ist differenzierbar mit dz¥ = idgm X dzn, wegen Lemma Ubung und der
Kettenregel (Satz|88f2)). Wegen ® o U = v erhalten wir (Ubung mit ¢ = 0 im ersten Schritt,
und die Kettenregel Satz [88|2)| im zweiten Schritt):

= (d®[z,n(Z)]L o prg, + d®[Z,n(Z)]r o prg) o (idrm X dzn)
= d®[z,n(Z)]r + d®[T,n(Z)]r o dzn.

Umstellen liefert (506]).

1) Wegen Lemma |84/ und der Glattheit von idy o pry, (Ubung sowie die Kettenregel Lemma
bzw. Satz [88]12))) ist

O:=(dyopry) x®:R"xR"DU xV — R™ xR", (Z,9) — (2,9(2,7)) (507)
eine C*-Abbildung mit

d(i,ﬂ)G = (id]Rm o pl“L) X d(ig)q) (’U,'U)) — (v,d(i’g)i[)(v,w)) v (.’i‘,g) S 0 X ‘N/
Dann gilt d(,,)© € GLj1n(R), denn mit (504) folgt (0, ist die m x n-Matrix, die nur aus

Nullen besteht):

1m Omn dstchensatz 1%
) Kastchensatz (LA) o (Ji2.y)(©)) = det (d®[z, y]r) # 0.

! d0[z,y]p APz, ylr

Wegen Satz [99| (lokale Umkehrbarkeit) existieren offene Umgebungen O C R™ x R™ von (z,y)
und @ C R™ x R™ von O(z,y) = (z, ®(x,y)) = (z,u), sodass

a:=(0)|?:0—Q (508)

ein C*-Diffeomorphismus ist, mit (z,u) = a(x,y) € Q. Wir erhalten aus der Definition von ©
(erste Implikation), sowie der Injektivitéit von a (zweite Implikation):

®(z,79) = ®(2,9) fir (z,9) € 0> (2,7)

= oi,)) =0(1,§) = 0(%,§) = a(z,§) (509)
o (,9) = (2,9")
— g=1.
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Bemerkung:
e Wir kénnen O um (z,y) beliebig verkleinern (@ entsprechend verkleinern, und « einschrinken

sowie koeinschriinken), ohne die bisher erhaltenen Eigenschaften zu verlieren.

(Ist némlich O C R™ x R™ offen mit (z,y) € O C O, so ist Q := a(O) € R™ x R™ ebenfalls
offen mit (z,u) = oz(:n, y) € Q; denn «: O — @ ist ein Homdomorphismus, und O, @ sind offen

in R™ x R™ (siehe (140|) in Bemerkung [36 m

o Ist W C R™ x R" offen und (Z,9) € W, so existieren offene Um gebungen Wi € R™ von # und
V C R" von 1, sodass Wi x Wo CW gilt. (Bemerkung [87lb)| und Terminologie m.

Wir Schlussfolgern:
e Wir kénnen O = U x V fiir offene Teilmengen UC R™, V CR"mitx € U C U und Yy € VCV

annehmen [[]
Offensichtlich gilt dann (die rechte Seite gilt wegen (507]))
prroat: Q= V sowie (prpoa V) (Z,w)=2 V(i,w)€Q. (510)

e Wir kénnen U X {u} C @ annehmen, indem wir U um x verkleinern.

Beweis der Behauptung. Wegen (x,u) = a(z,y) € Q, existieren O C R™ offen mit z € Oy
sowie Oy C R” offen mit u € O3, sodass O1 x Oy C Q gilt. Wir miissen jetzt nur U durch UNOy
(offen) ersetzen; denn per Konstruktion gilt ja z € UNO; mit (UNO1)x{u} C O1x02 C Q. O

Nun ist die konstante Abbildung y,: U 3 z — u € Q glatt. Also ist (beachte die linke Seite

von ([510)), sowie im(id; x xu) = U x {u} CQ)
n:=prroa o (idg X xu): U—V, i prg(al(F,u)) (511)
wegen (Lemma Ubung Lemma eine C*-Abbildung.

Fiir # € U erhalten wir (mit der Definition von 7/©/c im ersten/dritten/vierten Schritt)

(510) _ (G11) .
E ; = (%)

o, n(#) B2 ¢ (pry 0 a ) (@), (prgoa ) (@ u) )

=a~1(Z,u) wegen a~l=(prpoa~l,prroa1)

= o) E (prro@)(a (Fu) ) pra@u) = u,

also T, € &' (u) N (U x V); und wegen der Eindeutigkeitsaussage (509) folgt hiermit (505).

Bemerkung 109. Es seien die Voraussetzungen von Satz erfillt. Firn =1 schreibt sich (500)
in Termen der Darstellungsmatrizen der involvierten linearen Abbildungen wegen der Rechenregeln
() und [@91) fir Darstellungsmatrizen in der Form

(81(1)('%a 77(@)% cee 78mq)(j7 77(%)))
Om1®(Z, (1))

denn es gilt ja Jo(n) = Vn sowie (ﬁ[;ﬁ, N(Z)|r = Om+1P(Z,n(2)).

Vn(E) = — VieU (512)

146(1) O ist offen in O (als metrischer Unterraum) da O, O offen in R™ x R™ sind. (2) Q ist dann offen in Q (als
metrischer Unterraum) da « ein Homéomorphismus ist. (3) Da Q offen in R™ x R™ ist folgt, dass Q auch offen in
R™ x R™ ist.

'47Man sieht das auch anhand der Gestalt der offenen Bille in R™ x R™ beziiglich der Maximumsnorm.

148Beachte: Sind A C R™, B C R™ gegeben mit A x B C O, so gilt wegen O C U x V automatisch A C U und B C V.
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Man beachte hierbei, dass zwar n(x) fir belicbiges T € U nicht explizit gegeben ist, fiir T = x wegen
n(x) =y aber schon. Somit lisst sich Vn(x) mit (512) tatsichlich auch explizit ausrechnen.

Vo, i
( *Anmerkung: Die rechte Seite lisst sich schoner schreiben als —((();))) mit den C*-Abbildungen
(Details siche Bemerkung*[23):
By R™ 5 @ B(x,n(#)) € R und B;:R=R"5y s &(F,y) € R )
Beispiel 111. a) Seim,n =1, u=1, sowie (J(z)® = (22 2y))

P:RxR—R, (z,y) — 2% + 3>
Dann ist ®~1(u) C R? der Einheitskreis; und wir betrachten den Nordpol (z,y) = (0,1):

. a@\é[iﬂ, Jlr = 2@(&,7) = 27 ist eindimensional, also gilt det(c@[:ﬁ, Jlr) =2y > 0 fir g > 0.
e Die Aussage in Satz[109 gilt bspw. fiir:

U=(-60), V=ONl+e), mU35-/1-2eV

mit 0 <d <1, —/1—0862< X< V1 —02, e >0 beliebig aber fiziert.

1—[62

Skizze fiir = 0.8, A =04, ¢ =0.2.

Sei beispielsweise § = 1, also A =0 und € > 0:

— U: U 3&~ (2,1(2)) € U x V parametrisiert den oberen Einheitshalbkreis (ohne (+1,0)).
— 1 ist nicht injektiv, denn es gilt n(7) = n(—7) fir alle T € (0,1).

— 1 ist nicht surjektiv (fiir kein € > 0), denn es gilt im(n) = (0,1] C (0,14¢) = V.

— Es gilt n'(z) = —%@ fiir jedes & € V = (—1,1); und mit erhalten wir ebenfalls:

010 (2,v/1-22) : 5

n'(7) = _82<I>(5:, 1—;7;2) - T Viez ~  n@)

Beachte: Fiir & €V = (~1,1) gilt det (d®[Z,7(Z)|r) = 2n(F) = V1 — 22 > 0.
(%) Da U wegzusammenhdingen ist, gilt zudem die Eindeutigkeitsaussage in Bemerkung* .
b) () Seim =2, n=1, u=1, sowie
d:R? xR — R, ((x1,22),2) = 7 + 23 + 22
Dann ist ®~1(u) C R? die Einheitssphdre; und wir betrachten den Nordpol ((x1,2),2) = ((0,0),1):

—~

(] d‘b[(f}l,fg),g]R = 83@((@,@),2) =2z = det(@[(i‘l,fg),i]R) =2z>0 fﬁ?” z>0.
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e Die Aussage in Satz gilt bspw. fiir: (e > 0 beliebig aber fiziert, U ist wegzshd.)
U={weR?||w||lax <1} CR2,  V=(0,1+¢), n:U3w0—+/1— |02, €V.

— W: U 30— (0,n(w)) € R parametrisiert die obere Einheitshalbsphire.

— 1 ist nicht injektiv, denn es gilt n(w) = n(@') fir alle w, " € U mit |0||euxc = |0 |-

— n ist nicht surjektiv (fir kein € > 0), denn es gilt im(n) = (0,1] C (0,1 +¢).

— FEs qilt Vn(z1,22) = —77(&11’?2 fiir jedes (&1, 42) € U; und mit . ) erhalten wir ebenfalls:

(81<I>( (1,82), /1-32-73) 02 ((#1,82),\/1-32-33) ) (i)

vn(jlv‘%?)

_ _ (&1,82)
930 ((#1,2), 1—@%—5;5) Vi—i2—i3 n(Z1,2)

c) (%) Seim=1,n=2, u=(1,0), sowie

d: R x R? — R, (z, (y1,y2)) — (x2+y%+y%,y2).

Dann ist ®~(u) = {(a,b,0) | a® +b? = 1} der Einheitskreis, welcher in der Ebene R? x {0} liegt.
Wir betrachten den Punkt (z,(y1,y2)) = (0,(1,0)):

e [Ls gilt det ((ﬁ[O, (1,0)]) =2, wegen <82<I>1(a:, (v1,42)) Os21(z, (yl’yQ))> = <2y1 2y2>.

0o®a(z, (y1,92)) A3P2(z, (Y1,92)) 0 1
e Die Aussage in Satz gilt bspw. fiir: (e > 0 beliebig aber fiziert, U ist wegzshd.)
U=(-1,1, V=(0,1+¢)x(-ce), n:Ud3~ (V1-32,0)€V.
(#)

((#): Das offene Intervall (—e,¢) dient hier nur der Sicherstellung, dass V. C R? offen ist.)
Ubung 164. Wir betrachten die glatte Abbildung

®:R? xR — R, (z1,22),y) = 3> + 4y — 22 + 2125 4+ 80 — 7
sowie u € R mit ®~1(u) # @@ und fizieren (x,y) € ®~1(u) mit x = (71, 22) € R%

a) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen von Satz[109im Punkt (x,y) erfillt sind, dass also d®[z,y|r €
GL1(R) gilt.

(Salopp ausgedriickt: Die Urbildmenge ®~1(u) ist lokal um jedem Punkt gegeben durch den Gra-
phen einer Impliziten Funktion.)

b) Berechnen Sie den Gradienten Vn(x) fir eine durch Satz|104 bereitgestellte (glatte) implizite
Funktion n: U — V fir U C R? offen mit x € U sowie V C R offen mity € V, d.h.,

> Hu)N(UxV)=T,.
Ubung 165. Wir betrachten die glatte Abbildung
d:RxR—R, (z,y) — y> + 2° + 2y,

und setzen u = 0. Zeigen Sie, dass ® fiir jedes (z,y) € ®'(u) die Voraussetzungen von Satz
erfiillt, und berechnen Sie n/'(x) fiir eine zu (x,y) gehdrige (glatte) implizite Funktion 1.

149 Beispielsweise u = —7 wegen ®((0,0),0) = —7.
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Ubung 166 (Satz aus Satz [102). Sei n € Nsug, W C R"™ offen, p € U und f: W — R" eine
CF-Abbildung mit k € NxgU {00}, sodass dpf € GL,(R) gilt. Folgern Sie aus Satz (mit m =n),
dass f lokal um p umkehrbar ist.

Anleitung: Betrachten Sie hierfiir die C*- Abbildung

=U =V
/N =
® := (idgn oprg — foprg): R" x W —R", (@,y) =z — f(y)

mit u :== 0 € R™ und (x,y) := (f(p),p), verifizieren Sie ¢(x,y) = u sowie (@[az,y]R = Jpf, und
werten Sie schlieflich die Bedingung (505)) aus. (Mdéglicherweise miissen Sie den Bildbereich einer
durch Satz bereitgestellten impliziten Funktion trickreich verkleinern.)

16.4.1 Zusatzmaterial*

Bemerkung* 21 (Eindeutigkeit der Impliziten Funktion). Es seien die Voraussetzungen von Satz
erfillt. Die Implizite Funktion 7 ist eindeutig in dem folgenden Sinne:

e Definition: Fine Teilmenge O C R™ heifit wegzusammenhangend, wenn zu je zwei Punkten z, 2" €
O eine stetige Kurve (Weg) v: [0,1] — O existiert mit v(0) = z und v(1) = 2’.

Durch verkleinern von U kénnen wir erreichen, dass U wegzusammenhdngend ist. In der Tat
finden wir ja ein e > 0 mit Bo(x) C U (bzgl. einer fixierten Norm ||| auf R™), wobei B.(z) wegen
der Dreiecksungleichung wegzusammenhdingend ist:

Beweis der Behauptung. Fiir v: [0,1] 5t — (1 —t)-2+1¢-2 € R™ mit 2,2 € B.(z) gilt wegen
der Dreiecksungleichung:

Iv@®) =2l =11 -1)-(z —2) +t- (&' —2)|
< (A=t flz—al+t- | — 2|
< (I1—-t)-e+t-e=e. O

e Eindeutigkeit: Seien n: U — V und 7]’:!7 — V' beides stetige Abbz’ldungen fiir die (505|) gilt
(also implizite Funktionen zu (z,y)). Ist U wegzusammenhdingend, so gilt n =n' (formell priziser
im(n) = im () und p|™0) = g [0,

Beweis der Eindeutigkeit. Sei T € U~ vorgegeben, und ~: [0,1] — R™ stetig mit im(y) C U,
v(0) =z, v(1) = 2. Wegen (z,y) € (U x V)N (U x V') gilt n(x) = n/(z); also ist

7i=supg ({0 €[0,1] | n(v(t)) =7n'(x(t)) fiir alle t € [0,0] }) € [0,1]
=M

definiert (0 € M # ()). Dann gilt 7 € M; denn wegen Ubung |64] existiert eine Folge {7, }nen in M
mit lim,, 7,, = 7, und mit der Stetigkeit (Folgenstetigkeit) von 1o, n o~ folgt:

n(y(7)) = limy, y(n(7a)) = limy, y(7'(70)) = 7' (7(7)).

Dann ist O := V NV’ offen mit n(~([0,7])) € O 2 1 (v([0, 7]))-

150F{ir die Eindeutigkeitsaussage geniigt es in der Tat, nur die Stetigkeit vorausszusetzen.
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Gilt nun 7 < 1, so existiert daher ein 0 < ¢ < 1 — 7 mit n(y([0,7 4+ ¢€))) € O 2 n'(v([0,7 + ¢))).
Fiir jedes t € [0, 7 +¢/2], gilt dann:

(03)

Bemerkung* 22. Sei ® wie in (502), sowie x € U, y € V. Per Induktion folgt aus Ubung|144, dass

¢, : R™ — R", x = O(z,y)
o,: R" —» R", y— O(x,y)

ebenfalls C*-Abbildungen sind, mit

8]'1“’ aqu)y = (ajl : '8jp(b)|U><{y} V1 Sp S k? {j17' . wjp} g {17’77’}
8j1...8jp<1>x = (3j1...8qu))’{x}><v V1 Sp < k, {jl,...,jp} - {m+1,...,m+n}.

Insbesondere besteht dann der Zusammenhang

d®[z,y|r = da Py und d®lz,ylr = dyPs,
also
dP[z, Yl = Jo(®,) und dP[z, ylr = Jy (D).

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage fiir ®, (die entsprechende Aussage fiir ®, folgt analog): Die
Aussage gilt fiir £ = 0, denn wegen Ubung ist @, stetig. Wir zeigen per Induktion:

8]'1...8]'1)(1)95: (8j1...8jp<1>)|{z}xv V1 Spgk, {jl,...,jp} - {m+1,...,m+n}. (513)
Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt dann automatisch aus Ubung

e Fiir k =1ist (513) klar; denn firy € V, m+1<j<m+n,undt € R mit (z,y)+t-e; CU XV,
gilt ((z,y) +t-ej) = Pu(y+1-e;), also
Doy +1-ej) = Paly)

0;@(z,y) = lim " = lim ; = 0;%x(y).

e Es gelte die Aussage fiir ein k € N5, und es sei ® eine C*T1-Abbildung. Fiir m+1 < jo, ..., jk <
m + n und y € V erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung im zweiten Schritt:

8]-0. . .6jk<I>(x, y) = 8]-0 (8]‘1. . 8]k<1>)(x, y) = Bjo (6]-1. . 6jk<1>z)(y) = 8]‘0. . 8]k<1>x(y) OJ

17 Gewohnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von
gewOhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. Wir diskutieren zunéchst den eindimensionalen
Fall (hier gelten besondere Aussagen) und widmen uns danach der hoher-dimensionalen Situation.
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17.1 Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt behandeln wir gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung:

Definition 80. Sei M C R x R=R? und f: M — R eine stetige Abbildung@ Dann heifst
¢ = f(.9) (salopp z’ = f(t,x)) (514)
(gewdhnliche) Differentialgleichung erster Ordnung (auf M). Eine Bedingung der Gestalt
p(to) = o fiir (to, o) € M (515)
heifst Anfangsbedingung zu der Differentialgleichung .

e FHine (lokale) Losung von (514)) ist eine differenzierbare Abbildung ¢: D — R mit D C R ein
nichtentartetes Intervall, sodass gilt:

Ly ={(t,p(t)|te D} C M sowie O'(t) = f(t,p(t)) VteD. (516)

(Beachte, dass die rechte Seite nur formuliert werden kann, wenn die linke Seite gilt.)

o Gilt zusdtzlich zu (516]) noch
(to,x0) € 'y fiir ein  (to,x0) € M (to €D mit p(ty) =xo und (to,z0) € M), (517)
so wird ¢ als (lokale) Lésung von (514)) zur Anfangsbedingung (515)) bezeichnet@

Bemerkung 110. (a) Die linke Seite von (516) erzwingt natiirlich
DCpriy(M)={teR|3zecR: (t,x) € M}.

Im Allgemeinen ist aber D eine echte Teilmenge der rechten Seite (vgl. Beispiel .

(b) Angenommen f hdngt nicht von x ab; genauer
f:M=AxR—R, (t,z) — h(t)

mit einer stetigen Abbildung h: A — R. Dann schreibt sich (514)) in der Form ¢’ = h. Ist A ein

nichtentartetes Intervall sowie (tg,xo) € A X R, so ist gemdff dem Hauptsatz
p(t) =z0+ [ h Vte A

die eindeutige Lisung von ¢ = h = f(-,p) mit o(tg) = z¢ und dom(p) = A.
(c) Mit Hilfe des Hauptsatzes sieht man Folgendes (vgl. Lemma[93 in Abschnitt :

Sei ¢: D — R stetig mit 'y, C M und (to, z0) € M, sowie D C R nichtentartet. Dann ist ¢ eine
Lésung von ¢ = f(-, ) mit p(to) = xo (¢ differenzierbar) genau dann, wenn gilt:

ot)=z0+ | f(s,0(s))ds VteD.

to

Mit dieser Integralgleichung ldsst sich aber ohne Weiteres keine Lisung direkt gewinnen, da ja
@ auf beiden Seite auftritt. In Abschnitt werden wir dennoch obige Gleichung benutzen,
um Lésungen zu konstruieren (und zwar iterativ, und unter Zusatzbedingung an f).

51Wir versehen M wieder mit einer eingeschrinkten Normmetrik. Wir hatten ja in Kapitel geklart, dass es
beziiglich Stetigkeit von Abbildungen etc. hierbei nicht auf die explizite Wahl der Norm auf R? ankommt.
152Gilt (516)), so ist also ¢ fiir jedes (to,x0) € T, eine (lokale) Losung von (516) zur Anfangsbedingung (515)).
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Bemerkung 111 (Richtungsfeld). Sei f wie in Definition . Anschaulich beschreibt f ein An-
stiegsfeld (Richtungsfeld). Gesucht ist dann eine differenzierbare Abbildung ¢: R O D — R, sodass
die Tangente an den Graphen I'y C M in (t,(t)) (t € D) gerade den Anstieg f(t,¢(t)) hat; d.h.,
fiir den Geschwindigkeitsvektor 'y:(, = (1,¢') der Graphenkurve

Yo: D2t (tp(t) € M CR? soll v, = (1, f(, ) gelten.

t

Am Punkt (t,z) ist der entsprechende blaue Richtungspfeil gegeben durch (1, f(t,x)).
Am Punkt (t,(t)) ist der entsprechende blaue Richtungspfeil gegeben durch (1, f(t,¢(t))).

Manchmal kann man anhand des Richtungsfeldes auch Losungen erraten:

Beispiel A: Wir betrachten die Abbildung

f:(0,00) xR = R, (t,z) —

8

(518)

Das Richtungsfeld von f zeigt radial nach auflen, und ist entlang der Geraden durch den Ursprung
sogar konstant. Wie zu vermuten wire, ist pc: (0,00) 2 t +— c¢-t € R fiir jedes fizierte ¢ € R
eine Losung von ¢ = f(-,¢) (nachrechnen). Gibt man nun eine Anfangsbedingung p.(to) = xo mit

(to, o) € (0,00) x R wor, so erzwingt diese ¢ = f—g.
Beispiel B: Wir betrachten die Abbildung
~ t
f:Rx(0,00) > R, (t,x) = ——. (519)

T

Das Richtungsfeld von g zeigt entlang von Halbkreisen. Wie zu vermuten wire ist @.: (—c¢,¢) 3 t +—
V2 =12 € R fiir jedes firierte ¢ > 0, eine Losung von ¢ = f(-,¢) (nachrechnen) Gibt man nun
eine Anfangsbedingung ¢.(to) = xo mit (to,x9) € R x (0,00) vor, so erzwingt diese ¢ = \/z3 + 3
(der Radius der Kreises in dem I'y liegt).

X
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Links das Richtungsfelds (1, f(t,z)) von f, und rechts das Richtungsfeld (1, f(t,x)) von f.
(Auf dem gemeinsamen Definitionsbereich (0,00) x (0,00) gilt ((1, f), (1, f))euwx = 0.)

153s gilt Ty, € M = R x (0,00) wegen im(¢) C (0,00). Es wire nun zwar ¢, prinzipiell auch auf [—c, ] definiert,
aber wegen p.(+c) = 0 ¢ (0, 00) wire dies dann keine richtige Lésung von ¢’ = f(-, ¢).
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Terminologie 47 (Zeitunabhéngigkeit). Unter dem ,zeitunabhingigen Fall“ verstehen wir im Fol-
genden die Situation, in der f nicht von t abhdngt, d.h.

f(s,x) = f(t,x) fir alle s,t,x € R mit (s,z),(t,x) € M.

Ist Beispielsweise g: R O B — R eine stetige Abbildung und A C R eine Teilmenge, so ist f: M :=
AXx B> (t,z) — g(x) € R stetig und zeitunabhdngig.

Wir geben nun zunéchst einige zeitunabhéngige Beispiele; und diskutieren dann einige Sonderflle
(spezielle Gestalt von f), die dann auch Zeitabhiingigkeiten beinhalten.

Beispiel 112 (Natiirliches Wachstum und Natiirlicher Zerfall). Sei A € R und (zeitunabhingig)
f: M =R?->R, (t,z) — X\ x.

Sei D C R nichtentartet, sowie (to,zo) € M mit tg € D. GemdfS Korollar|35 ist

p: D —R, t|—>a:0-e)"(t*t°)

die eindeutige von @' = f(-,¢) mit o(ty) = x¢ und dom(p) = D, d.h.
o =X mit o(to) = xo. (520)

Die Gleichung (520) wird auch als Gleichung des natiirlichen Wachstums (A > 0) bzw. des natiirlichen
Zerfalls (A < 0) bezeichnet (oder auch als Populationsgleichung):

o Gegeben sei eine Bakterienpopulation in einer Petrischale mit Grundfliche F zum Zeitpunktt € R.
Bei ausreichendem Ndhrstoffangebot, wird sich jede Bakterie in zeitlich periodischen Zyklen durch
Zellteilung vermehren. Hat sich eine Bakterie gerade geteilt, so wird sich diese nach dem Zeitin-
tervall At wieder teilen. Bei groffer Bakterienanzahl N wird die Flichendichte n(t) := N(t)/F ein
sinnvolles Maf fiir die Bakterienanzahl N(t) (zum Zeitpunkt t) in der Petrischale sein. Da sich
nicht alle Bakterien zur gleichen Zeit teilen, sondern im Zeitintervall At statistisch gleichverteilte
Teilungszeitpunkte haben, werden wir n in Abhdngigkeit der Zeit wohl als differenzierbare Funktion
R — R modellieren diirfen. Ist 0 < s < 1, so werden sich nach dem Zeitinterval s - At, gemessen
zum Zeitpunkt t, gerade s - N(t) Bakterien vermehrt haben — Die Dichte n(t) wird also ebenfalls
um s -n(t) angewachsen sein, also n(t + s - At) =n(t) + s-n(t). Wir erhalten:

n(t+s-At)—n(t) _s-n(t) _ n(t)

p— pu— <1.
s- At s At At V0<ss

Grenzwertbildung s — 0 liefert n'(t) = %, also Gleichung sofern wir X\ = (At)~! > 0,
xo :=n(to) und ¢ :=1n setzen.

e Fine dhnliche Argumentation fihrt auf die Gleichung mit negativem A < 0, wenn man
den Zerfall der Atome eines radioaktiven Materials beschreiben will (vorausgesetzt, die Anzahl der
Atome ist sehr grofs). Jedes Atom zerfillt zufillig, hat aber eine gewisse Zerfallswahrscheinlichkeit
pro Zeiteinheit. Die Anzahl der pro Zeiteinheit zerfallenden Atome ist daher proportional zur
Anzahl der noch nicht zerfallenen Atome.

Beispiel 113 (Uneindeutigkeit von Losungen). Ldsungen von Differentialgleichungen (erster Ord-

nung) sind nicht immer eindeutz’g@ Sei beispielsweise (zeitunabhingig) Y
E ir

fM=R*SR,  (tz)~3 Va2 s

x

154Wir werden in Abschnitt [17.3| noch eine Zusatzvoraussetzung an f kennenlernen (lokale Lipschitz-Bedingung), die
zumindest lokale Eindeutigkeit garantiert.
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Die differenzierbaren Abbildungen:

p1:Rat—=0eR sowie wa: Rt (t—1t)° €R

0 ir t <t t—t)® fir t <ty (521)
p3: Rt — 3 ﬂfr =0 sowie p: Rt — ( 0) ﬁfr =0

(t —to)° fiir t >to 0 fiir t >t

sind alle Losungen von @' = f(-,¢) zur Anfangsbedingung p(to) = x¢ fiir to € R und xg = OFigl

A O N N N O O A R}
x:z,kujuujan
EEEEEEREREERE!
EEEEREEREERNE
rf g A L By B
R
EERREERNRRREE
R RN
T N N R N N O N R A A
LAddddddiddddad
SERRRRRIRINNY

Das Richtungsfeld (1, f(t,x)) von f.

Beispiel 114 (Lokalitét von Losungen). Zu einer vorgegeben Differentialgleichung samt Anfangs-
bedingungen gibt es oft nur lokale Losungen, d.h., der Definitionsbereich einer Losung kann nicht
notwendig (durch Fortsetzen der Losung) auf ein grifieres Intervall erweitert werden:

a) Wir betrachten die stetige Abbildung (zeitunabhangig): (pri (M) =R)
f: M =R?> >R, z— 1+ 22
Die differenzierbare Abbildung
: (-3,5) R, t — tan(t)
)

ist eine Losung von @' = f(-, ) mit p(0) =0 (tan’ = 1 + tan?). Ihr Definitionsbereich lisst sich

nicht erweitern; denn ist beispielsweise ¢: (=%, %] — R differenzierbar (bzw. einfach nur stetig)

2072
mat g?)\(_ ) = ¥, so erhalten wir den Widerspruch

23
R 2 ¢(5) = limgpz 4(t) = limgp z (t) = limgy 2 tan(t) = oo.
b) Wir betrachten den Kegel M = {(t,z) € R? | |z| < t}, und hierauf die konstante Abbildung
f: M > (t,z) = X € R mit A € R (zeitunabhingig). Wir fixieren (to,xo) € M und setzen
¢:R—R, t— a0+ A (t—to).
Offensichtlich gilt dann (pr;(M)=R)
O =A=f(n0)  mit (o) =0 (522)

o Sei |\ <1, und ¢ := |y 00)- Dann ist p eine Lisung von @' = f(-,¢) mit o(to) = xo; und
zwar wegen (522), denn es gilt I'y C M :

(to,xo)EM
e < lzol +[Al-(t—t) < to+(t—to) =t V't € [to, 00).

(Wie im Bild angedeutet, lisst sich ¢ unter Umstinden auf Zeiten < to erweitern.)

155Grob gesagt gibt es hier Probleme mit der Eindeutigkeit, weil lim, o w = oo gilt (vgl. Beispiel ).
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o Sei A > 1, sowie tg =1 und xo = 0. Dann gilt
tot) eM fir t>1 & A (t-1)<t & t<2

(Wie im Bild angedeutet, lisst sich ¢ auch auf Zeiten < 1 erweitern.)

und somit wegen ((522)):

— @ = |/ (a—1)] ist eine Losung von ¢’ = f(-, @) mit p(tg) = xo.
— Qe = Pl a/(A—1)+e] Mil € > 0 ist keine Losung von @' = f(-,¢) mit (to) = xo.

Unter obiger Menge M mag man sich eine mit konstanter Rate in beide Richtungen ausdeh-
nende/zufrierende (eindimensional) Fisfliche vorstellen, auf welcher zu einem Zeitpunkt ty ein
Schlittschuhldufer in eine der beiden Richtungen bei xq startet und sich mit konstanter Geschwin-
digkeit fortbewegt. Lisungen obiger Differentialgleichung sind dann diejenigen ’s, bei denen sich
der Schlittschuhliufer zu allen Zeiten (Definitionsbereich von @) auf der (eindimensionalen) Eis-
fliche befindet (und nicht in den See fillt, und dann von der zufrierenden Fisdecke eingeschlossen
wird ...). Dieses Beispiel verdeutlicht auch, dass es durchaus sinvoll sein kann, beliebige Teilmen-
gen M C R? zuzulassen (wie wir es ja getan haben) anstatt beispielsweise nur Teilmengen der
Form Dy x Do, mit Intervallen D1, Do C R zu betrachten. Die spezielle Wahl der Menge M
erlaubt es sozusagen gewisse Randbedingungen vorzugeben, die beispielsweise gewisse Eigenarten
eines durch eine Differentialgleichung zu modellierenden Realsystems (physikalischen Systems)
kodieren.

17.2 Spezielle Typen von Differentialgleichung erster Ordnung

Wir diskutieren nun einige Situationen, in denen die Abbildung f eine gewisse Form aufweist.

17.2.1 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen
In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall, dass f faktorisiert:

Terminologie 48 (Differentialgleichung mit getrennten Variablen). Seien D, B C R nichtentartete
Intervalle, sowie h: D — R und g: B — R stetige Abbildungen mit g(x) # 0 fiir alle x € B. Wir
betrachten die stetige Abbildung:lTEI (beachte pri(M) = D und pro(M) = B)

f:M=DxB—R, (t,z) — h(t) - g(z).
Die Differentialgleichung (514) liefit sich nun in der Form

@' =h-(go¢p) (salopp «' = h(t) - g(x)), (523)
—_——

und (b15)) weiterhin als o(to) = zo fir (to,xo) € M.
e Fine Differentialgleichung der Form (523)) heifit Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

o Fine differenzierbare Abbildung p: D — R ist genau eine Lisung von (523) zur Anfangsbedingung
o(to) = xo, wenn gilt:

r,CM MZLxB DCD A im(p)CB
(to, o) € 'y, MZDxB o(to) =x9 mit tg € D, xp € B
¢'(t) = h(t) - gle(t)) VteD.

156 ¢ — (hopr,|m) - (goprylar) ist als Produkt der stetigen Abbildungen h o pry|ar: M — R und gopryla: M — R
ebenfalls stetig, vgl. Beispiel@
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Bemerkung 112. Einen Ldsungsansatz fir (523|) erhdlt man durch ,Saloppumformungen:

%_h() g(z) =" %:h()dt a fwto)g fto t =" 90:(]‘1’09) (fto )

Wir betrachten nun also die Stammfunktionen

t T
1
H:D>t— | heR und G:BB:UH/ER, (i)

to
und bemerken Folgendes:
a) Nach dem Hauptsatz sind H und G stetig differenzierbar (also stetig) mit H = h und G' =
Zudem ist G streng monoton; also injektiv wegen Lemma [{3:
o Fs gilt % > 0 oder % < 0, denn ansonsten liefert der Zwischenwertsatz einen Widerspruch zur
Nullstellenfreiheit von é

o Gilt % > 0/% < 0, so ist G streng monoton wachsend/fallend wegen Korollar (G/ - %)
b) B := G(B) ist ein nichtentartetes Intervall mit 0 = G(xo) € B, und

L= (G|B)_1: B — B st stetig differenzierbar mit L'(q) = g(L(q)) fir alle ¢ € B. (i)

In der Tat:

o Wegen Komllar ist B = G(B) ein Intervall; und da G injektiv und B nichtentartet ist, ist
auch B nichtentartet. Zudem ist L stetig wegen Satz .

o Wegen Satz ist L differenzierbar (G' = % hat keine Nullstellen) mit

S\ —1\/ 1
/ _ B — —
L@Gw) = ((6") ) Go) =gy =) VreB
Die Substitution p = L(q) mit ¢ € B liefert ({ii). Also ist L' = go L als Verkettung stetiger
Funktionen ebenfalls stetig.

c) Ist B offen, so existiert D C D nichtentartet mit to € D und H(D) C B = G(B) {7
Beweis. o Es gilt H(tg) =0 = G(z0) € B.
e Bist offen, da G streng monoton ist Wegen 0 = G(xp) € B, existiert £ > 0 mit (—¢g,e) C B.

e Da H: D — R stetig ist mit H(tp) =0 € BJ existiert § > 0 mit H(D) C (—¢,¢) C B, fiir das
(wegen Ubung nichtentartete Intervall D := (tg — 6,0+ d) N D. O

Satz 103. Seien D, B C R nichtentartete Intervalle, sowie h: D — R und g: B — R stetige
Abbildungen mit g(z) # 0 fir alle x € D. Sei (to,z0) € D X B vorgegeben, und seien H, G, L wie in
) und (i) definiert. Sei weiterhin D C D mnichtentartet mit to € D und H(D) C G(B) = B (vgl.
Bemerk:ung .) Die C*-Abbildung

SD:LOH’DD—)B

ist die eindeutige Losung der Differentialgleichung ¢ =h-(gop) zur Anfangsbedingung p(to) = xg
mit dom(yp) = D.

Beweis. Es gilt o € C'(D,R) da L und H stetig differenzierbar sind.

157 Beispielsweise existiert fir D = [0,1], B =[0,1], to = 1, 2o = 0, h = 1, g = 1 kein derartiges Intervall D C D; denn
es gilt ja H: [0,1] 5t —t—1€[-1,0l und G: [0,1] 3t —t € [0, 1]; also H([0,1]) N G([0, 1]) = {0}.

1588ei 0.B.d.A. G streng monoton wachsend. Fiir y € B sei # € B mit G(z) = y. Wegen der Offenheit von B existiert
ein € > 0 mit (z — 2e,2 4 2¢) C B; also G(z — &) < G(x) < G(x + ¢). Die Intervalleigenschaft von B impliziert
y=G(z) € (G(x—¢),G(z+¢)) C B.
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e Losungseigenschaft: Es gilt o(tg) = L(H(tg)) = L(0) = G~1(0) = zg, und die Kettenregel liefert:

S = 1) - CH®) U h) . g( Lo m)(1) =hit) glet)  VieD.
Weiterhin gilt T, C D x BC D x B= M.

e Eindeutigkeit: Sei ¢: D — R mit I'; C D x B sowie ¢/ = h-(go @) und @(tg) = xqo ((to, x0) € T').
Die Kettenregel liefert:

(God)(t) =G 31) &) 8~ ht)-g(@@) =h(t)y  VieD.

Wegen (G o ¢)(ty) = G(xo) = 0 zeigt der Hauptsatz, dass G o o = H|p gilt; also p = Lo H = ¢
wegen H(D) C B. O

Beispiel 115. Wir betrachten die Funktionen aus Bemerkung[111):
a) Sei D = (0,00) = B, (to,x0) € D x B, sowie (Einschrinkung von (518|) auf D x B):

f:DxB—R, (t,z) — = =h(t)-g(x)

mit h: D>t~ + € D und g =idg: B — B. Dann gilt mit B := R:

T
t

H: D— R, t — log(t) — log(to)
G: B — B, x +— log(x) — log(xo)
L: B — B, y — eV T log(@o),

Fiir D := D gilt dann to € D und H(D) = H(D) =R = B. Satz zeigt, dass

o =LoH|p: (0,00) = (0,00),  t+s el Floal@o) — ?-t
0

die eindeutige Losung von ¢ = h - (go @) mit o(tg) = 2o und dom(p) = D = D = (0,00) ist —
Im Einklang mit Beispiel A in Bemerkung 1111

b) * Sei D =R, B = (0,00), (to,z0) € D x B, sowie (siehe (519))):

FiDxBoR, (1) —0 —ht)-§)

T

mit h = —idp: D — D und §: BB&?»—)%GB. Dann gilt mit B := (—%g,oo):

H:DoR, — t—-L41

G: B — B, T %2_§

= = 1

L: B— B, y— (2y + 23)2
Fiir ¢ := /22 +tZ C R und D := (—¢,c¢), gilt dann to € D und H(D) = (- ?,%) C B. Satz
105 zeigt, dass

¢=LoH|s: (—c,c) = (0,¢), t— e —1t?

die eindeutige Lisung von @' = f(-,¢) mit o(tg) = xo und dom(p) = (—¢,¢) ist - Im Einklang
mit Beispiel B in Bemerkung[111}

159 Analog kann man natiirlich auch den Fall D = (0,00) und B = (—o0, 0) behandeln.
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Ubung 167. Sei Sei D = (0,00) = B, (tg,20) € D x B, sowie

X
f:DxB—=R, (t,x)|—>—¥
fiDxB—=R, (tz)— -

X
X [ x
0
“\\'\\«1~~~.~\ ----------------
LR T N T T T T o e
MO R A e e e e e . N .
R T T R N S e A S A A A
04 R N R T T T T R SR A L A
WM MM R R R M M aw - G e
T N | S i P A AP A B
R R SRR RS MR REE T emmmm e E AR RS
..........................................
.............. | == e eworewwpa g gy
04
--------------------------- _4“
------------------------ A A 4 4
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vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv ;f!lﬁ‘!

Links das Richtungsfeld (1, f(t,x)) von f, und rechts das Richtungsfeld (1, f(t,z)) von f.
(Auf dem gemeinsamen Definitionsbereich (0,00) x (0,00) gilt (1, f), (1, f))ew = 0.)

a) Fiir (to,x0) € D X B worgegeben, bestimmen Sie die eindeutige Liosung von @' = f(-,¢) mit
o(to) = xo und dom(p) = D = (0, 00).

b) Fiir (to,z0) € D x B wvorgegeben, bestimmen Sie die eindeutige Lisung von ¢’ = f(‘,cp) mit
¢(to) = zo und

o 1y >ty dom(p) = D:=D= (0, 00),
o z0 < ty: dom(yp) = D := (V13 — 2, 00).

Machen Sie sich die beiden Fille anhand einer Skizze des Graphen von ¢ klar.

17.2.2 Lineare Differentialgleichungen
In diesem Abschnitt betrachten wir den Spezialfall linearer Differentialgleichungen:

Terminologie 49 (Lineare Differentialgleichung). Sei D C R nichtentartet, und o, 5: D — R stetig.
Dann ist die Abbildung

f: M=DxR—R, (t,x) = a(t) -z + B(t)
ebenfalls stetig; und die Differentialgleichung (514) liefit sich in der Form:

o =a po+8 (salopp ' = a(t) -z + B(t)). (524)
pICR")

Eine differenzierbare Abbildung - D — R ist genau eine Lisung von (524) zur Anfangsbedingung
©(to) = zo, wenn gilt:

M R

r,CM = DcD
(to,.r()) € F‘P M<::D>><R go(to) =x9 mit tg € D, g €R
Jt)=alt) -ot)+ () VteD.

Eine Differentialgleichung der Form ((524)) heif$t lineare Differentialgleichung erster Ordnung; und zwar
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e homogen falls 5 =0 gilt,
e inhomogen falls 8 # 0 gilt.

Lemma 91 (Homogene lineare Differentizilgleichung). Sei D C R nichtentartet, a: D — R stetig,
sowie D C D nichtentartet und (to,x9) € D x R. Die C*-Abbildung

¢: D =R, t — x0 - expp (ftto ) (525)

ist die eindeutige Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ¢’ = a - ¢ zur Anfangsbedin-
gung p(to) = xo, mit dom(p) = D.

Beweis. Offensichtlich gilt p(t9) = xo; und der Hauptsatz sowie die Kettenregel liefern ¢ € C 1(D,R)
mit ¢’ = « - . Fiir die Eindeutigkeit sei ¢: D — R differenzierbar mit ¢’ = a o ¢ und $(ty) = xo.
Die Abbildung n := ¢-expg (— ft; a) ist differenzierbar (iibliche Ableitungsregeln); und wir erhalten

n=a ¢ expg(— fto @) + ) - expp (— fto @) =0 — n =n(ty) = o

— ® =T epr(fto )—cp
mit Korollar [32}f2)| (erste Implikation) sowie Satz (zweite Implikation). O
Beispiel 116. a) Den Fall « = A € R konstant hatten wir bereits in Beispz'el diskutiert.
b) Im Einklang mit mit Beispiel A in Bemerkung (bzw. Beispiel Eﬂ), also

f:(0,00) x R = R, (t,z) — —=at)-x

SRS

mit a: R 3> ¢t — 1 € (0,00), liefert Lemmaﬂlr (to,z0) € D x R mit D C D = (0,00) die

etndeutige Losung

0: D — R, t — (- expr (ftl; % ds) = 0 - exXpp (log(t) — log(to)) = f—g -t

zur Differentialgleichung ¢’ = « - @ mit p(tg) = x¢ sowie dom(p) = D.

Den allgemeinen inhomogenen Fall behandelt man, indem man sich vom homogenen Fall inspirieren
lasst: Man ersetzt die Konstante g in (525) durch eine differenzierbare Funktion w: D — R mit
u(tp) = xo (Variation der Konstanten), und leitet mutig ab und stellt um:

. !
¢¢:“'GXPR(LOQ) = a-p+f=¢ =u po+a u-p
~—_—— ~——
= %o _— u = (pal ﬁ ¥ (526)
(t)z ] — . — o
T u=aot foley!B) mit eyt =expr(— [ a).

Satz 104 (Inhomogene lineare Different{algleichung). Sei D C R nichtentartet, a, 3: D — R stetig
und D C D nichtentartet und (to, zo) € D x R. Dann ist die C1-Abbildung

¢: D =R, t (zo+ ftto(goal -B)) - epr(fttO @) (527)
=Uu =>®0

die eindeutige Losung der Differentialgleichung ¢ =a-@o+ f zu der Anfangsbedingung ¢(ty) = xo
mit dom(yp) = D.
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Beweis. Es gilt ¢ € C'(D,R) wegen der Produktregel; denn es gilt u, goo,gpal e CY(D,R) wegen
dem Hauptsatz, der Produktregel, der Kettenregel, und der Glattheit von expg. Offensichtlich gilt
©(to) = zo; und die Losungseigenschaft verifiziert man mit den iiblichen Ableitungsregeln:

O =u-py+u po=a-u o+ (g B)po=a-p+p.
——
=

Fiir die Eindeutigkeit, sei ¢: D — R differenzierbar mit ¢’ = - @ + § und &(to) = xp. Wir setzen
i:=@ -y, also ¢ = @ - o, und erhalten wegen i(tg) = (to) = xo mit dem Hauptsatz (Satz :
— = (¢! = —
- —T - _ _1 SatzB7d -~ * _ ~ A~
W= p+B)pyt+@-(—a-pph)=p8-¢" 7= u:azo—i—ftocpol-ﬁ = @=u-py. O

Beispiel 117. Sei D =R = D, tg,zp € R, sowie a: R >t 2t € R und 8: R >t — 3 € R. Wir
betrachten die inhomogene lineare Differentialgleichung

o =a-p+B mit @(tg) = w0 (salopp ' =2t -z +1t3).

2
Wir erhalten ¢o(t) = expg (ftto 2s ds) = expp (t2 — t%) = % fiir alle t € R, also
e 0

2 2

t 2 t <3 t 2 2 42 t2+1 42
o) = (wored L ads ) = prare (5o Bt o)
‘0
€

gone)
87Tl e
2 to

]

(¢}
~
o

@
N

t

t t2 4+ 1 211
= ([L‘()—{— 02 )—T+
e

o

17.2.3 Homogene Differentialgleichungen*®

Terminologie 50 (Homogene Differentialgleichung). Sei B C R ein nichtentartetes Intervall und
g: B — R stetig. Dann ist die Abbildung

f: Mg := {(t,x)ERXXR)%GB}, (t,w)%g(%)
ebenfalls stetig; und die Differentialgleichung (514)) liefst sich in der Form:

oo =o(2) (o = (2)). 29

Eine differenzierbare Abbildung p: D — R (D nichtentartet) ist somit eine Losung von (528) zur
Anfangsbedingung p(ty) = xo genau dann, wenn gilt:

I, € Mg also DQRX A {@\teb}gB
o(to) =z fiir (to,z0) € D xR mit ieeB (529)
O(t) = g(@) VteD.
FEine Differentialgleichung der Form heifst homogene Differentialgleichung erster Ordnung@

Die Losungstheorie homogener Differentialgleichungen ldsst sich auf die Losungstheorie von Diffe-
rentialgleichungen mit getrennten Variablen zuriickfiihren:

160Homogene Differentialgleichungen haben prinzipiell nichts mit homogenen linearen Differentialgleichungen zu tun
(Verwechslungsgefahr). Die Bezeichnung ,,homogen® kommt daher, dass f(At, Az) = f(t,z) fir A € Ry und (¢,2) €
M mit (X, A\z) € M gilt, d.h. f ist eine sogenannte homogene Funktion.
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Kurzfassung: Gegeben sei eine Differentialgleichung in Saloppform 2’ = g(7) mit g: B — R stetig
(B C R nichtentartet). Man erhélt eine Losung ¢: Ry 2 D — B zur Anfangsbedingung ¢(tg) = xo
fiir (to,z0) € D x R mit % € B, indem man zunéichst durch Substitution informell umformt:

2= — = Z+t~2/:l‘,:g(%) ZQ(Z) = Z/:W; (530)

dann eine Losung ¢: Ry 2 D — B mit o(ty) = f—g der rechten Seite (Differentialgleichung mit

getrennten Variablen) berechnet, u~nd schlief3lich Dot t- ¢ € R setzt. In der Tat gilt dann ja
o(to) = to - % = xg, sowie fiir t € D:

(t (1) = (1, <P( )€ Mg  wegen =) € B
F(t) = (1) +1- /(1) = ¢(t) + 9(p(1) — () = g(42).
Beispiel: Sei (tg,z0) € Ry X R, sowie g: B=R 3 2+ 1+ 2z + 2% € R. Dann liet sich (528) salopp

¥ =1+%+ (%)2 sowie die rechte Seite von (530]) in der Form fli =7 = 1‘7
Eine Saloppumformung wie in Bemerkung m 112| liefert: 10g(ti)
z—’—
fy =9 = arctan(@(t)) — arctan((to)) = fi2" 1925 = [} dt = log(t) — log(to)

= §() = tan (1og (&) + avctan <t0 )
= p(0) = t-tan (log (&) + arctan (22))

=: A(t)
fiir alle ¢ in einem nichtentarteten Intervall D C Ry mit tg € D derart, dass A(D) C (—2,%) gilt.
Zo
t

W) €(=353))0

(Beachte: A: Ry >t~ log ( ) ++ arctan ( 0) € R ist stetig mit A(to) = arctan (

Ausfiihrliche Darstellung: In der Situation von Terminologie [50] sei:

fiRy x B—=R, (t,x)HiL(w-g(x):m
mit ' (531)
E:Rxat%%eR und g:=g—idg: Box+— g(z)—z €R.
Sei nun D C Ry nichtentartet, sowie ¢, ¢: D — R mit
pt)=2D  vieD bzw. o(t)=t-¢(t) VteD. (532)

Dann gilt:

e o (stetig) differenzierbar < @ (stetig) differenzierbar, (Quotientenregel und Produktregel)
. I', C Mg = 'y C D x B, (erste Zeile in (529))
e p(ty) = o fur (to,xo)GDmei‘cf—geB & gp(to)_%)mlt (to, ) e D x B.

e Fiir jedes t € D gilt:

Pt)=g(2D) = ftip(t) & @)+t @) =g(p(t) & @) =220 = fi o(t))

Dies zeigt die erste Aussage des folgenden Korollares zu Satz [I03}

Korollar 66. Sei B C R ein nichtentartetes Intervall und g: B — R stetig. Sei D C Ry =: D
ein nichtentartetes Intervall, (to, o) € Mp mit tg € D, und Y, P: D — R miteinander wie in
verkniipft. Dann gilt:
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(1) Die folgenden Aussagen sind dquivalent zueinander:

e o ist eine Losung von ¢ = f(-,¢) = g(£) mit ¢(to) = zo. (siehe (528))

7 (g—idp)o ¢ T

o § ist eine Losung von @' = f(-,p) =h-(§o @) = mit p(to) = 72

(2) Seien H.G, IALA be:zﬂglic}} der Ablzz’ldungen (531)) wie in ~und definiert mit (to, &0) = (to, f—g);
und es gelte H(D) C G(B) = B (durch verkleinern von D wm tq ldsst sich dies immer erreichen
falls B offen ist):

o Gemip Satz[109 ist die C"-Abbildung
gb::f/oﬁ\b: D— B

die eindeutige Lisung der Differentialgleichung ¢’ = h - (g o @) zu der Anfangsbedingung

¢(to) = 32, sodass dom(p) = D ygilt.

o Gemdfl Teil ist die C'-Abbildung o: D>tet- o(t) € R die eindeutige Losung der
Differentialgleichung ¢’ = g(?) zur Anfangsbedingung o(to) = xo mit dom(p) = D.

Beweis. Klar. O

17.3 Differentialgleichungen in mehreren Verénderlichen

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die in Abschnitt eingefiihrten Begrifflichkeiten auf die
mehrerer Variablen.

17.3.1 Zeitabhingige Vektorfelder

Eine zentrale Begrifflichkeit im Rahmen gewhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung in meh-
reren Verdnderlichen ist das sogenannte zeitabhéngige Vektorfeld:

Terminologie 51 (zeitabhéingiges Vektorfeld). Sein € Nsg und O C R xR"™ eine offene Teilmenge.
Eine Abbildung V: O — R™ heifit zeitabhangiges Vektorfeld auf O. Man sagt:

a) V erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung in (t,x) € O, wenn ein L > 0 und eine offenen Teilmenge
V CR xR"™ mit (t,z) € V C O eaistiert, sodass

IV(t,21) = V(¢ 22)[| < L+ [y — 22 V(t2),(t22) €V (533)

fiir eine Norm || - || auf R™ gilt.
Beachte: Gilt (533) fiir eine Norm auf R™, so mit entsprechend modifizierter Konstante L auch

fiir jede andere Norm auf R™ (Aquivalenz aller Normen auf R™).

b) V erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung, wenn V eine lokale Lipschitz-Bedingung in jedem (t,z) €
O erfiillt.

V heifit zeitabhingiges C*-Vektorfeld fiir k € NU {oo}, wenn V € C*(O,R"™) gilt.

Die lokale Lipschitz-Bedingung (533|) ist von zentraler Wichtigkeit fiir die Losbarkeit und Eindeutig-
keit der, einem Vektorfeld zugeordneten gewodhnlichen Differentialgleichung, welche wir im néchsten
Abschnitt behandeln werden.
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Bemerkung 113. IstV ein zeitabhingiges C'- Vektorfeld, so erfillt V eine lokale Lipschitz-Bedingung:

In der Tat, wegen Ubung ist V ja sogar lokal Lipschitzstetig; d.h. fir (t,z) € O vorgegeben,
existiert V.C R x R™ offen mit (t,x) € V C O, sodass

V(1 21) = V(t2, 22)[[1 < L - [|[(t1, 21) — (2, 22)[]2 Y (tr,z1), (2, 22) € V. (534)
fiir fivierte Normen || - ||1 auf R™ und || - ||2 auf R*! gilt. Setzt man || - || := || - |1 und wéhlt
|| 'HQ: R x R" — [0,00), (t,m)l—>max(|t|,||a:\|),

so liefit sich die rechte Seite von (534) in der Form L - max(|t; — ta|, ||z1 — z2]|); und man erhdlt
(533) im Falle t; =t = ts.

Beispiel 118. Sein =3 und O = R x R3. Stellt man sich den R mit einer stromenden Fliissigkeit
gefillt vor, so kann man diesem System ein zeitabhdngiges Vektorfeld V dadurch zuordnen, dass man

V(t,x) als die Geschwindigkeit des Flissigkeitspartikels definiert, welches sich zum Zeitpunkt t am
Ortx beﬁndet@

Beispiel 119 (Rotierende Einheitskreisscheibe). Sein =2, v = (v1,v2) € R?, sowie
O={(t,2) eRxR? |||z —t-v||lex <1} CR x R2
Wir betrachten das glatte zeitabhdngige Vektorfeld:lTEI

V: 0 — R?, (t, (z,y) — v+ (—(y—t-v2), (x —t-v1)).

Wie wir in Beispiel E] noch genauer sehen werden, beschreibt es die Geschwindigkeitsvertei-
lung der Punkte auf einer offenen und mit der Winkelgeschwindigkeit 1 entgegen dem Uhrzeigersinn
(um ihren Mittelpunkt) rotierenden Finheitsscheibe, deren Mittelpunkt sich geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit v in der Ebene bewegt und sich zum Zeitpunkt t = 0 im Ursprung befindet. Zum

Zeitpunkt t € R ist dann V(t,-) auf der offenen Einheitskreischeibe um den Punktt-v definiert, denn
es gilt:

(I xRN0 ={zeR?| |z —t v]jon <1}.
Fiir t =0 ergibt sich die folgenden Skizze fiir V(0,-):

N I e

051NN ISV
\\\\11114,/////
\E‘l“\\\_ _>_>/>/V/',/' /

A

S et

—-0.5 0 0.5

1611y der Realitiit enthiilt jeder beschriinkte Raumbereich natiirlich nur endlich viele Fliissigkeitspartikel, sodass man
V(t,x) eher als die mittlere Geschwindigkeit aller Partikel definieren wiirde, die sich zum Zeitpunkt ¢ bspw. in einem
e-Ball (¢ > 0 einmal fixiert) um z tummeln.

1620 ffensichtlich erfiillt V eine lokale Lipschitz-Bedingung, denn es gilt ja V(¢, (z,%)) — V(t, (z',v')) = (¥ — y,z — 2)
fir t € R, (z,y), (', y') € R
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Man verifiziert leicht (Ubung), dass die Menge O tatsdichlich offen in RxR? ist; allerdings nicht in der
Form I x U, mit I C R sowie O C R? offen, geschrieben werden kann. Die allgemeine Formulierung
i unseren Definitionen ldsst es also durchaus wieder zu, dass zeitabhdngige Vektorfelder nicht zu
allen Zeiten auf denselben Raumbereichen definiert sein miissen.

Eine #hnliche Argumentation wie in Ubung liefert das folgende Kriterium fiir die Erfiilltheit
lokaler Lipschitz-Bedingungen:

Proposition 26 (Kriterium fiir Lokale Lipschitzbedingung). Sei n € N5g, O C R x R™ offen, und
V: 0O — R” ein zeitabhingiges Vektorfeld derart, dass fiir jedes 1 < j < mn die partielle Ableitung
(Richtungsableitung)

éjV: 0 — Rn, (t,x) — D((),ej)V(t,ZC) =: éjV(t, .%')

existiert und stetig ist. Dann erfillt V eine lokale Lipschitz-Bedingung; genauer existieren zu jedem
fizierten (t,z) € O gewisse L >0, § > 0, sowie U C R™ offen mit x € U, sodass gilt:

IV, 21) = V(t, 22)llo0 < L+ [l21 — T2l V(¢ x1), (¢ 22) € (t=0,t+06) x U.

* Beweis. Wir betrachten die jeweiligen Maximumsnormen auf R x R und R". Sei (¢,z) € O fixiert.
Wir wihlen § > 0 mit _.U

Vi=(t—0,t+9) xB[d. ]s(x) =B[d). .]s(t,x) C O.
o Fiir jedes fixierte 7 € (t — 6, + 0) ist
fr: U —R", x — V(1,1)
eine C''-Abbildung wegen Satz denn f ist einmal stetig partiell differenzierbar wegenlligl
frly+h-ej) = fr(y) V((r,y) +h-(0,¢5)) = V(1,9)

= lim

0jf-(y) = lim = Dg,¢,)V(7,9)
— ——

h—0 h h—0 h
fiir alle 1 < j <n und y € U. Fiir y € U gilt dann: 9;V(1,y)
@21) ~
dy fr(v) > i1 vj - V(1Y) Vo= (vy,...,v,) €R"
~———
dyfT (ej) also (535)

ldy fr(0) e < [[0]loc - 72 - max (J|0;V(7, )l [ 1 < j < m).

e Fiir 1 < j < nist 9;V stetig in (¢, ). Durch verkleinern von § > 0 kénnen wir somit erreichen,
dass fiir ein L > 0 und alle (7,y) € Bld;.]5(t,z) =V gilt@
=: L,

(535) — n
”dyfT(v)Hoo <L- ”UHOO Vv eR"  (536)

. L
10,7 9)lloe <~ ¥1<j<n

e Fiir (¢, 1), (t',x2) € V vorgegeben, sei a := 0, b:= 1 und v := x5 — 1. Dann gilt z1 + [a,b]-v C U
(da U konvex); und Satz |90| (Schrankensatz) zusammen mit (536) liefert:

V(' 21) = V(' 22)llo0 = [ (21 +a-0) = fo(z1+b-0)]o S (b—a) - Ly = L - [lz1 = 22]|00. [

163piir die Stetigkeit von d; f, bendtigen wir an dieser Stelle tatsichlich nicht die Stetigkeit der vollen Abbildung 5]47
(die ja per Voraussetzung gegeben ist), sondern nur die Stetigkeit von U > y — @-V(T, y) € R™ (welche ja durch
Ubung bereitgestellt wird). Allerdings werden wir die Stetigkeit von 53-\7 tatsdchlich weiter unten noch explizit
verwenden.

'%4Man setze beispielsweise L := n- (14 max (Héﬂ?(t, #)||oo |1 < j < n)) und withle § > 0 entsprechend klein (Stetigkeit

von 9;V in (t,z)).
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Bemerkung 114. Sei n € Nyg und U C R"™ offen, und W: U — R"™ eine Abbildung. Wir kénnen
W vermdge

Vyw: O:=RxU — R", (t,z) — W(x)
immer auch als zeitabhdngiges Vektorfeld auﬁassen@ Offensichtlich gilt dann:

o V., erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung in (t,z) € O gdw. W lokal Lipschitzstetig in x ist.

o V., erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung gdw. W lokal Lipschitzstetig ist (also lokal Lipschitz-
stetig in jedem x € U ).

e Firk € N gilt V\y, € C*(O,R") gdw. W € C*(U,R") gilt (einfache Induktion).

17.3.2 Gewdhnliche Differentialgleichung

Definition 81. Sei O C R x R"™ offen, und V: O — R"” ein stetiges zeitabhdngiges Vektorfeld auf O.
Dann heifit

(gewdhnliche) Differentialgleichung erster Ordnung (auf O). Fine Bedingung der Gestalt
Y(to) = zo fir (to, o) € O, (538)
heifst Anfangsbedingung zu der Differentialgleichung (537)).

(1) e Eine lokale Losung von (537)) ist eine differenzierbare Kurve ~v: I — R™ auf einem nichtleeren
offenen Intervall I C R, mit

D, ={(t,y#®)|tel}CO und V() = V(t,A(t) Vtel (539)

(Beachte, dass die rechte Seite nur formuliert werden kann, wenn die linke Seite gilt. Beachte
weiterhin, dass v wegen Terminologie Eﬂ stetig ist, da differenzierbar.)

o Gilt zusdtzlich zu ((539) noch
(to,z0) € Iy fir ein  (to,x0) € O (to el mit ~(tg) =x0 und (to,x0) € O),

so wird vy als lokale Lésung von (514]) zur Anfangsbedingung (538|) bezeichnet.

(2) e Die Differentialgleichung (537|) heifft lokal eindeutig losbar in (tg,xo) € O, wenn fir je zwei
lokale Losungen v1: I1 — R™ und v9: Iy — R™ von (537) zur Anfangsbedingung (538|) (d.h.
to € It N Iz mit y1(to) = xo = Y2(to)) gilt:

3J C I NIy offenes Intervall mit ty € J und 1|5 = y2|7. (540)

e Die Differentialgleichung (537) heif$t lokal eindeutig losbar, wenn fir je zwei lokale Lisungen
v1: It = R™ und vo: Is — R™ von (537)) gilt.{ﬂﬂ

Y1(to) = 12(to) fir ein to€ 1N 1y = Ylnnn =200l (541)
gleichbedeutend zu I'y, N T, # 0

Beachte: Lemma weiter unten zeigt, dass (537)) genau dann lokal eindeutig losbar ist, wenn
(537)) in jedem Punkt lokal eindeutig lGsbar ist.

165Gemiifl unseren Definitionen ist Vi ein zeitabhingiges Vektorfeld, da es ja auf der offenen Teilmenge O C R x R™
definiert ist. Natiirlich ist aber Vi zeitunabhingig in dem Sinne, dass Vw(s,z) = Vw(t,z) fir alle s,¢ € R und
z € R™ gilt (vgl. Terminologie .

166 Nochmals anders formuliert bedeutet die linke Seite von (541), dass ein (to,x0) € O existiert, sodass 1, y2 beides
lokale Lésungen zum selben Anfangswertproblem sind (setze xo := v1(to) = v2(t0)).
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Bemerkung 115. a) Beachte, dass in Tez’l von Deﬁnition die Eristenz von lokalen Losungen
nicht gefordert wird (nur die entsprechende Eindeutigkeitseigenschaften im Falle der Ezistenz).

b) Sei (537) lokal eindeutig lsbar, sowie I C pri(O) ein nichtleeres offenes Intervall und (to, o) € O
mit tg € I. Aus (b41) folgt unmittelbar:
Ist v: I — R™ eine lokale Lisung von v = V(-,~) mit y(to) = o, so ist y bereits die eindeutige
lokale Léisung von v = V(-,~) mit v(tg) = o, sodass dom(y) = I gilt.

c) Setzen wirn =1, v = ¢ und V = f in Definition so erhalten wir Definition aus Ab-
schnitt zuriick; und zwar fir den Spezialfall, dass dort M offen ist, wobei auch nur (lokale)
Lésungen auf offenen Intervallen betrachtet werden. (Wir beschrinken uns im héherdimensionalen

Fall auf offene Definitionsbereiche, weil hierdurch die Gesamtdiskussion einheitlicher und untech-
nischer/unkomplizierter wird.)

Lemma 92. Sei O C R x R” offen, und V: O — R" ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld auf O.
Die Differentialgleichung ~' = V(-,7) ist genau dann lokal eindeutig lisbar, wenn sie in jedem Punkt
lokal eindeutig losbar ist.

Beweis. Die eine Implikation ist klar, denn (541) impliziert offensichtlich (540f). Fiir die andere
Richtung argumentieren wir &hnlich wie im Beweis von Satz [74:

Seien v1: I1 — R™ und 72: Iy — R™ lokale Losungen von ' = V(-,~) mit (to,z0) € I'y;, NT,, d.h.
71 (to) = xo = Y2(to) mit tg € Iy N Iy. Es bezeichne J die Menge aller (nichtleeren) offenen Intervalle
J CINI mit tg € Jund’yl|J:72|J.

e Es gilt J # 0, da (537) lokal eindeutig 16sbar in (to, zo) ist. (beachte 1 (to) = zo = Y2(to))

e Esist I :=J;cqJ C 1 NIz als Vereinigung offener Intervalle offen wegen Proposition [3{OM3)|
und ein Intervall wegen Ubung . beachte ¢y € J fiir alle J € J). Zudem gilt offensichtlich ¢ty € 1.

e Es gilt v1|7 = 72|71, denn jedes ¢ € I ist in einem J € J enthalten.

| ..
Wir wollen nun zeigen, dass I = I} N [y =: T gilt (T ist ein Intervall wegen Ubung sowie offen
endlicher als Schnitt offener Mengen), und schreiben

T = (1—,74) sowie I=(t—,ty) mit Ror_ <1 <y <14 €R

Angenommen es gilt t; < 74 (den Fall 7_ < (_ behandelt man analog), also ¢4 # oco. Wir wéhlen
eine Folge (ty)nen in I mit lim, t, = ¢y =: t;. Dann gilt v, (¢,) = 12(t,) fiir alle n € N, also wegen

der Stetigkeit (Folgenstetigkeit) von 1,2 (71, 72 sind differenzierbar, also stetig):
xf = y1(th) = lmy, y1(t,) = limy, y2(t,) = y2(tp) = (tg, () € Tyy NT,.
Wegen der lokal eindeutigen Losbarkeit von 7/ = V(-,7) in ((,x(), existiert ein offenes Intervall

JCLNImit I Fty e Jund v1|; = 2|5 (vgl ( - ). Wegen der Offenheit von J und 1y =tj € J
gilt I NJ # 0; also ist [ := I UJ C I, N I ein offenes Intervall (Ubung . mit v1|; = 72;. Wegen
toeICI gilt somit ITeg alsol CI,wasI FtheJC I widerspricht. ]

17.3.3 Lokale Eindeutigkeit

Der néchste Satz (Satz [105) garantiert die lokale Eindeutigkeit im Lipschitzfall. Die lokale Exis-
tenz werden wir gleich im Anschluss beweisen. Wir bemerken zunéchst Folgendes (vgl. Bemerkung

TT1[(Q):

Lemma 93. Sei O C R xR"™ offen, (to,z9) € O, I C R ein offenes Intervall, v: I — R™ eine Kurve
mit Iy, C O, sowie V: O — R" ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld auf O. Dann sind dquivalent:
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a) v ist differenzierbar mit ' = V(-,~) und (to, zo) € T'.
(v ist eine lokale Lisung der Differentialgleichung v = V(-,7) zur Anfangsbedingung v(to) = xo.)
b) v ist stetig mit
Y(t) =z + [, V(s,7(s)) ds Vtel.

Beachte: Der Integrand V o (id; x v): I 2 s+ V(s,7(s)) € R™ ist stetig wegen Lemma [7{}; denn
idy,y sind ja beide stetig.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Hauptsatz fiir stetige Kurven Korollar O

Satz 105 (Lokale Eindeutigkeit von Losungen). Sei n € Nsg, O C R x R™ offen, und V: O — R"”
ein stetiges zeitabhdngiges Vektorfeld auf O. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Erfillt V eine lokale Lipschitz-Bedingung in (to,zo) € O, so ist die Differentialgleichung v =
V(-,7v) lokal eindeutig losbar in (to, o).

2) Erfillt V eine lokale Lipschitz-Bedingung, so ist die Differentialgleichung v = V(-,v) lokal ein-
deutig losbar.

Beweis. Teil 2)| folgt sofort aus Teil [1)| und Lemma [92] Fiir Teil [1)| sei || - || eine Norm auf R™; sowie

L>0und V C R x R" offen mit (tg,z9) € V C O, sodass gilt: (vel. (533))
IV, 21) =V, 22)|| < L- ||z — 22| V(' z1), (', x9) € V. (542)

Seien 1 : I1 — R", v: Iy — R™ zwei lokale Losungen von ' = V(-,7) mit v1(tg) = 2o = v2(to):

e Indem wir /; und Iy um ¢y verkleinern, kénnen wir wegen i (tg) = xo = v2(to) und der Stetigkeit
von 71,72 (da differenzierbar) annehmen, dass I'y,, Iy, C V gilt

e Wegen Lemma 93| gilt:
a: [:=LHNI— R = (71— fto (V(s,71(5)) — V(s,72(s))) ds,

wobei ty € I # () wegen Ubung [21]ein offenes Intervall ist, und « stetig (sogar C1).
e Wegen a(tg) = 0, existiert 0 < § < 5 mit J := (to — 6,¢0 +6) C I und ||af,|| < 1. Wir setzen

C=supg ({s € J|[als(s)] }) <1

=M
und erhalten (beachte I'y,,I'y, € V im zweiten Schritt)
e leds(s)ll < C
———
t
lal O "= | Sy 1V(s:71(5)) = Vs, 2Dl ds | < | fyg L-llmas) = v2(s)l] ds|

| [ L-Cds|=[t—to|-L-C<d-L-C<C/2
fiir alle t € J. Dies zeigt M < C/2, also C' = supr(M) < C/2, also C = 0. Somit gilt «|; = 0,
also y1]7 = 72|J. O

Beispiel 120.
TFir p € {1,2} st pp :=1ids, X Yp: Ip 2t = (t,7(t)) € O stetig mit pup(to) = (to,x0) € V.
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a)

Das Vektorfeld aus Beispiel erfillt eine lokale Lipschitz-Bedingung. Fir (tg,xg) € O vorge-
geben, ist die zugehirige (in diesem Fall globale Lisung) von ~' = V(-,v) mit v(tg) = x¢ gegeben

durch (wir identifizieren R? = C): . o)

™~

v: R — R? t»—>t-v+r-el'((t_t0)+¢0)7
= (cos(¢(t)), sin(¢(t)))

sofern wir v = ||z||eu fiir z :== 30 — to - v setzen und ¢y € R derart wihlen, dass z = r - %
gilt. Dies ist die Bahnkurve eines fixierten Punktes auf einer offenen Einheitsscheibe, welche sich
mit der Winkelgeschwindigkeit 1 entgegen dem Uhrzeigersinn (wm ihren Mittelpunkt) rotiert, und
deren Mittelpunkt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit v in der Ebene bewegt und sich
zum Zeitpunkt t = 0 im Ursprung befindet.

Wir betrachte die Situation aus Beispz'el dh,n=1,0=M=R xR und
V=f:0=RxR—>R, (t,z)—3 Va2
Wir setzen A =R x {0} (abgeschlossen) sowie O := (R x R) \ A (offen):

o V= V|5 erfiillt eine lokale Lipschitz-Bedingung da glatt (vgl. Proposition @)
o V erfillt in keinem (tg,z9) € A eine lokale Lipschitz-Bedingung; denn fiir jedes t' € R und
0#zeR gilt jal

V', z) =V, 0)] _ [V, )| Vel 3 as0

|z = 0] T [zl /]

In Beispiel hatten wir ja auch bereits die vier verschiedenen Lisungen (521)) (setze dort
© =) mit y(to) = 0 kennengelernt.

Seien nun to, xo > 0 vorgegeben, also (to, o) € O. Dann ist (beachte T5 C O)
F: 1= (=0 +19,00) = (0,00) CR,  ts a0+ (t—1t)°
T
die gemij$ Bemerkung @ eindeutige Losung von 7' = \~7(, 3) auf I mit 5(to) = xo. Will man

allerdings 4 (,,nach links“) auf R ausdehnen, so hat man wieder die zwei Mdéglichkeiten:

t—to)® fir t >
MRSt @+ (t—10)’ € [ :=R sowie i Ih =R >t Tt —to)” fir T
0 fiir t <.

Beachte: Es gilt (7,0) € ANT.,, NI, und V erfillt in (1,0) keine lokale Lipschitz-Bedingung.

Insbesondere sieht man an diesem Beispiel nun auch explizit, dass die lokale Lipschitz- Bedingung
in einem Punkt tatsdchlich auch nur die lokale Losbarkeit in diesem Punkt erzwingt, d.h., es gilt
hier zwar ~v1|j = y2|y fiir J := (1,00) C R = I N Iy, aber eben nicht vi|r,nr, = Y2|nn1,-

17.3.4 Lokale Existenz: Der Satz von Picard Lindelof

Bemerkung 116 (Erinnerung: Funktionenrdume). Sei (Z,d) ein metrischer Raum und (V, ||-||) ein
Banachraum (iiber R oder C). Wir hatten in Satz[3§ in Abschnitt gesehen, dass die Menge

Co(Z,V)={feC%Z,V)|3C>0:|f(2)|| <C fiir alle z € Z}

168Womit fiir kein L,e > 0 gelten kann: |V(t/,z1) — V(t',22)| < L - |x1 — x2| fiir alle (¢, 21), (', 22) € (to — J,t0 + ) X

(xo — (5, o + (5)

381



der stetigen beschrinkten Funktionen Z — V wversehen mit der Supremumsnorm (vgl. (223)))
| lloc: Co(Z,V) = [0,00),  frrsupr({llf(2)]l |2 € Z})

ebenfalls ein Banachraum ist, also per definitionem (Cy(Z,V'),d;.|..) ein vollstindiger metrischer
Raum. Fir 6 >0 und f € Cy(Z,V) vorgegeben, ist nm@

B :=Bld. 1. Js(f) = {9 € Co(Z, V) | If = glloc = dj . (f,9) < 0}

0 , (543)
={geC®ZV)||f(2) —g(z)| <6 firalle z € Z}

abgeschlossen wegen Lemma[28; also zeigt Lemma[79, dass der metrische (Unter)raum (B, (d}.;..)B)
ebenfalls vollstindig ist. Wir werden diesen Sachverhalt nun im Beweis von Satz [106 fir den Fall
anwenden, dass Z = 1 C R ein nichtleeres offenes Intervall (mit der eingeschrinkten Betragsmetrik),
V =R" mit n € N5g (versehen mit einer fizierten Norm), und f: I >t — x9 € R" eine konstante
Abbildung ist.

Satz 106 (Picard Lindelof). Sei n € Nsg, O C R x R™ offen, (tg,z9) € O, und V: O — R"”
ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld auf O. Erfillt V in (tg,xo) eine lokale Lipschitz-Bedingung, so
existiert eine lokale Losung der Differentialgleichung ' = V(-,7) zur Anfangsbedingung v(to) = xom

Beweis. Wir fixieren auf R” R x R” die jeweiligen Maximumsnormen, und bezeichnen beide aus-
nahmsweise wieder mit || - ||,n.y, um diese im Folgenden von der Supremumsnorm || - ||« (beziiglich
der Maximumsnorm auf R™) zu unterscheidenE Wegen Lemma miissen wir nur zeigen, dass eine
stetige Kurve y: I — R™ () # I C R ein offenes Intervall) existiert, mit Iy, C O und

¥(t) =20 + [;, V(s,7(s)) ds Vtel. (544)
Sei hierfiir L > 0 sowie V' C O offen mit (tg,zo) € V, sodass gilt: (vgl. Lipschitz-Bedingung (533))):
[V(H',21) = V(' 22)lmax < L[| = Yl max V (', x1), (', z9) € V. (545)

Sei § > 0 mit Bos(to,z0) C V, also K = [ty — §,t9 + ] X Bs(xg) = Bs(to,z0) C V. Sei zudem
0 < X\ < 1 fixiert. Wegen der Stetigkeit von V (in (¢, o)) konnen wir 6 > 0 derart verkleinern, dass
fiir ein M > 0 gilt:m

IV(2)|lmax < M VzeK. (546)

Sei € := min (9, %, 2). Wir setzen: (vgl. (543))
I:=(tg—e,to+¢) sowie B:={yeC'(I,R")| |¥(t) — zo|loc <4 fiiralle t e I}

also (547)

e<d
I'yCK V~vyeB wegen I C [to—0d,to+0] und ||7(t) — Tollmex <0 VeI
GeméB Bemerkung ist (B, (dj..)B) vollstindig; und zudem ist
©: B — B, v x+ ft:) V(s,v(s)) ds (548)

eine kontraktive Selbstabbildung mit Kontraktionskonstante A:

19Fiir die zweite Identitit beachte ||g(2)|| < || £(2)|l + | f(2) — g(2)|| fiir alle z € Z.

1"0Es existiert also eine differenzierbare Kurve v: I — R™ mit einem offenen Intervall I C R, sodass (to,z0) € I, C O
und v = V(-,7') gilt.

" Beachte: Fiir § > 0 und (t,2) € R x R" gilt Bs(t,2) = [t — §,¢ + ] x Bs(x) fiir den abgeschlossenen Maximumsnorm
0-Ball um (¢, z) in R x R™ auf der linken Seite und dem abgeschlossenen Maximumsnorm §-Ball um z in R™ auf der
rechten Seite.

2Man setzte M := 14||V(to, 20)||max, und verkleinere § > 0 entsprechend. Alternativ folgt die Existenz eines derartigen
M > 0 wegen Satz [83] (allgemeiner Satz vom Maximum) auch direkt aus der Kompaktheit von K; denn K C R™"!
ist abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt wegen dem Satz von Heine-Borel (Satz .
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e O(B) CB: Seiy € B. Dann ist V(-,7)|r definiert wegen Iy C K C V C O, und offensichtlich
stetig (vgl. Lemma [93}fb)]). Der Hauptsatz zeigt ©(v) € C*(I,R") C C°(I,R"); und zudem folgt

fiir jedes t € I: (Definition von € im letzten Schritt)
t (546)
1©(N)(#) = @ollmax = || Ji, V(s dS|| \fto IV(s,7(8)lnax ds | < [t —to] - M <e- M <6,

o Kontraktionseigenschaft: Fiir 71,7 € B und t € I gilt (beachte I'y,,I';, € K C V im dritten
Schritt):

‘|@(71)(t) - @(72)(75)”max
= || 5 (V(s,m(5)) = V(s,72(8)) ds || e = | S 1V(5,71(5)) = V(5,72(5)) e s |
545
Uto A (s) = ¥2(8) lmax ds | < | [ Ll = 2lloo | = [t = tol - L [|11 = 72loo

< - L[y —72llee A1 — 72llo0

also (d) ... )B(0(11),0(72)) = [[0(11) = O(12)llec A+ |11 = 2llec = A~ (d) 1) B (11, 72)-

Wegen Satz 96| (Banachscher Fixpunktsatz) existiert (genau) ein v € B mit

v =00) B a4 [ V(s,7(s) ds,
was wegen I';, C K CV C O und ~(tp) = zo die gesuchte lokale Losung ist (vgl. (544)). O
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A Appendix

Zusatzmaterial VL1, Analysis II WS21/22: Dr. Maximilian Hanusch:

Polynome vs. Polynomfunktionenm

Korollar |30| besagt allgemein fiir K € {R,C}: Ist f:= Qlgiq mit Q(z) = > " cn - (z —p)" eine
Potenzreihe mit R[Q] > 0, so sind dquivalent:

1) Es gilt ¢, = 0 fiir alle n € N.

2) Esgilt f =0.

3) Es existiert eine Folge (x)nen in K[Q] \ {p} mit lim, x,, = p, sowie f(z,) =0 fiir alle n € N.

Dies gilt natiirlich auch fiir Polynomfunktionen; d.h, es existiert n € N mit ¢, = 0 fiir alle & > n+1[T7]
Der formale Raum der Polynome ist (generell fiir jeden Korper K) definiert durch

Pr = {(ck)ken ist Folge in K|3n € N: ¢, =0 fir alle £ > n + 1}.

Fiir p € K fixiert, betrachten wir die Abbildung Polynomfunktion

QK’p: :PK — Abb(]K7 K), (Ck)kGN —> [l‘ —> ZZ:O CL - (l’ — p)k ] .
Im Falle K = {R, C} ist dann Qg , wegen Korollar [30| (zweite Implikation) injektiv:

Ok p((ar)ken) = Qk p((bk) ken) — Qi p((ar, — br)ken) =0

! (549)
= ar — b =0 fir alle k € N.

Besagte Injektivitét ist gleichbedeutend mit der Eindeutigkeit der Darstellung einer Polynomfunkti-
on, die Sie fiir den Fall p = 0 und K = R bereits in Ubung [95| nachgewiesen hatten.

Der Hintergrund zu den obigen Betrachtungen ist der, dass in der Algebra mit Polynom iiblicherweise
ein Element von Pk gemeint ist, welches man dann (meistens wird p = 0 betrachtet) in der Form
> h_oax - ¥ notiert/darstellt /hinschreibt, aber prinzipiell erst einmal nicht als Abbildungen
K — K interpretiert.

Anmerkung: Es wird Px zu einem K-Vektorraum, wenn man die Addition und K-Multiplikation auf
Pk gliedweise definiert. Hiermit ist dann {2k , eine K-lineare Abbildung, was nun gerade in der ersten
Implikation in benutzt wurde. Zudem definiert man das Produkt zweier Polynome derart, dass
es dem Produkt von Polynomfunktionen entspricht — also formell durch die Cauchy-Produktformel.
Hiermit wird dann Qg , sogar zu einem Homomorphismus von K-Algebren (eine K-Algebra ist ein
K-Vektorraum V' zusammen mit einer K-bilinearen Verkniipfung x: V' x V — V). I

Im Falle K € {R, C} geht dann sozusagen wegen der Injektivitit von Qk , keine Information verloren,
wenn man ein Polynom einfach als Abbildung (also als Polynomfunktion) auffasst. In der Situation
endlicher Korper sieht die Sache allerdings ganz anders aus — Hier ist es wichtig, sich zundchst immer
klar zu machen, ob von Polynomen oder Polynomfunktionen die Rede ist:

Sei K = {0k, 1x} der zweielementige Korper, d.h. Ox + 0x = Og, Ox + 1x = 1k, Ox - 1x = 0x = O - O,
1x - 1x = 1k, und zudem 1x + 1x = Ox. Dann ist

Px)=1g -z + 1y - 22

173Djies ist ein Zusatzmaterial: Der hier erliuterte Sachverhalt wurde in der ersten Zentraliibung am 15.10.2021 erklért.
'™ Wir bezeichnen im Folgenden auch Funktionen der Form P(z) = 3"}_, ¢k - (z — p)* mit p € K als Polynomfunktion.
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nicht das Nullpolynom (nicht alle Koeffizienten aj, sind 0x), aber Qx o(P): K — K ist dennoch die
Nullabbildung wegen (beachte, dass K nur die zwei Elemente Ok, 1x hat, die man einsetzen kann)

Qi,0(P)(0x) = 1i - Ox + Lic - (0)® = Og + 0y = Og
Qg o(P)(lk) = I - 1+ 1k - 1112< = 1g + 1x = Ok.
~—— \ ,

1K =1k
——
1x

Man beachte, dass das Bild des Nullpolynoms 0x unter Qg o ebenfalls die Nullabbildung ist.

Anmerkung: Versucht man Korollar[30| (in Polynomvariante) auf den endlichen Kérper K = {0, 1, }
zu iibertragen, so scheitert man daran, dass bspw. fiir p = Ox keine Folge wie in Korollar
existieren kann. In der Tat wire besagte Folge bereits konstant 1x, und dann wegen Axiom
sogar beziiglich keiner Metrik auf K gegen Ox konvergent. Fiir K = Q ist Korollar allerdings
ibertragbar, und Qg , ist ebenfalls injektiv.

*Zusatz: Alternativ erhdlt man die Injektivitét von Q , auch aus Satz welcher in analoger Form
auch fiir Polynomfunktionen in beliebigen Entwicklungspunkten p € K giltFEl

e Ist P ein Polynom vom Grad n > 1 in p, so ist Qk ,(P) eine Polynomfunktion vom Grad n in p,
kann also wegen Satz [33| nicht die Nullabbildung sein, da K unendlich viele Elemente hat.

e Ist P ein Polynom vom Grad n > 0 in p mit Qg ,(P) = 0, so muss wegen dem vorherigen Punkt
bereits n = 0 gelten, d.h. P = ag € K ist ein konstantes Polynom. Indem wir ein = € K einsetzen,
erhalten wir ag = Qx ,(P)(x) = 0, d.h. P ist das Nullpolynom.

e Somit hat die lineare Abbildung € ,, trivialen Kern, ist also injektiv.
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1"5Ist P eine Polynomfunktion in p € K, so ist @: K 3 & +— P(p+ ) eine Polynomfunktion in 0; und es gilt fiir z € K:
Q(z)=0 < P(p+2z)=0.
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